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Prefacio

Neste terceiro volume de Introducdo as Majoragdes em Andlise Real, é fundamental mostrar e conjecturar
como se constrdi algumas majoracdes, os estudantes de Andlise Real conseguem resolver as questdes iniciais dos
livros didaticos, entretanto se deparam com alguns exercicios mais elaborados, que ndo conseguem solucionar. Isto
ocorre desde os temas iniciais, como em temas mais aprofundados. Tendo em vista que poucos materiais ou quase
nada, se tem no tocante as constru¢do de majora¢des em Andlise Real estdo disponiveis para os estudantes nesta
situag@o, foi escrito este livro com o propdsito de apresentar as majoragoes antes de se passar as demonstracdes de
problemas nao triviais de Anélise Real.

Inicialmente, apresentamos a resolucdo de problemas em diversos niveis de compreensio; tentando colocar
um Letramento Matemaético de Mentalidade Crescente, Criativa e Flexivel em temas basicos como sequéncias e
séries numéricas, séries de termos positivos, séries alternadas, teoremas da raiz e razdo, teste da integral, ponto de
acumulacgdo, limites de fungdes, continuidade, teorema do valor intermediario até abordarmos temas nao triviais
como aspectos topoldgicos da reta, ponto interior, exterior, fronteira de uma determinada regido, classificagdo
topolédgica dos subconjuntos de R, limites e suas majoragdes, limites trigonométricos basicos, continuidade como
cardter local, funcao de Lipschitz e continuidade uniforme como caréter global, supremo e infimos, ressaltando toda
uma preparacio das majoragdes para quando se for demonstrar propriedade operacionais de limites de sequéncias,
fungoes e continuidades por defini¢des de épsilon e delta. A Derivada de uma fungfo f usando limite Gbvio tera
cardter local, regras de derivagdes, derivadas de fungdes trigonométricas, teorema da regra da cadeia, funcao
inversa, maximo e minimo local, teoremas de Rolle e Valor Médio, teorema que descreve regides de crescimento e
decrescimentos, bem como Fungdes Convexas e Condi¢des de Otimalidadede 1a e 2a ordem, apéndice A.Polindmio
de Taylor e finalizando com Letramento Matematico Criativo e Flexivel,apresentando uma Ideia Geométrica de
supA e infA demonstrando detalhadamente os teoremas, em casos mais sofisticados, demonstrando de vérias formas
0 mesmo teorema.

Vale a pena salientar que buscamos dentro do possivel, resolver os problemas com todos os passos, detalhando
os procedimentos de majoragoes antes de fazer as demonstragoes. Em alguns casos, inclusive, fazendo comentarios
matematicos sobre o que estd sendo realizado. Assim, o texto foi desen- volvido para que o aluno possa estudar
sozinho (ou em grupo), de forma autdnoma e com seguranga, conferindo ndo apenas os resultados, mas todo o
desenvolvimento 16gico operacional.

Escrever um texto desta natureza demanda tempo e nos causa uma certo cuidado adicional pela equipe, pois se
teme cometer os erros que ensinamos evitar. Por este motivo, sugestdes, corregdes, comentarios, antecipadamente
agradecemos, devem ser enviados para um dos enderegos:

cjs@poli.br

was @poli.br
galdino@poli.br
jornandesdias @poli.br
juca@ufc.br

Recife, 18 de outubro de 2023
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Capitulo 1 Introducao

1.1 O matematico Karl Weierstrass

Figura 1.1: Karl Weierstrass

Karl Weierstrass foi um proeminente matematico alemdo que viveu de 1815 a 1897. Ele fez contribuigdes
significativas para o campo da matematica, especialmente nas areas de analise e teoria das fungdes.

Weierstrass nasceu em 31 de outubro de 1815, em Ostenfelde, na Vestfalia, que na época fazia parte do
Reino da Prussia. Inicialmente, ele estudou direito na Universidade de Bonn, mas logo desenvolveu uma paixdo
pela matematica. Ele transferiu-se para a Universidade de Miinster, onde estudou matemadtica sob a orientacdo do
matemadtico Christoph Gudermann.

Weierstrass continuou seus estudos na Universidade de Berlim, onde assistiu a palestras de renomados
matematicos como Ernst Kummer e Peter Gustav Lejeune Dirichlet. Apesar das dificuldades financeiras, ele
perseverou em seus estudos matematicos e obteve seu doutorado em 1854. No entanto, devido a falta de
oportunidades académicas, Weierstrass trabalhou como professor do ensino secundério por varios anos.

No final dos anos 1850, Weierstrass comegou a publicar artigos inovadores que revolucionaram o campo
da andlise. Ele desenvolveu uma base rigorosa para a andlise matemadtica e desempenhou um papel crucial no
desenvolvimento da teoria das fungdes. Uma de suas conquistas mais famosas foi a descoberta de um exemplo de
funcdo que € continua em todos os lugares, mas ndo é diferencidvel em lugar algum, conhecida como a fungdo de
Weierstrass. Essa descoberta desafiou a crenca prevalecente de que todas as funcdes continuas eram diferencidveis,
exceto em pontos isolados.

O trabalho de Weierstrass em funcdes estabeleceu as bases para a teoria moderna da andlise real e teve
uma influéncia profunda no desenvolvimento do cdlculo. Sua énfase na rigorosidade e precisdo estabeleceu novos
padroes na anélise matematica e inspirou geragdes subsequentes de matemdticos. Apesar de enfrentar problemas de
saude e desafios pessoais ao longo de sua vida, Weierstrass continuou a produzir pesquisas inovadoras. Seu trabalho
eventualmente ganhou reconhecimento e, em 1857, ele foi nomeado professor da Universidade de Berlim. Ele se
tornou um matematico altamente respeitado e mentor de numerosos estudantes, incluindo Sofia Kovalevskaya, a
primeira mulher na Europa a obter um doutorado em matematica.

As contribuicdes de Karl Weierstrass para a matemadtica foram abrangentes, abrangendo dreas como anélise,
calculo, teoria das fungdes e fisica matematica. Sua dedicago a racionalidade matematica rigorosa e seu profundo
impacto no desenvolvimento da andlise matemadtica o tornam um dos matematicos mais influentes do século X 7.X.



1.2 Alguns Aspectos historicos das Séries Numéricas

As séries numéricas tém uma longa histdria que remonta a antiguidade, com muitos mateméticos e estudiosos
contribuindo para o desenvolvimento e estudo dessas sequéncias ao longo dos séculos. Aqui estdo alguns aspectos
histéricos importantes das séries numéricas: Antiguidade: Acredita-se que as séries numéricas tenham sido
estudadas pelos antigos matematicos babilonios, egipcios e gregos. Por exemplo, os babilonios desenvolveram um
sistema posicional de base 60 e usavam tabelas de nimeros para resolver problemas aritméticos, que poderiam ser
considerados séries numéricas em certo sentido.

Sequéncias aritméticas e geométricas: As sequéncias aritméticas e geométricas foram estudadas por
matematicos gregos, como Pitdgoras e Euclides, por volta do século V a.C. Eles exploraram as propriedades
dessas sequéncias e desenvolveram métodos para calcular a soma dos termos de uma sequéncia.Série harmdnica: A
série harmonica, que € a soma dos inversos dos nimeros naturais, foi estudada pelos matemaéticos gregos e indianos
antigos. Arquimedes, um matematico grego do século III a.C., provou que a série harmonica diverge, ou seja, sua
soma ndo tem um valor finito.

Série de Fibonacci: A sequéncia de Fibonacci, uma série numérica em que cada termo € a soma dos dois
termos anteriores, foi introduzida na Europa Ocidental pelo matemadtico italiano Leonardo Fibonacci no século
XIII. Essa série tem varias propriedades interessantes e estd relacionada a uma série de fendmenos naturais. Séries
infinitas e cdlculo: O estudo rigoroso das séries infinitas e seu papel no calculo comecou a se desenvolver no século
XVII, com matematicos como Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz. Eles estabeleceram as bases do calculo
infinitesimal e desenvolveram métodos para manipular séries infinitas, incluindo a série de Taylor, que é usada
para aproximar fungdes por meio de uma série infinita de termos. Séries modernas: No século XIX, matematicos
como Augustin-Louis Cauchy e Karl Weierstrass desenvolveram a teoria rigorosa das séries e suas propriedades
de convergéncia e divergéncia. Eles estabeleceram critérios matemdticos precisos para determinar se uma série
converge (tem uma soma finita) ou diverge (nao tem uma soma finita).

Esses sdo apenas alguns aspectos histdricos das séries numéricas, destacando os marcos importantes ao longo
dos séculos. Desde entio, as séries numéricas continuaram a desempenhar um papel essencial na matematica e em

vdrias areas da ciéncia, sendo estudadas e aplicadas em uma variedade de contextos.



1.3 Alguns Aspectos Topoldgicos da Reta

Na topologia, a reta € um exemplo simples, mas importante, de espago topoldgico. Vamos discutir os aspectos
topoldgicos da reta em termos de conjuntos abertos, conjuntos fechados, fronteira e fecho.

Conjuntos Abertos: Um conjunto é considerado aberto na reta se, para cada ponto do conjunto, existe um
intervalo em torno desse ponto totalmente contido no conjunto. Por exemplo, o intervalo aberto (0,1) é um
conjunto aberto na reta, pois para qualquer ponto dentro do intervalo, podemos encontrar um intervalo menor ao
redor desse ponto que ainda estd totalmente contido no intervalo (0, 1).

Conjuntos Fechados: Um conjunto € considerado fechado na reta se ele contém todos os seus pontos de
fronteira. Em outras palavras, um conjunto fechado é o complemento de um conjunto aberto. Por exemplo,
o intervalo fechado [0, 1] é um conjunto fechado na reta, pois inclui todos os seus pontos de fronteira (0 e 1).
Fronteira: A fronteira de um conjunto € o conjunto de pontos que estdo simultaneamente em seu interior € em seu
complemento. Na reta, a fronteira de um conjunto € o conjunto de pontos que pertencem ao conjunto fechado e ndo
pertencem ao conjunto aberto correspondente. Por exemplo, a fronteira do intervalo (0, 1) é o conjunto {0, 1}, pois
esses pontos estdo no intervalo fechado [0, 1] (complemento do conjunto aberto) e ndo estdo no intervalo aberto
(0,1). Fecho: O fecho de um conjunto é o menor conjunto fechado que contém todos os pontos do conjunto. Na
reta, o fecho de um conjunto € obtido adicionando os pontos de fronteira do conjunto ao conjunto original. Por
exemplo, o fecho do intervalo aberto (0, 1) é o intervalo fechado [0, 1], pois inclui todos os pontos do intervalo
original e seus pontos de fronteira.

Em resumo, na reta, conjuntos abertos sdo intervalos abertos (como (0, 1)), conjuntos fechados séo intervalos
fechados (como [0, 1]), a fronteira de um conjunto é formada pelos pontos que estdo simultaneamente no conjunto
fechado e nao no conjunto aberto correspondente, e o fecho de um conjunto é obtido adicionando os pontos de
fronteira ao conjunto original.



Y

1.4 Séries Numéricas

Motivacao

As séries infinitas t&ém fascinado matematicos e cientistas ao longo da histéria devido a sua natureza intrigante
e a sua aplicacdo em vdrias dreas. Aqui estdo alguns exemplos de motivacdes para estudar séries ( somas infinitas
): Soma de sequéncias infinitas: As somas infinitas s3o usadas para representar e somar sequéncias infinitas de
nidmeros. Por exemplo, a série harmdnica é uma série infinita que representa a soma dos reciprocos dos nimeros
naturais. Ela desafia a intuicdo, pois a soma dos termos infinitos é divergente (infinita), mas a soma parcial de seus
termos pode se aproximar de um valor finito.

Aproximacao de funcdes: As séries infinitas podem ser usadas para aproximar funcdes complicadas. Por
exemplo, a série de Taylor ¢ uma representacio de uma fungdo como uma soma infinita de termos, permitindo uma
aproximagao precisa de uma fun¢do complexa por meio de uma série mais simples. Isso € especialmente util em
célculos numéricos e andlise matematica.

Andlise de comportamento assintético: O estudo de séries infinitas é fundamental na andlise assintdtica, que
lida com o comportamento de fun¢des quando os argumentos tendem ao infinito ou a outros pontos singulares.
As séries assintdticas ajudam a entender o crescimento relativo de fungdes e a determinar seu comportamento em
escalas grandes ou pequenas.

Célculo de integrais: Muitas vezes, as séries infinitas sdo usadas para calcular integrais complicadas. Por
exemplo, a série de Fourier € uma representacdo de uma funcio periédica como uma soma de senos € cossenos.
Essa série € essencial na analise de sinais e processamento de imagens.

Estudo de propriedades matematicas: As séries infinitas apresentam uma rica estrutura matematica e sao
frequentemente utilizadas para explorar propriedades interessantes e fundamentais de nimeros, sequéncias e
funcdes. Elas estdo intimamente relacionadas a topicos como convergéncia, continuidade, diferenciabilidade e
andlise complexa.

Esses sao apenas alguns exemplos das varias motivacdes para estudar séries infinitas. Elas desempenham
um papel importante em diversas dreas da matemadtica e da ciéncia, e seu estudo € essencial para compreender
fendmenos complexos e modelar o mundo ao nosso redor.

A grosso modo podemos dizer em uma unica frase que:

Uma série é a soma de todos os termos de uma sequéncia infinita.

(série convergente).

Na época, antes da formalizacdo com o rigor necessario, os matematicos efetuavam as operagoes de somas
infinitas como se fosse algo natural, sem se preocupar se era sempre possivel. Como veremos a seguir, partindo

de situagoes do ensino médio como progressoes geométrica, vejamos ilustrativamente alguns exemplos.

Exemplo 1.1
Polinémio de Taylor

Uma aproximagdo para fungdo exponencial f (x) = e*, é possivel ter a igualdade?
2 n

Rl

2! n!



Exemplo 1.2

A série de Taylor vai permitir escreve o igual no lugar da aproximacdo

- z? " N
ef=14+z+—+...+—+...= E —
2! n! 4!
Jj=0
Revisitando as progressoes geométricas
a
at+ar+ar?+.. . Far" 4. = T com |r| < 1.
—-r

Exemplo 1.3

Considere a seguinte progressdo geométrica

1+x+x2+...+z"+...:ﬁ, com |z| < 1.
Exemplo 1.4
A progressdo geométrica
2 3 1
l—z4+az°—az+...= ——, com |z] < 1.
1+

Integrando termo a termo, temos:

2 3 4

x7%+%*%+...:/1_~1_xd:c:1n\l+x|+0.
Em particular, C = 0, obtemos:
2 23 2t
x—?+§—1+...zln|1+x|.

Exemplo 1.5

Uma outra progressdo geométrica

1—a? a2t —af 28— = ! .
1+ a2
Agora integrando, termo a termo, obtem-se:
3 5 7 9
x—%—1—%—%4—%—...:/ﬁlﬁdx:arctgx-i-c.
Em particular, C' = 0, obtemos:
x7$—3+x—57x—7+x—97 :/#dw:arctgx
3 5 7 9 1+ 2?2 '

Observe que facilmente obtemos um valor para

1——+———+——...:arctgl=%.

Alguns exemplos da crise no estudo das séries (somas infinitas)

Exemplo 1.6

S=1-141-14+1-1+...
Sera que podemos dizer que é zero?
S=1-141-1+1-14...=0

Reescrevendo a soma
S=14+[(-1+)+(-1+1)+..]=1



Olhando como uma progressdo geométrica
1 1

ST o

Afinal de contas: Quanto vale a soma infinta? Adiantando a resposta, nao vale nenhum dos valores descritos.

S=1-14+1-1+1-1+...

veremos posteriormente que se trata de uma série divergente.
O objetivo central é saber: Quais as condigcoes necessarias para que as ’somas infinitas” convirjam.

Exemplo 1.7
Dada a progressao geométrica:
1
1+x+x2+...+x"+...:17, com |z| < 1. (1)
—x
e analogamente,
1+1+1+ —|—1—|- % ! |x] > 1 2
-+ =+ —=+...+—+...= = ——, com |z .
x x? 23 zn 1-1 -1
Agora, combinando (1) e (2) obtemos:
n n—1 2 1 1 1
A o +...t+2Fr+l+-—+5+...+——+...=0.
T x x

Se substituirmos um valor positivo como é possivel dar zero? Obvio que esta soma infinta ndo poderia ser

realizada uma vez que
{reR:|z|<le |z|>1}=¢.

Quando podemos derivar termo a termo? Integrar termo a termo? Com as ilustracoes dadas, facilmente se

percebe que ndo é sempre que podemos ter somas infinitas convergentes.

Séries Numéricas

Definicao 1.1

Seja (ay) uma sequéncia numérica e seja (Sy,) a sequéncia das somas parciais

n
Sy = E a; =01+ a2+ ...+ an.
=
oo
Dizemos que a série E aj converge se:
f=

n
lim S =Zaj:a1+a2+...+an:L.

n—aoo =1

Caso contrario, sera uma série divergente. &

Exemplo 1.8



Somas parciais da série:

Sn:Zaj:a1+a2+...+an.
j=1
51:(11
Sy =a1+ay =51+ as
S3=a1+ax+a3 =95+ as

Sn:a1+a2+a3+...+an:5(n_1)+an.

Assim,
S, = S(n,l) + ay.
Exemplo 1.9
1\J— 1 n
LG 2. 3% 3 D (-
j=1 n=1 n=1
(A) Nao esquega!!
o0

As somas parciais tende a L, ou seja, 1im S,, = L e a soma infinita é Zan =1L

n—ro0 n=1
(verbos tender e ser)

o0 o0
(B) Uma série Zan converge se, e somente se, Z an, converge, onde nyg € N é
n=1 n=ng

fixado arbritariamente, ou seja, o carater de convergéncia de uma série ndo se altera

se omitirmos (ou acrescentarmos) um niimero finito de termos.

Exemplo 1.10
oo

i—1 i—1
> (3 =14+i4+ 43+
=

Revisitando o Ensino Médio

E de se esperar que esta soma infnita (série) seja igual a 2.

Mantem-se um palito fixo e o outro divide ao meio, em seguida, temos um inteiro, meio e meio, dividimos o
ultimo ao meio e assim sucessivamente, vem.



N R SV R I

2 2 2 4 4 2 4 8 8
11 1,1 1

=l+z+ +zt—mt=t...=2

2 4 8 16 16
A soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica

de primeiro termo a e razdo q : |q| < 1
Sp=a+aq+ag*+...+aqg" L.
S, =aq+aq®> +ag®+ ...+ ag" ! + ag”.
Dai, obtemos:

(1-¢)Spn=a—aq" =a(l—-q")

1 . n
Sp = M, desde que |q| < 1.
Por conseguinte , vem:
1— g™
lim S, = lim o q): a4 , desde que |q| < 1
n—»00 n—oo 1 —g¢q 1—¢q
1 N 1-)"
Sp=14+-4... — =2/
=g () -3
Agora, passando Ao limite, obtemos:
1 _ l n
lim S, = ml—igf:z
n—->00 n—soco ] — 5
Portanto, a série converge.
Série Geométrica:
— i 1 ¢ se |r| < 1: converge
Zarj =a+ar+...+7r7 7 4., =4 o7 i
o +oo, se |r| > 1: diverge.
Oscasosr =1our = —1.
1° Caso: r =1 "
lim S, = lim Za = lim na =+
n—>00 n—»o004 7 n—>o00
J:

A série diverge.
2° Caso: r=—1:

- i _ 0, se n é par
. o R Yt ST o _1\n—1 — ’ p
lim S, = nhmoO E 1a( 1) = lim [a a+...+(-1) a] {
j=

n—>o0 n—s00 a, se n é impar

a série diverge.



Série de encaixe ou série telescopica:

Z by — bpi1) = (b1 — ba) + (bo — bs) + (b3 — ba) +

As somas parciais da série

n

Sp=Y (b —bjp1) = (br —ba) + (ba = bs) + ... + (bp — bps1) = b1 — bnp1.

n=1
A série converge (diverge) se, e somente se,
A 8 = 2 e b))
convergir. (divergir).
Exemplo 1.11
o0 o0
1 1
DT 2
—n?+n  =n(n+1)
Basta notar que:
1 A B A(n+1)+4 Bn A+B=0 A=1
nin+1l) n n+l n+1 A=1 B=-1
Assim,
1 1 1
(n+1) n n+1l
E, portanto,
—~ n(n + 1 ot n+1 n—>00 n+1
Ou ainda a série é convergente. |

Exemplo 1.12

Zl (n+1) Z[lnnfln(nJrl)]: lim [by —bpy1]= lim Inl—In(n+1)=—cc.

1 n—>oQ n—-o0
n=

Logo a série é divergente. |

Série harmonica

>
n=1 n
é divergente.

Observe que: a elegante argumentagdo intuitiva em majoragcdes para mostrar que a série harmonica é
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divergente
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1+§+§+1+5+6+?+§+§+E+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬂ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+'”
>1+1+1+1+}+1+1+1+1+i+i+i+i+i+i+i+...:
2 3 45 6 7 8§ 9 10 11 12 13 14 15 16
>2.3 >4.% >8. %5

Ora, nh—>Holo (1 + %) = 00 segue-se dai que:

lim SQn =
n—oo
Por conseguinte, vem:

lim S,, = oo.
n—oo

De sorte que a série diverge. |

Curiosidades

1. Um fato basico e interessante na série harmonica:
Cada termo é a média harmonica entre o termo anterior e o termo posterior.
llustrando, temos:

2 2 2 1
M.H. = = =" =_=
mtm 1y 42"
2 2 2 2 1
M.H. = = = =—-=-=ag3
1 T T, 1
ot gqt% 2+4 6 3
2 2 2 2 1
M.H. = = = =—-=-=
I L - IT,I173+5 8§ 4 ™
a3 as 3 5
De forma geral tem-se:
2
MH=——""—7=a
aj—1 | a1

2. A denominagdo série harméonica é em correspondéncia aos nés de uma corda vibrando ( nota musical ). Por
1 A . . A . 1
exemplo, 5 produz um harmonico igual ao dobro da frequéncia fundamental, 5 produz um
harmonico 3 vezes a frequéncia fundamental.

oo
Se a série g an converge, entdo, tem-se: lim a,, = 0.
—] n—-o0

Com efeito, as somas parciais da série produz:

S, = S(n—l) + ay.
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Sejalim S,, = L, entdo, temos: lim S(,,_1) = L. Logo.

n—aoo n—-»oo
lim a, = lim [Sn — S(n,l)} =L—-L=0.
n— 00 n—o0o
Dito de outra forma: Se a série converge, entdo, lim a,, = 0.

n—oo

Decorre dai, um excelente critério para saber quando uma série diverge
Usando a equivaléncia tautoldgica, tem-se:

Ou ainda, se o limite do termo geral a,, ndo é zero, entdo, a série diverge.

Exemplo 1.13
oo
Z (1 + %)n ¢é uma série divergente; pois,

n=1

1 n
lim a, = lim <1+> =e#0
n—o00 n—s o0 n

|
Exemplo 1.14

(oo}

Zﬁ é uma série divergente; pois,

n=1

. . n 1
A= I 1= 70

|

Teste da Divergéncia

lima, # 0 = Zan diverge.

n—oo
n=1

Exemplo 1.15
o0
3\ . ;. . . . L an
2 (3)" édivergente; pois, lim an =l (3)" = oc

n=1
Exemplo 1.16
o0

no s o : . o n
E 47 € divergente, visto que nlgr;o an = nlgr;o T =1 #0.

n=1
Exemplo 1.17

o0 ’
no . . - . . 1, se n é par
E (—=1)" é divergente, visto que ndo existe lim a,, = o
—_ n—00 —1, sen éimpar

0 mesmo limite ndo pode convergir para dois valores distintos 1 ou—1. |
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Teorema 1.2 (Teorema da Comparagao)

oo oo
Sejam g a, e E b, séries de termos positivos

n=1 n=1
o 00

(i) Se a série E b, converge e a, < b,,V, entdo, a série g a,, converge

n=1 n=1
o 00

(i) Se a série g b, converge e b, < a,,V, entdo, a série E a,, diverge.

n=1 n=1

Demostracdo

As afirmagdes (7) e (i) sdo equivalente, assim, basta demonstrar a parte (4)

o

Com efeito, a série E b,, converge e a,, < b,,V e sejam as somas parciais das séries

n=1

n n

S, = Zan eT, = an, além disso, 0 < S,, < T,V
n=1 n=1

Como a sequéncia (7},) é convergente, segue-se que € limitada

(Sy) é uma sequéncia monétona e limitada, portanto, (.5,,) converge.
oo

Logo a série E a, converge.

n=1

@ Observacdo O teorema da comparagdo continua valido, se suprimirmos um niimero finito de termos das duas

séries.

Exemplo 1.18

Estude a convergéncia das séries:
oo
E Inn
n3
n=1

Basta observar que:
_lnn o 1 )
i

S
|2}
[}
3
Q
(=)
3
1
[]¢
3=
(SN

uma série-p, comp = 2 > 1 convergente

n=1 n=1
[e's)
. ~ s, Inn .
segue-se dai por comparag¢ao que a serte E e também converge.
n=1
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Exemplo 1.19
o0
E Inn
n
n=1
1 Inn
<
oo o0
A série harmonica E % é divergente e, portanto, pelo teorema da comparacdo a série g 1“7” também diverge
n=1
|

n=1

Exemplo 1.20
o0
1
D
n=1

Com efeito, n! > 2", entdo,
1 1

oo
Ora, E %%1 é uma série geométrica convergente, entdo, pelo teorema da comparagdo, obtemos:

n=1

>

n!

= n!

também é convergente.
Exemplo 1.21
Série-p: 0 <p <1
o0

1
D

n=1

Basta notar que:
b 1 1
"o < np
oo
s . A 1 - .
como a série harmonica Z — diverge, segue-se que:
n=1
>
np

n=1

desde que: 0 < p < 1.

©
¥
Quando estudarmos os termos da série-p com p > 1 veremos que a série
o0
1
npP
n=1

é convergente.
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Teorema 1.3 (Teorema da Comparagdo por limite)

o0 oo
Sejam g an e E by, séries de termos positivos e seja L = lim $=.
n—oo "
n=1 n=1
oo

(i) Se L > 0 as séries e E by, sdo ambas converges ou ambas divergentes.

n=1
) e

(#i) Se L = 0 série g b, converge, entdo, a série g an converge.
n=1 n=1
oo oo
(fit) L=oc e g b, diverge, entdo, E an, também diverge.

n=1 n=1

Majoracgoes

im 22 =L >0

n—oo n

a

b—"—L‘ <e,Vn>ng = —<
n

Podemos escolher ¢ = %

a a
L _L<eVn>n<=L—-c< =

< L.,¥n >
b, b, e+ L,Vn = ng

L 3L L 3L
L—8<Z—n<€+L,Vn2no<:>5<Z—n<7,VnZno<:>§-bn<an<T-bn,VnZno

oo
Dai, se E b, converge e a,, < %.bn,Vn > nyg, entdo, E an, também converge.

n=1 n=1

o0 oo
Caso contrario, g b, diverge e %.bn < a,, entdo, E an, diverge. |

n=1 n=1

Demostracao

Faca a redagcdo matemdtica da demonstragao

Exemplo 1.22

Estude a convergéncia das séries:

=
©“
Q
3
Q
(=
3
Il
(]2
3
(SN
S
3
Q
©
N
3.
i
=
(=)
S
3
bS]
I
[\V]
\Y
—_
(=)
S
S
<
S
o9
Q
=
Q

oo
. . ~ .. L. . 1 .
segue-se dai que: por comparagado do limite, a série E sin (7?) também converge. |

n=1
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Exemplo 1.23
oo
1
> te(3)
n=1
Note que:
tg (& sinh 1
L tim O g B st L
n—o00 bn n—o0 pos h—0 h cosh
(oo} [ee]
A série an = % é uma série harmonica divergente.
n=1 n=1
oo
Dai por comparagao do limite que a sériez tg (%) diverge. |
n=1

Séries Alternadas

Teorema (Leibniz):

Teorema 1.4 (Leibniz)

Seja (by,) uma sequéncia de termos positivos, mondtoma e decrescente, tal que:
oo

lim b,, = 0. Entdo, a série alternada Z (=1)""" .b,, converge.
n— oo 1
- QO

Demostracdo
Se (5,,) é a sequéncia das somas parciais da série, tem-se:

Sen-1) <5 < Sap

SQn = S(anl) + b2n~

Agora, como lim b,, = 0 segue-se que: lim bs, = 0.
n—oo n—oo

Assim,
lim Sgn = lim S(gn_l) =GS.
n— oo n— o0
Portanto,
lim S, = S.
n— o0

Ou ainda, a série alternada converge.. [ |



Este grafico traduz o processo da construgdo da demonstragdo do teorema

Sy =b1 — by
S3 = (b1 — b2) + b3
Sy = (b1 — b))+ b3

SQn = Sanl + b2n

Exemplo 1.24

Estude a convergéncia das séries:

[ee] [ee]

n—1 lnn n—1
LYy B MEIEE
n=1 n=1

Solucao
1.

(i) Seja f(z) = 22 o > 1
(2) f é positivaVz > 1
(#9) f é decrescente Vx> e

De fato,
Ler—Inz 1—-Inz

NOESS =

22 2

flle)=0=1-lnz=0=2z=¢
x € (0,e) : f'(x) > 0= f écresceente
x € (e,400) : f'(x) < 0 = f é decresceente. Além disso,
(i)
lim Inn =0.
n—oo Mn

Logo, a série alternada converge.

N

i) Seja f(z) =1 >0,Vz >0
i) f(x) = ;*21 < 0,Vr > 0= f é descrescente.
iii)

S~ o~ o~

lim — =0.
n—oon,

De sorte que: a série converge.
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Teorema 1.5 (Teorema da razdo)

(oo}
Dada a série Zan, com a,, # 0,Yn e seja
n=1
: a
lim | = L.
n—oo | Qp
(i) se L < 1, entdo, a série converge absolutamente
(it) L > 1 ou L = oo, entdo, a série diverge.
@
@ Observagao
O teorema da razdo ndo se aplica quando L = 1
( nada se pode concluir: se a série converge ou diverge )
Demostracdo
Ver referéncias [6], [10] e [19].
Exemplo 1.25
o0
1
n
n=1
. Ap41 1 n
lim = lim .— = lim T =L

Nada se pode concluir pelo teorema da razdo; no entanto, a série harmonica ja vimos é divergente.

Exemplo 1.26

z :n
n=1

ol

n—oo

1 2 p2 n 2 1 2
= lim .— = lim = lim [1-— =1.
n—oo \ N+ 1 1 n—oo \ n + 1 n—00 n-+1

Pelo teorema da razdo nada se conclui; sabemos que a série-p, com p = 2 > 1 é convergente.

Qn

Exemplo 1.27
o0
2"+45
3'n
n=1
. Apt1 . 2245 3" 1. 2245
lim = lim . = - lim ———
1 2.(2™
= — lim (2 +5)— > =Z<1.
3n—o0 2"+ 5 2" 4+ 5 3

Portanto, pelo teorema da razdo a série converge.
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Exemplo 1.28
oo
2"+5
3’71
n=1
. Qnt1 . 2"2+45 3m 1. 2245
lim = lim . = — lim ——
. 2.(2" +5) 5 2
=-1 - =-<1.
3n520[ 2 t5  2745] 3

Portanto, pelo teorema da razdo a série converge.
Exemplo 1.29
o0

nl
n:le
1).n! e 1
:lim—(n+ )n.e—:]imn+ =

n—oo  e.em n! n—oo €

Ap+1
Qn

lim

n— oo

Logo, pelo teorema da razdo a série diverge.

Teorema 1.6 (Teorema da Raiz)

Dada a série E G, com a, 7 0,Vn e seja

n=1

lim {/|a,| = L.
n— o0

(i) se L < 1, entdo, a série converge absolutamente

(#1) L > 1 ou L = oo, entdo, a série diverge.

@
Demostracdo
Vejam referéncias [6], [10] e [19].
Exemplo 1.30
o0
n
> ()
n=2
lim ¥/|a,| = lim ‘ ’
n—o0 n—oo | Inn
Seja f (x) = =, V& > 2, temos a indeterminagdo na forma <2, entdo, podemos analisar o limite a luz de
L’Hopital
x 1 . .
hm—:hmT:hmx:oo:hm‘ ’—
n—oolnx n—o0 n— o0 n—oo | Inmn

Portanto, a série é divergente.



Seja f : [1,00) — R uma fungdo tal que: | é ndo-negativa e mondtona ndo-crescente, isto é,
(i) f(xz)>0,Vx>1e
(#1) f(x) > f(y), sempre que: 1 < x < y.

Nestas condigdes, e seja a, = f (n) entdo, a série E an converge se, e somente, se:

n=1

oo

+o0o
a intergal inpropria / f (z) dx for convergente.
1

Exemplo 1.31
Estudar a convergéncia da série-p :
L
P
n=1 n

Seja f : [1,400) — R a fungdo da da por:

f é positiva para todo x > 1
SeP=1:f(z)= ;—21 < 0,Vz > 1= f éuma funcdo decrescente.
SeP#1: f(x)=—-Pz~P~1 <0,Yo > 1= f éumafuncdo decrescente.
Dai estudar a série-P é o mesmo que estudar a integral impropria

+o0

1
—d
/ P
1
1° Caso: p=1:
+oo
1
/fdx = lim In|z||¥ = lim [In|B] —In|1]] = lim In|B| = +o0.
xT B—oo B—oo B—o00
1
Como a integhral impropria diverge segue-se que: a série harmonica

=1
2.,
n=1

também diverge como ja haviamos provado anteriormente.

2° Caso: p#1:
7;_de i z—P+1 B . B-P+1 - 1-P+1
~ Bsoo —P+1|, Bhc |-P+1 —P+1
1
1 . B'7P 400, P < 1 diverge
= ——+ lim = 1
P—-1 Box1-P -1, P > 1 converge

De sorte que:

f: 1 { +o00, P < 1 diverge
— = i
et 51, P > 1 converge

Exemplo 1.32

19



Estudar a convergéncia :
o0
Zne‘”.
n=1
Seja f : [1,4+00) — R a fungdo da da por:

fz)=xze™™.

f épositiva: ¥V x > 1

1—=x

fr{x)=e®—ze = =

Vo > 1: f’(z) < 0 = f é uma fungdo decrescente.

Dai, estudar a série é o mesmo que estudar a integral impropria

e (B+1)
g1 _ —z|B . B +
[ et = i e = i [
1
2 B+1
:f—lim( +1)

e Booo eB
Agora, aplicando L’Hopitral, obtemos:

—+o0
1

- 2 . 2
re dr = - — lim — = —.
e B—ocoe e
1
A integral impropria converge, segue-se do teorema da interal que a série

o0
E ne .
n=1

converge para o mesmo valor.

d
+ —
e

20



Capitulo 2 Ponto de acumulacdo, Limites de funcoes

Spock e suas frases inspiradoras! Jornada nas Estrelas

” Fatos insuficientes convidam sempre ao perigo.”
TO1E24 Space Seed (1968)

“Apos algum tempo, vocé vai perceber que ter ndo é tdo agradavel como querer. Ndo é logico, mas é
normalmente verdade.”
TO2EOQ1 Amok Time (1967)

”Vida longa e préospera.”
TO2EOQ1 Amok Time (1967)

"E curioso como vocés humanos conseguem tantas vezes obter aquilo que ndo querem.”
TO3EOI Spock’s Brain (1968)

”Em momentos criticos, o homem por vezes vé exatamente o que deseja ver.”
TO3EQ9 The Tholian Web (1968)

“A mudanga é um processo essencial a toda a existéncia.”
TO3E15 Let That Be Your Last Battlefield (1969)

“As necessidades da maioria superam as necessidades dos poucos, ou de um.”
Jornada nas Estrelas I1: A Ira de Khan (1982)

”Quando vocé elimina o impossivel, o que restar, embora improvavel, deve ser a verdade.”
Jornada nas Estrelas VI: A Terra Desconhecida (1991)

”Se eu fosse humano eu acredito que minha resposta seria ’va para o inferno”. Se eu fosse humano.”
Jornada nas Estrelas VI: A Terra Desconhecida (1991)

”Uma pessoa pode comecar remodelando a paisagem com apenas uma flor, Capitdo.”
A Nova Geragdo, TOSEO8 Unification II (1991)



Pontos de Acumulagao:

Um ponto de acumulacdo, também conhecido como ponto limite ou ponto de acumulacdo, é um ponto em um

conjunto onde é possivel encontrar uma sequéncia infinita de elementos desse conjunto que se aproximam cada vez

mais desse ponto. Em outras palavras, um ponto de acumulagcdo é um ponto em que é possivel encontrar pontos

arbitrariamente proximos pertencentes ao conjunto.

Por exemplo, considere o conjunto dos niimeros reais entre 0 e 1, excluindo o proprio 0 e 1. O ponto 0 é um

ponto de acumulagdo desse conjunto, pois podemos encontrar uma sequéncia infinita de niimeros desse conjunto

que se aproximam de 0, como 0.1,0.01,0.001, e assim por diante.

2.1 A Vizinhanca aberta de centro a e raio ) > 0

Definicao 2.1

” ”»

A Vizinhanga aberta de centro e raio § > 0, é dada por:

Y(a):{mEX:|x—a|<(5}=(a—(57a+5)

% Observagdo
Note que:

|t —al<d<= -d<r—-a<d<=a—-d<z<a+d<zxz€(a—da+d).

a-26 a Ta+6

\\\\

2.2 Alguns aspectos topologicos da reta

Definicao 2.2

Sejam ¢ # X C Rea € R. A posigdo relativa de a com respeito ao conjunto X,

quando é caracterizada por:

(¢) Existe § > 0; V5 (a) = (a — d,a + §) C X Neste caso, a é ponto interior de X.

(ii) Existe § > 0; Vs (a) = (a — 6,a + ) C XY = R\ X. Neste caso, a é ponto exterior
de X.

(iii) Para todo § > 0; Vs (a) N X # ¢ e V5 (a) N XY # ¢. Neste caso, a é um ponto
fronteira de X.
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Notacgoes

o

(a) Interior de X : int (X) ou X isto é, int (X) = X = {x € X: x é ponto interior}
(b) Exterior de X : ext (X)
(¢) Fronteira de X : 0 (X)

Lembretel! S

acdX=Vsa)nX+0

‘e
Vs(a) N R\X = 0

\\\\

Exemplo 2.1
SejaX ={x € R:0 <z <2} =]0,2). llustrativamente a = 1 é ponto interior de
X. De fato, dado a = 1 existe d > 0, escolha por exemplo § = % Assim,

1 1

Afirmagado: Todo ponto a € (0,2) é ponto interior de X.

De fato, escolha § = 4 min {a — 0,2 — a} > 0, entdo, temos:

1° Caso: Se § = L min{a — 0,2 — a} = & > 0, entdo, tem-se:

@-da+0)=(a-Fat+5) = (5.5) cp.2.

Procedendo de forma andaloga, temos:
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2° Caso: se § = 2min{a — 0,2 — a} = 5% =1 — £ > 0, entdo, temos:

@=da+0)=(a=(1-5)a+ (1-5)) = (3 -15+1) co2,

Agora, dos casos (1) e (2), segue-se que:
1 1
(a—da+d)=(1-=,14+-) C|0,2).
2 2
Exemplo 2.2
Vale a pena ressaltar que: a = 0 ndo é ponto interior de X = [0, 2). com efeito,

basta notar que: ¥ > 0, tem-se:

(a—6,a+0)=(0—5,0+08) Z[0,2).

Definigao 2.3

Seja X C R. Dizemos que X é um conjunto aberto, quando:
X =int (X).
consequentemente, X é aberto se,e somente se,
Vg € X : 305, > 0, tal que: (2o — 0z, To + 05,) C X.

mudando o linguajar, podemos dizer que:

Um conjunto aberto é estavel em relacdo a pontos proximos.

Exemplo 2.3
O conjunto X = [0, 2) ndo é aberto, pois, 0 € X = [0, 2), mas, 0 ¢ int (X)
0 ndo é ponto interior.

Exemplo 2.4
A reta real é um conjuto aberto, isto é, R é um conjunto aberto.
De fato,

Vg € R: 304, > 0 ( De fato, qualquer § > 0 ), tal que: (xg — 4, o + 05,) C R.

visto que: tanto (xg — 05,) € R como (xg + ,,) € R. conteiido...

2.2.1 Classificagdo topologica dos subconjuntos de R

1 Conjunto aberto: X é aberto, quando: X = int (X) .
2 Conjunto fechado: X é fechado, quando: 0X C X.

Fato: X é aberto <= O conjunto complementar de X igual a X© é fechado.

Hlustrando um conjunto aberto X , ponto exterior e ponto fronteira de um conjunto X dado da reta
2 € R\ X = ext (X)
z; €int(X) CX



~
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x3 = a,b € 9 (X) =fronteira de X.
Exemplo 2.5

int (Z) = ¢; [ Vs (n) contém algum ponto de R \ Z ou 7 pela densidade)

¢Z
Vs (n) ou ed(Z)=¢
¢ 7,5 > 0

Exemplo 2.6
X é denso em R quando X =R

Exemplo 2.7
Q=Quo(@=R

a€dX)=Vs5(a)NX#peVs(a) NR\X#¢

Lembrete!! Py

acdX=Vs(@a)NX+0

e
Vs(a) N R\X # 0

int (Q) = ¢ Nao existe § > 0, tal que: V5 (%) C Q totalmente

ext (R\ Q) = ¢ Nao existe 6 > 0, tal que: Vs (M) C (R\ Q) totalmente
d(Q)=R [Vs(2) contém algum ponto de R \ Q ou Q pela densidade|

Exemplo 2.8
O conjunto dos nitmeros reais é separavel.
O conjunto, Q, dos niimeros racionais, é enumeravel.
Devemos mostrar que Q = R. E claro que Q C R = QU 9 (Q).
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Demostracdao
Seja x € R. Sabemos que toda e —vizinhanga, B, (x), contém algum ntimero racional. Entéo,
x é aderente a Q, isto é, x € Q. R C Q. Conclusio Q = R.

26

Seja ¢ # X C R. As seguintes afirmagoes sdo equivalentes

(A) X é um conjunto fechado;
(B) R\X é aberto;
(C) X = X fecho.

&

Demostracao
(A = B) X é um conjunto fechado<= 90X C X.
Se R\ X ndo fosse aberto, existiria a € R\ X, tal que: a € int (R\X).
Logo, V§ > 0, temos:
Vs(a)NX#peaeVs(a) NR\X=a€dX=aecX
Absurdo!

(B = () R\ X ¢ aberto.

Com efeito, X = X U 90X, entdo, X € X = X C X.
Suponhamos que existe a € 9X, a ¢ X.
Ora,
a€dX<—=Vs(a)NX#£peacVs(a) NR\X, Vs > 0.

Dai, obtemos:
aceR\XeaeVs(a)NX#g.

Assim, a € int (R \ X) . Isto contradiz o fato de ser R \ X um conjunto aberto.
(C = A) X=XUOIX <= X =X = X C X += X ¢ fechado.



Exemplo 2.9
Vs (a) é um conjunto aberto

Seja x € Vs (a) sejad’= 6 — |x —a|] > 0.
Afirmagado: Vi (a) C Vs (a)
Sejay € Vi (a) :
ly—al=ly—z+z—al <|y—z[+]r—ad
<& +|xr—al=0—|x—al+|z—a|=4
Dito de outro modo, temos:
ly—al <d <= yeV;s(a).

Portanto, Vs (a) C Vs (a) .

Exemplo 2.10

O conjunto

X=[a,b]={zeX:a<z<b}

é fechado; pois, 0X = {a,b} C X.

Exemplo 2.11

O conjunto
X=0,1]={zeX:0<z<1}

ndo é aberto nem fechado.
(1) 0€ 90X 0 ¢ X : X ndo é fechado.

27
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(i) 1 €X 1 ¢ int (X) : X ndo é aberto.

Uma outra forma de caracterizar o fécho
a € X=XUIX <= V;(a)NX # ¢,V5 > 0.

Em outras palavras: Qualquer vizinhanga de a contém algum ponto de X.

2.3 Limites de Fungoes

O conceito de limite é fundamental na analise matemdtica e é usado para descrever o comportamento de uma
Sfuncdo a medida que a variavel independente se aproxima de um determinado valor. O limite de uma funcdo f

quando x se aproxima de um niimero a é denotado por:

limf(z) =1L

Tr—a

Isso significa que quando x se aproxima de a, o valor de f(x) se aproxima de L. O valor L pode ser um niimero
real ou pode ser 00, caso a fungdo tenha uma tendéncia a crescer ou decrescer indefinidamente a medida que x
se aproxima de a. A existéncia de um limite depende do comportamento da fungcdo em torno do ponto a. Existem
diferentes regras e técnicas para calcular limites, como a aplicacao direta do valor da funcdo no ponto a, uso de
propriedades algébricas, aplicacdo do teorema do confronto (sanduiche) e utilizacdo de limites trigonométricos e

exponenciais conhecidos.

2.3.1 Continuidade

Uma fungdo é continua em um ponto quando ela ndo apresenta descontinuidades nesse ponto. Intuitivamente,
isso significa que ndo ha “buracos” ou “pulos” na representacdo grdfica da funcdo no ponto em questdo.
Formalmente, uma funcdo f(x) é continua em um ponto a se trés condicoes forem satisfeitas: O limite da funcao
existe quando x se aproxima de a.

O valor da fun¢do em a é definido, ou seja, f(a) existe.

O limite da func¢do quando x se aproxima de a é igual ao valor da fungdo em a, ou seja,
lim f (z) = f (a)
r—a
Se essas trés condigoes forem atendidas, entdo a fungdo é continua no ponto a. Além disso, uma fungdo pode

ser continua em um intervalo se for continua em todos os pontos desse intervalo. A continuidade de uma fungdo é

importante para a andlise matematica, pois, garante que certas propriedades e teoremas sejam aplicaveis.
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2.3.2 Ponto de acumulacao:

Definicao 2.4

Seja X C R. Dizemos que a € R é um ponto de acumulagdo do conjunto X, quando: todo intervalo aberto
(a — d6,a + 9) de centro a, contém algum ponto x € X diferente de a.

&
@ Observagdo
O conjunto dos pontos de acumulacdo de X serd denotado por: X'. A condicdo a € X',
em simbolo, sera descrita por:
Vé>032zeX; 0< |z —al <d.
2.3.3 Limites de fungoes
Definicao 2.5
Seja f : X =R uma funcao. dizemos que: li_r>nf () = L < Dado e > 0 existe 0 (a,e) > 0, tal que:
x a
O<|z—a|l<d=|f(z)-L|<e,
ou equivalentemente, temos:
Vs (a) N (XN {a}) = f (Vs (a) N (XN {a})) C V. (L). Iy

T
-
N>
=
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O conjunto dos pontos de acumulagdo de X sera denotado por: X'. A condigdo xy € X,
em simbolo, sera descrita por:
Vo>032eX0<|z— 0| <0
"
a L(S 1:1 a-;—&
Problema 2.1
(A) Use a definicdo para provar que:
. . _ .. . 2 _ 2 .o . L — . . —
(1) i1_>ml(2x +6)=8 (i) ilg(llat =a* (4i7) 911_>mzﬂﬁ*1 2. (iv) wlgrl}oam +b=axy+b,
. 3 N iy T B Lo e x4 _
coma#0 (v) i%x =1. (vi) i%l_Q 3. (vid) ilﬁmz — =4
(1) limlf () =8 onde f (r) =2x+6
r—
Majoragoes
|f(x) =8|=|2x+6)—8|=[2c—2|=2]z—-1] <e
=0<|z-1|< %
Assim, basta tomar § = 5.
Dado € > 0, existe § (1,£) = 5§ > 0 tal que:
O<|x—1|<(5:>O<|x—1|<%:>2|x—1|<5
= 22— 2| <e=|(20+6) — 8| <e.
Portanto,
|(2z +6) — 8| <&, desdeque: 0 < |x — 1| < 0.
dito de outro modo, temos:
hm1f (x) =8, onde f (z) = 2z + 6.
r—
[ |
(i) lim f (x) = a?, onde f (x) = 2.
Tr—ra
Majoragoes

1° Caso: a #0
|[f @) —a’[ =[a* —a?| = |z —a| .|z +d]

<z —al [lz + |a]]

|z| — |a|] < |z —al < |a] = |z| < 2|a].
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Assim,
|z —al. |z +a| < |z —al. [z +]a]]
<l|z—al.[2|a|+]a]] <€

3

O<l|x—al < .
|z — al 37a]

Desta forma basta tomar ¢ (a,€) = min { |al ﬁ} > 0.

2° Caso: a =0
’f(m)—02‘2|$2’:|x|2<52>
= 0<|z—-0|<+e

Neste caso, tome 6 = /e > 0.
1° Caso: a # 0

Dado ¢ > 0, existe ¢ (a,€) = min {|a| , ﬁ} > 0, tal que:

0<|x—a|<i:>3|a|.\a:—a\<5 (1)
3 al
e
lz| — |a| < |z —a| < |a] = |z| < 2|a] = |z| + |a] < 3]d] (2)

Agora, de (1) e (2), obtemos:

*l=lz—a|.lz+a| <|z—a|.[Jz]+]a] < |z —a| 3la| <e.

’ZCQ —a
Portanto,

|2* —a®| <e,Vz:0<|z—a| <4

2° Caso: a =10

Dado € > 0, existe ¢ (0,&) = /& > 0, tal que:

0<|z-0<di=0<lz—0<Ve= |22~ 0| =z|* <e.

Decorre dos casos (1) e (2) que:

lim f (z) = a?, onde f (2) = 2%

r—a
|
e
(le)il_%mil 2.
Majoracoes
x T+2—-2zx 2—z T —2
_2: — = = =
I (@) | z—1 ‘ z—1 z—1 x—l‘ )




Se escolhermos uma vizinhanga

\2|—|x|§|aj—2|<%:>|x|—2>—%
:>|I|>§:>x,1>§,1:1
2 2 2
:¢M7H>1:$—i—<2
2 |z — 1]
voltando a (x), temos:
x—2‘: v = 2| <2 |:1:—2|<E:>0<|:v—2|<E
z—1 |z — 1] ' 2

Assim basta escolher § (%, 5) = min {%,%} > 0.

Uma outra forma de fazer a esta parte da majoragao é:

1 1 1
|t —2|< - <= —-<zr—-2< ¢

2 2 2
¢$§<x<§¢@§fl<x—l<§—l
2 2 2 2
@:1<| H<3¢$2< L <2

< — b 2
2 2 3 |z —1]

Dado e > 0, existe § (3,¢) =min {1, 5} > 0, tal que:

1 1
0<|x—2|<§:>|2\—|:c|§|m—2|<§:>|x\—2>—
1 1
\2|—|x|§|x—2|<§=>\m|—2>—§
=M|>3=> 1>3 11
x| > = x — ——1=-
2 2 2
= | H>1
x — —.
2
Assim,
1
- — < 2
|z — 1]
analogamente,

0<|z—2| <§:>2.|x—2| <e
Agora, multiplicando membro a membro (1) e (2), obtemos:
1
— 2. jx — 2| < 2e.
o 1]
De sorte que:

‘ —2‘<E,V1‘10<|1‘—2|<5.
r—1
Ou ainda,
lim —— =2
=21 — 1

1

2
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() lim ax +b=axo+b a#£0.

r—x0

Majoracgoes

lim ax + b =axqg + b,
Tr—T0o

|f (z) = (azo +b)| = |(az + b) — (azo + b)| = |a (z — z0)| = |a| |z — 0| < &
=>0<|x—xo|<ﬁ,a7é0.

Assim basta escolher ¢ (a,€) = 1o > 0.

Dado € > 0, existe § (a,¢) = ra] > 0, tal que:

0<|z—mzo| <0=0<]|z— 20 <ﬁ
= |f (%) — (azo + )| = [(az + b) — (azo + b)|
= la(z —zg)| = |a| |x — x| < e.
Logo,
0<|z—mo| <0=|f(z)— (azo +b)| <e.
Ou ainda,
lim ax + b = axg + b,
T—T0
|
(v) limz3 = 1.
z—1
Majoracoes

:>\f(x)—1|:‘x3—1’
=|z-1). 2P +a+1)| =]z 1|2 +z+1
<z —1 [|x|2+|m|+1].
Agora, se tomarmos uma vizinhaga 1, ou melhor,
] = 1] < |z —1| <1 = |z| < 2.
Assim,

z— 1] [|x|2+|x|+1] <|x—1|.[22+2+1]<a:>o<|x—1\<;

Dai, basta tomar 6 = min {17 %} > 0.

Dado € > 0, existe § (1,e) = min {1, £} > 0, tal que:
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O<lz—1l<l=z|-1<|z -1 <1l=|z| <2
= e +lrl+1<2+241=T= |z +|z|+1<T.
= [+l <|af+]el+1<T= |2 +z+1| <7 1)

0<|x—1\<%:>7|x—1\<5. )

Agora, decorre de (1)e (2) que:
Tle—1].|2* + x4+ 1] < Te.

Portanto,

0<|zr—1]<d=0<|2°—1] <e,desdeque: 0 < |z — 1| <

Dito de outro modo, temos:

lima® = 1.
r—1
|
. . T _5
(vi) lim %5 = 3.
Majoracoes
T ) 3z — 5z + 10 10 — 2z 1|z—-5
T2 = =2 | 2 <e=0<|z—2 1
v—2 3‘ 3(z—2) ‘ ‘3(:5—2) 3x—2‘<8 <lr-2f<e M
Observe que:
[t —=5l<l<=-1<z-5<l<=4<2<6
=2<r—2<4d=|z—-2|=2-2>2
1 1
- —. 2
w2 <2 @
Assim, substituindo (2) em (1), obtemos:
T ) 3z — 5z + 10 10 — 2z 11
- == = <25z-z-%<e=0<|z -5 <3
z-2 3 3(z — 2) '3(35—2) gale—sl<e o = 5] < 3¢
Basta escolher § = § (1,) = min {1, 3¢} > 0.
Dado € > 0, existe 6 = ¢ (1,€) = min {1,3e} > 0, tal que:
0<|z-5|<l=-1l<z-5<1l<=4<z<6
= 2<r-2<d=|r—-2|=0-2>2
1 1
3)

— < —.
e —2] 2

1
0<|IE*5‘<35:>§|:L’*5|<€ 4)



Agora, combinando (3) e (4), obtemos:

1 1 | 5|<1€:> 10 — 2« 3x — b5z + 10
- e — - =
3|z —2] 2 3(x—2) 3(x—2)
= |- — 2| <, desde que:0 < |z — 5| < 0.
r—2 3
Portanto,
. T 5
lim = -.

(vid) lim 25} = 4.

Majoracgoes

x2—4
r—2

—4‘:|(x+2)—4|:|x—2<£:>O<|:1c—2<£

Basta escolher e > 0,35 = §(2,¢) > 0.

Dado € > 0, existe 0 = ¢ (2,¢) > 0, tal que:

O<|z-2I<d=|z—2|<e

x? —4
—4| = 2)—4|=lx—-2|<e.
=l = o2l <
Portanto,
x? —4

—4‘ < edesde que: 0 < |z —2| < 4.
T —2

. . 2_
Ou ainda, lim Z=! = 4.
rz—2 T

(B) Se0 <1 <1el|rpt1 —xn| < 1" paratodon € N, mostre que:
(z,) é de Cauchy.

Majoragoes
Fixemos m =n + 1
[T — Tn| = |Tpp1 —@n| <" < e

Dati, escolha 0 < r < {/e.

Dado e > 0, com 0 < r < {/e, existe ng (¢) € N, tal que:
[Tt — Zn| < 7" <=
[T — Tp] < &,¥m >n > ng.

Portanto, (x,,) é de Cauchy.
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2.3.4 Limites Laterais

(1) lim+f (x) = L, se dado € > 0 existe § > 0, tal que: |f (x) — L| < € quando

T

0<x—x0<0;
(#4) lim f(x) = L sedado e > 0 existe § > 0, tal que: |f (x) — L| < € quando

T—T

—d<zx—20<0,(0<z)—2<9).

lim f(z) =L << @lim f(z)= lim f(z) = L.

=ty z—)ma' Tz

aLimites Laterais
() lim f(xz) = L,sedadoe > Oexiste & > 0, tal que: |f (z) — L| < equando 0 < z — zo < &; (3¢) lim f(x) = Lse

dadoe > Oexiste § > 0, tal que: |f () — L| < equando—0 <z — 29 <0,(0<z9g—2<4).

Demostracao
Ilgr; f(z) = L, se dado & > 0 existe § > 0, tal que: |f (x) — L| < e quando
0< O|ar: — x| <9
< Dado € > 0 existe 0 > 0, tal que: |f (z) — L| < € quando
—0<zr—20<0e0<x—x9<dAssim, |f(r)— L| <equando—0 < x — x5 <0
e
|f(z) — L|<equando0 <z — 29 < d < lim f(x)= lim f(x)=L.
T—xg Ty
Portanto,
lim f(z)=L< lim f(z)= lim f(z)=L.
T Tz Ty
|
Para a demonstracdo da unicidade do limite de funcdo,; procedemos de forma
inteiramente andloga ao limite de sequéncia, antes porém, destacaremos os resultados
basicos a seguir.
Fatos que ajudam
F1) Se um niimero real ”a” é tal que: 0 < a < €, para qualquer niimero
positivo ¢, entdo, a = 0.
Demostracdo
Com efeito, 0 < a < ¢, paraa > 0, tome € = g, logo terfamos 0 < a < 5
Absurdo! Portanto, a = 0.
|

F2)Sea —e < b,Ve >0, entdo, a < b+¢, Ve > 0, entdo a < b.
Demostragao
Suponha a > b, entdo,a — b > 0 < (a — b) € RT. Tomemos € = a — b.



Entao, tem-se:

a<bt+e=bta—-b=a<=a<a.

Contradi¢ao! De sorte que: a < b.

Mais Fatos

F1 (Unicidade do Limite)
Sejam lim f (z) = Le lim f (x) = M, entdo, prove que: L = M.
T—x0 T—x0

Majoracoes
Suponhamos que: L # M, entdo, temos:
IL—=M|=I|L—f(z)+f(z) - M|
<IL=f (@) +1f (2) — M|
<e+e=2e

Assim, basta escolher € = ‘L%Ml >0

12 modo: (Usando redugdo ao absurdo):

p = q :~ g N\ p = Contradi¢do!. Logo, ~(~ ¢) = ¢
é verdadeira.
Suponhamos L # M. Dado ¢ = Lle > 0, existem d1, 2 > 0, tais que:

L — f ()| < %,quando:() < |z —zo| < 9

If () — M| < g quando:0 < |z — x| < 6
Assim tomando-se § = min {d1, 62} > 0, obtemos:
|IL—M|=|L—f(x)+f(x) - M|
<L = f (@) +[f (z) = M]|

<fpio LM
2 2 - 2
Dai, tem-se:
L—-—M
lL_M|<|T|'

Absurdo! e, portanto, L = M (Gnico)

2° modo:
Dado ¢ > 0, existem 41, 05 > 0, tais que:

L — f(2)| < %,quando:() <z —mo| < b

37
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|f () — M| < g, quando:0 < |z — x| < 02
Assim tomando-se ¢ = min {d1,02} > 0, obtemos:
|IL—=M|=I|L—f(z)+f(z)— M|
<L = f (@) +[f (2) — M|

< c + - £
2 2
Dai, tem-se:
|L — M| < e, Ve >0.
De sorte que: L = M (dnico) |

Fy) ILm f(x) =0eexiste K >0, tal que: |g (z)| < K,V z, entdo,
xr o
lim f(x)g(z)=0.

T—xTo

Majoracgaoes

[f (z) g(x) = 0] = |f () = Ol [g ()| < |f () = O] K <

Basta tomar
€
|f () —0] < I Sempre que: 0<|z—mo| <0

Demostracdo
Dado £ > 0 existe d > 0 ,tal que:
€
|f () —0] < 7¢ Sempre que: 0<|z—axo|<d
e g € uma fungdo limitada
lg (z)| < K,Vz, em particular, na vizinhanga de z¢,0 < |z — x| < 4.
De sorte que:
€
|f(z)g(z) — 0] =|f (2)||g ()] <|f(x)—0].K < }.K = ¢, sempre que:0 < |z — xg| < 6.
Dito de ouitro modo, temos:

lim f(x)g(z)=0.

T—xTo

Teorema 2.3 (Teorema da Permanéncia do Sinal)

Se lim f (x) =L #0, existe 6 > 0, tal que:
Tr—rxo

7]

0<|z—x0| <8=|f (@) >
2 )
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Majoracaes:

|L| —|f ()] < |f (z) — L| <&, sempre que:0 < |z — x| < 4.
= |f (x)| — |L| > ¢, sempre que:0 < |x — xo| < 4.

L L
1Ll _ u, sempre que:0 < |x — xq| < 0.

= |f (@) > Ll —e=|L| - 5 =3

L

= |f (z)] > |7 sempre que:0 < |z — xg| < 4.
Se L > 0, entdo, na vizinhanga de xq, tem-se: f (x) > 0, ou seja,
L>0= f(x)>0, sempre que:0 < |z — xo| < J.

De forma andloga, temo-se:
Se L < 0, entdo, na vizinhanga de xq, tem-se: f (x) < 0, ou seja,

L < 0= f(x) <0, sempre que:0 < |z — o] <.

Demostracao
Dado £ > 0 existe > 0 ,tal que:

|L| —|f ()] <|f(z) — L| < &, sempre que:0 < |z — xo| < ¢
= |f (z)] > |L| — &, sempre que:0 < |z — zg| < §

L]

= |f ()] > = » sempre que:0 < |z — xo| < 4.

|
Teorema 2.4 (Teorema da limitagdo de f na vizinhaga de x)
Se ILm f (x) = L, entdo, f é limitada numa vizinhanga de xq. Isto é, existem
T—XTQ
K >0e0>0tal que: |f(z)] < K,Vx:0< |z — x| <. ©
Demostracdo
Dado ¢ > 0, existem § > 0 tal que:
[f(z) —L| <& Vr:0<|z— x| <0.
Como
lf (@)=L <|f(z)—L| <eVo:0<]|z—ux0 <.
seque-se que:
If (x)] < |L|+¢e, Vo :0<|z— x| <.
Assim, fixando por simplicidade ¢ = 1 e K = |L| 4+ 1 > 0, obtemos:
|f ()] < K,Vz:0 < |z — 0| <.
Ou ainda, na vizinhanga de xo a funcdo f € limitada. |

Fs)
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Teorema 2.5 (Teorema do Sanduiche)

Sejam f () < h(z) < g(x),Vx:0 < |z —xo| < 0. Além disso, ILm f(x)y=Le
Tr—To

lim g («) = L. Entdo, temos:
T—To

lim h (z) = L.
Tr—xQ Q?
Demostracao
Dado ¢ > 0, existem d1, o > 0 tais que:
|f () — L] < &, sempre que:0 < |z — zg| < d7.
e
lg(z) — L| < &, sempre que : 0 < |z — zg| < Ja.
Agora, tomando-se § = min {01, 62} > 0 e destacnado que
fx)<h(z)<g(x),Vr:0<|z—x0| <6
segue-se que:
L-—e<f(x)<h(z)<g(zx)<L+eVr:0<|zx—x|<d
Como
L-e<h(x)<L+4e<=|h(z)—L|<e, sempreque: 0 < |z — x| <9
Portanto,
mlggoh (x) = L.
|
Exemplo 2.12
Para ilustrar a aplicacdo do teorema do sanduiche provemos os limites trigonométricos
fundamentais:
. .. sin(h) _ .. . 1—cos(h) __
(1) %%T—l (#4) ilng%)T_O
Demostracao

Basta comparar na circunferéncia de raio R = 1 as dreas da regides limitadas por:

Al = w com o setor circular de drea Ay = % e drea Az = %.tg (h), dai obtemos:
cos(h).sin(h) h 1 h 1
——— < - < -tg(h) = h) < —— < ——.
2 2 <32 9(h) cos )<sin(h)<cos(h)
Agora, passado ao limite quando i — 0, obtemos:
li h lim —— < lim —— lim—— =1
B0 cos (h) < hlg%)sin(h) < 50 cos (h) — wSbsin (h)y 7
¢ portanto,
hm T =1 i S
h—0sin (h) h—0

como consequéncia , tem-se:
B [1 —cos (h)] [1+ cos(h)]
h—0 h h—0 h "[1+ cos (h)]
o sin(h)  sin(h)
h—0 h  [1+4 cos(h)]

=0.




Lembrando que: sin? (h) = 1 — cos? (h), sin (0) = 0 e cos (0) = 1.

Fg) Sejam lim f (x) = Le lim g (x) = M, entdo:
T—T0

Tr—rTo

(4) lim [f(xz)+g(x)]=L+ M.

Majoracoes
|(f (@) + 9 (2)) = (L+ M)| = [(f () = L) + (g9 () = M)
<|f (@)=Ll +lg(z) — M|
e €
< 54’5 =€
desde que:

Basta escolher § = min {01, 02} .

Dado € > 0, existe = min {01, d2} > 0, tais que:

|f(x)—L|<§,Vx:O<|x—xo|<61

g (z) — M| < g,\m;o< |z — 20| < 8.

Assim, tomando-se § = min {41, d2} segue-se que:

|(f () + 9 () = (L+ M)| = [(f () = L) + (g9 () = M)

<|f(@) =Ll +|g(z) — M|
<E+§* sempre que
g T T & semprEd

0<‘$71’0|<5.

Portanto,
lim [f (x) +g(2)] = L+ M.

T—rTo

Neste caso, o processo é inteiramente analogo

Jim [f (2) — g (a)] = L - M.

Faremos as majoracées e a reda¢do matematica da demonstragdo, ficara como
exercicio!
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Majoragoes
I(f (@) =g (2)) = (L = M)| = |(f () = L) + (M — g (2))|
<|f(x) = LI+ g (z) — M|
e €
< 54’5 =&
desde que:

Ressaltando que:

Basta proceder como o caso anterior (ficard como exercicio!)

(id) Jim [f (2) .9 (2)] = L.M.
Majoracoes
A priori, basta notar que:
\f () .9 (x) = L.M| = |f (z) .9 (x) = L.g () + L.g () — L.M]|
<lg (@)l If(w)—LIHLI lg (x) — M|

K. L —
< 2K—H| LV : 0 < |z — x| <.

Onde § = min {01, 62} . Além disso,
lg (@) — M| <lg(x) — M| <1,Ve:0<|x—x0| <o
= |g(z)| <14+ |M|=K,Vz:0<|z— x| <2
A redacdo matemdtica da demonstragao, ficard a critério do leitor!

(i31) lim { (z)} L com M #0

Tr—xo
Majoragoes

M
M~ lg@)] < 1o @)~ M < 2 vz 0 < jo— 2] < 5

M
|(ac)|>| |,Vm:0<|x—x0|<(5
1
Vo0 < |z —xzo| <0
gz |
1 [M =g ()| _
= M—g(z)|<e
'gm M’ Mo < )
e.|[M|?

= |M —g(z)| < Va0 < |z —zo| <0

2
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A demonstragao, fica a critério do leitor!

(iv) lim {f(z)] =&, comM #0

Note que:

. 1 1 L

|
F;) Sdo equivalentes as afirmagoes:
(4) im f(z)=1L
r—rx0o

(#1) Se (xn) C XN\ A{x0}, v — 0, entdo, f (x,) — L.
(i) = (i)
Dado ¢ > 0, existe § > 0, tal que:

|f (z) — L| < e sempre que: 0 < |z — zo| < 6.
Assim, para o § > 0 dado, existe ng € N, tal que:

0<|zy,—x0] <0 =|f(zn) — L| <e,¥n > nyg.

Portanto, f (z,) — L. [ |

(i) = (1)
Suponha que (¢) ndo ocorre, entdo, existird g > 0, tal que: para cada § = %
pode-se escolher z,, € V5 (z0) N X\ {20}, com |f (z,,) — L| > eo.
Logo,
Tn €X, 2y £ x0€ |20 — 0| < %
Assim,
Tp — v9g = [ (x,) » L.

Isso contradiz (i7) . ]
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=, Exercicios: Pensando Um Pouco Mais <

1. Sejam a,b,c € (0,1) no corpo ordenado completo R, prove que:

Vabe++/(1—a)(1—b) (1 —¢) < 1.

Solucdo
Com efeito, basta observar que:
Vabe < Vab < 2 ; b (1)
¢ 1 1-b
Va0 ni-g<V/i-aq p< 2020 @
Agora, combinando (1) e (2), obtemos:
Vabe+ /(1 —a)(1-b)(1—c) < 1.
|

2. Sejam x,y, xg, Yo, & no corpo ordenado completo R, tal que £ > 0

: §
|$ _.'L'O| < mln{2(|y0|+1),l}

S
J— < 77

prove que

lzy — zoyo| < &

lzy — woyo| = |2y — Yo + Yo — 2oYo| < |z |y — yol + |vol |2 — 0o

Solugdo

Majoracoes
Basta notar que:

|z| = |zo| < |z — 20| < 1= 2] < |z0] + 1.

Assim,

lzy — zoyo| = |zy — 2yo + TYo — Toyo|

< |z[ly = vol + lyol |z — 0|

< (Jeol +1) 5 §

§
2w+ 1) + (ol +1)~2

(Iyol +1)
=¢
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3. Seja g : R — R uma funcdo dada por:

P sl in (1) =
rove que wlg%)xsm(w) 0

Solugdo
9(0)=0
Se x, — 0, x,, # 0,Vn, entdo temos:

g (@n) = Tp. sin (;) .

Pois, x,, — O e ’Sin ( L )‘ < 1 limitada.

Ty
Portanto,
. (1
lim x sin () =0
x—0 x

4. Mostre que ndo existe lim g ().
z—0

Solucgao

Basta considerar:

1
T I — 0= f(x,) =sin (”’T + g) = cos (nm) = (—1)" divergente

o ( 1 )
Iimsin| — ).
x—0 X

5. Dé exemplos de dois conjuntos ndo vazios A e B da reta, tais que:

dy (A, B) = max {|sup A — sup B, |inf A — inf B|}

De sorte que: ndo existe

A titulo ilustrativo, tome por exemplos, A = [1,5] e B = [6, 8|, entdo verifique se: dg (A, B) = 5.

Solugdo
Com efeito,
|[supA —supB|=|5—-8=3
e
linf A —inf B| = |1 — 6] = 5.
De sorte que:

dp (A, B) = max {|sup A — sup B|, |inf A — inf B|} = max {3,5} =5

45
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6. Seja f : R — R uma funcao, tal que:

Mostre que f é constante.

Solugao

Com efeito,

< |z — x|, Vz,z0 € R.

’f(x)—f(ffo)

T — X0

Equivalentemente, temos:

= —(z—1x0) < f@) = f(zo) < (z — o).
r — X
Agora, passando ao limite quando x — x(, obtemos:
s 0= lim [~ (z—so) < tim LW ZIE) oyt oy =0,
Tr—>T0 Tr—>IT0 T — J,‘O r—rx0
De sorte que:
fim L&) = fl20)
T—>T0 r — X
|
7. Sejam a, b, ¢ > 0 no corpo ordenado completo R, entdo, prove que:
(a+b).(b+c).(c+a) > 8abc
Solugdo
Basta observar que:
bb
a;_ . —;—c'a—;—c > Vab.Vben/ac = (a+b).(b+¢). (a+¢) > 8a.b.c.
|

8. Dados A, B C R nado-vazios e limitados, seja A+ B = {x +y; x € Aey € B} limitado. Prove que:
(¢)sup (A+ B) =sup (A) +sup (B) (i) inf (A+ B) = inf (A) +inf (A)

Lo

[

Inf(A) : Sup(A)

4

Se supA € A, dizemos que: A tem mdximo: max A = supA.

Se supA ¢ A, dizemos que: A ndo tem mdximo.

—

\
X0

 Sup(A)
Sup(A) — ¢

= -+

Inf(A)



Exercicios: Pensando Um Pouco Mais 47

Analogamente, temos:
Se inf A € A, dizemos que: A tem minimo: min A = inf A.

Seinf A ¢ A, dizemos que: A ndo tem minimo.

A
|
| X0 Lo
Inf(A) }  x Sup(A)
Inf(A) + ¢

(i) ParaVx € A, Vy € B, temos: x < sup A e y < sup B, donde obtemos: x + y < sup A + sup B.

Logo, sup A + sup B é uma cota superior para o conjunto A + B por conseguinte, vem:
sup (A+ B) <sup A + sup B.
Agora, dado £ > 0 existem xq € A e yg € B, tais que:
xo > supAfgeyO > sup B — % = 29+ Yo >supA+supB —e.
Portanto, sup A + sup B é a menor das cotas superiores, ou ainda,

sup (A+ B) =sup A +sup B

(

. , Sup(A) + Sup(B)
i —
x+y Xo + Yo
Sup(A) +Sup(B) — ¢

dado € > 0 existem oy € A e yg € B, tais que:
€ €
xo >supA—§ey0>supB—§ = x9+yo>supA+supB —¢
= K=x9+yy+e>supA+supB.

Desta forma, sup A + sup B é a menor das cotas superiores para A+ B

(i3) ParaVz € A,Vy € B, temos: x > inf A ey > inf B, donde obtemos: x +y > inf A + inf B.

Logo, inf A + inf B é uma cota inferior para o conjunto A + B por conseguinte, vem:
inf (A+ B) > inf A + inf B.
Agora, dado € > 0 existem xo € A eyy € B, tais que:
o < ian—l—%eyo >infB+%:>xo—|—y0 <infA+inf B + .
De sorte que, inf A + inf B é a maior das cotas inferiores, ou ainda,

inf (A +B) = inf A+infB.
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\

1 1
X0+ Yo I x+y
Inf(A) +Inf(B) + ¢

Inf(A) + Inf(B)

Dado € > 0 existem xq € A e yo € B, tais que:
xo<ian+%ey0>infB+%:>:c0+yo<ian+infB+5
= K=x9+yo—¢ <inf A+ inf B.

Assim, dize-se que: inf A + inf B é a maior das cotas inferiores

9. Seja A C K ndo-vazio e limitado. Dado ¢ > 0, seja cA = {cx;x € A}. Prove que cA é limitado e
(i) sup(cA) = csup A. (it) inf (cA) = cinf A.

(i) Para Vo € A, dado ¢ > 0, temos: = < sup A, donde, obtem-se: cz < csup A.

Logo, csup A é uma cota superior para o conjunto cA por conseguinte, vem:
sup (cA) < csup A.
Agora, dado € > 0 existem x( € A, tal que:
x9 >sup A — % = cxg > csup A —e.
Portanto, csup A € a menor das cotas superiores, ou ainda,

sup (cA) = csup A.

®—
a
%]
<
<
~—
S
~

Agora, procedendo de forma anéloga, obtemos:

(7i) ParaVx € A, dado ¢ > 0, temos: x > inf A, donde, obtem-se: cx > cinf A.

Logo, cinf A é uma cota inferior para o conjunto cA por conseguinte, vem:
inf (cA) > cinf A.

Falta mostrar que: cinf A € a maior das cotas inferiores para cA.
Agora, dado ¢ > 0 existem xy € A tal que:

€
o <infA+ - = crg <cinf A +e.
c
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Portanto, cinf A é a maior das cotas inferiores para c. A, ou ainda,

inf (cA) = cinf A.

c- Inf(A)‘( . \

— T T T

¢ xg c+x

c-Inf(A) +¢

10. Sejam A, B conjuntos de niimeros reais positivos. Definamos
A.B={z.y; v € Aey € B}. Prove que se A e B forem limitados
entao,

(i) A.B é limitado,
(1) sup (A.B) =sup (A) .sup (B)
(#41) inf (A.B) =inf (A) .inf (B)

(i) Com efeito, Va1 € A,Vy; € B, existem aq,ag, b1, by € R, tais que:
ap < x1 < ag
{ by <y1 < by
Logo, A.B é limitado. n
(i) Vo € A,Vy € B, tem-se: x <supAey < sup B = x.y < sup A.sup B.
Isto é, sup A. sup B é uma cota superior para o conjunto A.B e, portanto,

- {(lel < T1Y1 < a2b2.

sup (A.B) <sup (A)sup (B) .
Agora, dado € > 0, existem xg € A e yy € B, tais que:
2o > sup Am—————— e yo > sup B-——————
0 P (sup A + sup B) Yo P (sup A +sup B)’
Dai, obtemos:
(sup A + sup B) € 2
: sup (A) sup (B) — :
To-yo > sup (A) sup (B) (sup A + sup B) =t (sup A + sup B)
2
€
. > A)s B)— ——————— —
o > sup (A)sup (B) ¢ + |t

2
— | >0.
sup A + sup B)}
Dito de outro modo, sup A. sup B é a menor das cotas superiores para o

Zo.yo > sup (A) sup (B) —¢, pois, [( c

conjunto A.B. Logo,
sup A.B =sup A.sup B.
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_ ) . , Sup(A) - Sup(B)
x-y I Xo * Yo

Sup(A) - Sup(B) — ¢

(i) Vo € A,Vy € B, tem-se: z > infAey > inf B = z.y > inf A.inf B.
Isto €, inf A. inf B.€ uma cota inferior para o conjunto A.B e, portanto,

inf (A.B) > inf A.inf B.

Falta mostrar que: inf A.inf B € a maior das cotas inferiores.para A.B.
De fato, dado £ > 0, existem x¢ € A e yp € B, tais que:
€

inf A— B
ro<im (nf A+ infB)’

€
(nfA+mfB) 0~ ™

Dai, obtemos:

T0.yo < inf A.inf B+

(inf A+infB) € 2
(inf A+ inf B) < (inf A+inf B)
2
5
. inf A.inf B —_
To-yo < int A.inf B+e + [(ian—an]B)} -

2
€
. inf A.inf B is, | ———— 0.
20.Yo < 1n nf B+¢, pois [(ian—l—inf]B%)} >

Dito de outro modo, inf A. inf B € a maior das cotas inferiores para o
conjunto A.B. Logo,
inf (A.B) =inf A.inf B.

\

| O
¥ Ll

Inf(A) - lnf.(B)

t
Xo Yo I Xy
Inf(A) - Inf(B) + ¢

/1. Seja A C K ndo-vazio e limitado. Dado ¢ > 0, seja cA = {cx;x € A}. Prove que cA é limitado e
() inf(—A)=—sup(A) (1i) sup(—A) = —inf A.

(i) Para Vo € A, temos: = < sup A, donde, obtem-se: —x > —sup A.
Logo, [— sup A] é uma cota inferior para o conjunto (—A) por conseguinte, vem:

inf (—A) > —sup (4).
Queremos mostrar que: [— sup (A)] é a maior das cotas inferiores para [—A] .
Agora, dado £ > 0 existem x( € A, tal que:

€
g >supA— - = —xp < —supA+e.
¢
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12.

13.

Portanto, — sup A é a maior das cotas inferiores, ou ainda,

inf (—A) = —sup (4).

(i4) Procedendo de forma inteiramente andloga obtém-se:

sup (—A) = —inf A.

Use indugdo finita para provar que:

2" < nl, paran > 4 inteiro.

(i) Paran = 4, temos: 2* < 4!,

(#i) Suponhamos vdlido para n ( 2" < n!), entdo, falta mostrar para n + 1. Defato,

ot —on o< pl2 =pl+nl <nnl+n! = (n+1).n!,

e, portanto,
2"t < (n +1)!

Sejam y, yo, & no corpo ordenado completo R,

tais que: € > 0 e yy # 0, tal que:

Yol €|y0|2}

— < 1 -

y # 0, prove que:

Majoragoes

vy wol|  lyllyol

lyl = lyo| > =1l — Jy| > ol — L < 2.

3 o] = P e fool — Iol < o — v < 4! =

Assim,

2
Yo — Y € lyo
_||| ‘ 2|y0_y|< 2 ‘2| :g

yl lyol 0] 90
1 1
‘y Yo

‘1 1
Yy Yo

| 2

Dado £ > 0 existe § = min{@, 5“’2“ } > 0, tal que:

12
|y—yo|<@:>*<7- 6]
2 lyl lyol
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2
2 _
¢ ol ly 2yol
2 Yol

[y —yo| < <.
Agora, de (1) e (2) segue-se que:
12Jy—yo| 2

Wl Jyol? yo| ™

De sorte que:

14. Sejak € Nea > 0. Se a < x, <n* para todo n, entdo, verifique se:

lim /z,, = 1.

Com efeito, temos:

Va < Yz, < Vnk.

Agora, como lim {/a = 1 e lim V'nk = 1, segue-se do Teorema do Sanduiche que

lim /z,, = 1.
15. Seja f uma funcao dada por:
fla)=ot
r)=1x+ —.
x

Prove que:

(i) |f(x) =2 < (1+2). |z — 1| parax > 0;
(i) | f (z) — 2| < 3|z — 1| para x > 3;
(#i1) f (x) > 2, para todo x > 0.

(7) Com efeito,

1 2_9 1 2_9 1
HOEE x+—2]: o ]:» o ‘
X X X
(z—1?% Ja-1 2l + |1
= = e s (P ) e

Como z > 0, segue-se que:

|f(37)_2§(1+i>.|x—1|.

(ii) Para x > 1, entdio, % < 2e, portanto, 1 + % < 3.
Dai, e do item anterior, obtemos:
|f(z) =2 <3Jz—1].

(7i1) Basta revisitar a desigualdade entre as médias: geométrica e aritmética,

52
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16.

obtendo:
= < h % >0
z_ <0
Logo,
fla)=a+s>
|
Seja f : R — R uma fungéo, tal que: f (x) = 42® — x — 1. Calcule em fungdo de
“a” e ’b” o seguinte quociente
a—b
Conclua dai que, se |a] < 2 e |b| < 2, tem-se:
|f (@) = f(b)] < 49.]a —b]
Observe que:
1f(a) = f(b)] = |4a® —a—1— (46> —b— 1)
= ‘4(@3 -b) — (a—b)‘
=|(a—1b).[4(a®+ab+b?) —1]]
=la—0b|.|4(a®+ab+b*) —1|.
Dai, vem:
—f
‘M’|4(a2+ab+b2)l|. (1)
a—b
Assim, como consequéncia da desigualdade triangular generalizada, temos:
|4(a2 +ab+b*) — 1] < 4‘a2—|—ab+b2‘ +|-1]
< 4[lal® +lal o] + | +1
<4.[2°+22+2% +1=49.
Ou ainda,
|4 (a® + ab+ %) — 1] < 49. 2)
Agora, substituindo (2) em (1) , obtemos:
—f(b
f(a;_i:()’ = |4 (a® 4+ ab+b*) — 1| < 49.
Por conseguinte, vem:

‘W’ <49 <= [f(a) = f(b)| <49]a—b].
De sorte que:

|f (a) = £ (b)] <49]a—b].



Exercicios: Pensando Um Pouco Mais 54

17. Sejamn € Nex1,x2,...,TneY1,Y2, ..., Yn SA0 nUMeros reais,entao,

18.

19.

prove que:
(2191 + Tayz + Tuyn)® < (23 +a5+...+22) (i +ys+...+y2)

(Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

n

Ponha f (t) = Z (x; — tyj)Q, entdo, temos:

Jj=1

n n n
J(0) =D @] =2 wyy; + ) ]
j=1 j=1 j=1

= At? — 2Bt +C >0,

n n n
onde: A = Zy?, B = Z:L'jyj eC = Zx?
j=1 j=1 j=1

f(t)=At> —2Bt+C >0+ B* < AC.

Portanto,
2
2 2
P7E B DY E R DY
j=1 j=1 j=1
|
Dados x # 0 num corpo ordenado K e n € N qualquer, prove que
(1+2)"" > 1+ 2na.
Basta notar que:
1+2)" = [(1 + xﬂ = (1420 +2)" > (1+22)" > 1+ 2na. 1)
Agora, usando a desigualdade de Bernoulli, obtém-se:
(1+22)" > 1+ 2nz. (2)
E, portanto, de (1) e (2), vem
(1+2)"" > 1+ 2na.
Um outro modo de demonstrar: usar inducdo finita sobre n. |

Seja f (z) = 2" + a@m_1y2" "' + - - - + a1z + ag, um polindmio com coeficiente

an, = 1. Mostre que para |z| suficiente grande, temos:

F @)= < 5Ll

Basta escolher )
Ay el 1

n <

lal — 2" T 20’

onde: 0 < j<n-—1.



Exercicios: Pensando Um Pouco Mais 55

Sendo, vejamos

|ao] 1
a 1 n vezes
EEEE I T 1 1
|ao] lai | lan—a| = 4 2 .4 2 1
et et PR S Ty Tty T
lan—1] 1
S
Agora,
|f(z)—z"\:‘a( _1)Zn71+"'+a12+a0|=|z|n T ai +,..+M
n n on—1 2
lao| | aa| |an—1|
< lz|™- | 4+t
a RE 2]
n vezes
1 1 1 1
< LCOU i .. — | =",
SER g tant ot | T2k
De sorte que:
1f(2) = 2" < 5 2]
[ |
20. Estude a convergéncia das séries:
o0 oo (o)
1 1
WY B m(E) ©X:
n=1 n=1 n=1
oo oo
1 1
D = 2
—n’+n  ‘=n(n+1)
Solugao
(4)
Basta notar que:
1 A B A(n+1)+ Bn A+B=0 A=1
nn+1) n n+l n+1 A=1 B=-1
Assim,
1 1 1
(n+1) n n+1l
E, portanto,
o0 oo
1 1 1 1
= — =1 1-— =1
Zn(nJrl) Z(n n+1) ninoo< n+1)
n=1 n=1
Ou ainda a série é convergente. |

(B)
Zl (n+1) Z[lnn—ln(n+1)]:nli_1>noo[b1—bn+1}:nli_r>n Inl—In(n+1)=—oo.

oo
n=1

Logo a série é divergente. |
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(@)

é divergente.

Observe que: a elegante argumentagdo intuitiva em majoragoes para mostrar que a série harmonica é

divergente
1—|—1+1—|—1 1+1+1+1+1+i+i+i+i+i+i+i+.“
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
e A I
2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
>2.3 >4.% >8. &

Ora, nh_{rolo (1 + %) = 00 segue-se dai que:

lim SQn =0
n—00

Por conseguinte, vem:

lim S,, = cc.
n—oo

De sorte que a série diverge. |

21. Use a defini¢do para provar que: (x,), com x,, = 2 + I:‘L—?, Tp — 2.

Majoracoes:

n3 n3

|xn—2|:‘2+%—2’:’h‘—"’:m<%:#<€:>n>\/E.Daibastatomarnoz\/g.

Dado € > 0, existe ng € N, ng > \/g tal que:

1 1 1
n>\/7:>2<s=>|xn—2|:‘2+n?—2’:
€ n n

Portanto, x,, — 2. [ |

22. Seja f (x) = 23 + z. Prove que:
|f () — f(2)] <20.|z—2|para0 < x < 3.

Com efeito,
|f (@)= f@2)]=]z"+2—-10| = |(z —2).(2® + 22+ 5)]|.
Agora, 0 < 2 < 3 = |z| < 3, por conseguinte, obtemos:
(@ —2). (a2 +20+5)| < |z —2|. [|x|2+2|m|+5] < 20|z — 2|,
Visto que: [|x\2 +2|z| + 5} <32423+5=20.

Logo,
|f(z) — f(2)] £20. |z —2] para0 <z < 3.



Capitulo 3 Fungoes Continuas

Frases marcantes da saga Guerra nas Estrelas

”Que a forga esteja com voce.”
A frase mais famosa da saga foi falada por diversos personagens durante os filmes, foi dita pela primeira vez pelo mestre jedi Obi Wan Kenobi

para Luke Skywalker, em Episodio IV — Uma Nova Esperanga.

”Eu sou seu pai.”
Essa frase marca uma cena dramdtica no filme O Império Contra-Ataca. Enquanto estdo travando uma batalha, Darth Vader revela a Luke
Skywalker que é o seu verdadeiro pai. Este episodio deixou qualquer fa surpreso, ja que agora a batalha ndo seria mais somente entre o bem e

o mal, mas também entre familia.

”Nao tente. Faca. .. ou nao faca. Ndo ha tentativa.”
Frase profunda e sabia do Mestre Yoda. A mensagem que o pequeno mestre quis dizer para Luke ndo era que a falha é inaceitavel, mas que ele

deveria focar e se comprometer com ele mesmo, nas conquistas ou derrotas.

”0 dobro do orgulho, o dobro da queda.”
Dita pelo traidor Darth Tyranus, grande mestre Jedi que mudou de lado e foi para o lado negro da forga, esta frase de Star Wars Episodio I11:

A Vinganga dos Sith traduz o quanto devemos ser humildes e ndao colocarmos o orgulho em nossas vidas, ou podemos nos machucar com isso.

Luke: ”Eu ndo acredito. Yoda:”E por isso que vocé fracassa.”
Esta cena traduz o quanto devemos acreditar em nés mesmo. Enquanto Luke ndo esta conseguindo tirar sua nave do pantano apenas com o
poder da mente, ele fica nervoso e comega a se questionar se um dia conseguira ser um mestre. O pequeno Yoda da uma ligao em Luke e retira

ele mesmo a nave com o poder da mente.

”Luke, vocé descobrira que muitas das verdades as quais nos prendemos dependem do nosso ponto de vista.”
No Episodio VI: O Retorno do Jedi, Obi-Wan Kenobi tenta explicar para Luke que Darth Vader e Anakin Skywalker ndo sao a mesma pessoa,
embora ocupem o mesmo corpo. A frase dita para Luke, pode ter varios significados em relacdo ao modo que vivemos a vida e opinido de

outras pessoas.
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”Seus olhos podem trair vocé, ndo confie neles.”
Obi-Wan Kenobi diz a Anakin que, apesar dos olhos serem a forma mais simples de analisar uma situacdo ao seu redor, usar os instintos pode
q p p ¢ p

ser o melhor jeito de encontrar respostas. Esta frase foi dita no Episédio I: A Ameaga Fantasma.

”Um Jedi usa a For¢a para o conhecimento e defesa, nunca para o ataque.”
Com conhecimento e sabedoria, Yoda tenta explicar a Luke que tudo que um Jedi precisa ter é conhecimento. O aprendizado fica muito claro

quando Luke tem a chance de destruir Darth Vader e, ao invés disso, mostra compaixao.

”A habilidade de falar nao o torna inteligente.”
Quando Jar Jar Binks diz a Qui-Gon Jinn que ele consegue falar, a resposta ndo é a que Jar Jar esperava. De fato, esta frase define como ndo

basta somente mostrar uma habilidade para que vocé consiga ser considerado totalmente entendedor dela.

”Seres luminosos somos nos. Ndo esta matéria bruta.”
Yoda tenta mostrar a Luke que ele ndo deve focar em realidades fisicas, que a verdadeira For¢a Jedi vem de ser bondoso, acreditar na

conexdo de todas as coisas e deixar os que ndo importa de lado.

3.1 Continuidade

Definigao 3.1

Uma fungdo f : X =R ¢é continua em a € X, quando: dado € > 0 existe 6 = 6 (a,e) > 0,

tal que:

f(Vs(a)NX) C Ve (f(a)),

ou equivalentemente, temos:
|z —al <6 =|f(z) - f(a)l <e.

y
A
Ltep=—m=——m—mmmmm o e ke
Jlc)| :
O — : :
A : . T
[ ¥ 3 x
0 b - ’
a—2§ a a+d

reVs(a)NX=f(z) e f(Vs(a)NX) C V.(f (a)),

Problema 3.1
Use a defini¢do para provar que:
(1) limlf (x) = f(1) onde f () =2z +6.
z—
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(i) le f(x) = f(xo), onde f () = ax + bcoma # 0.
x o
(#i1) li_>m f(z) = f(x0), onde f (x) = 2.
T—rXo
(iv) Usando a desigualdade |senx| < |z| para todo x € R, mostre que f (x) = senx

continua em zero.

é

(v) lima® = 1.
z—1

(

Solugao

(1) lim f (x) = 8, onde f (x) =22+ 6

x—1

Majoracgaoes

If(x) =8| =|(2x+6) —8| =2z —2|=2|x — 1] <e

13
= |lr—1| < =.
o =1 <3

Assim, basta tomar 6 = %

Dado € > 0, existe 6 (1,&) = § > 0 tal que:

5
2
= 2z —2|<e=|(22+6) — §| < e.

lr—1<d=|z—-1<-=2z—-1|<e¢

Portanto,
[(2z +6) — 8| < ¢, desde que: |z — 1] < 4.

dito de outro modo, temos:

lim f (z) = 8, onde f (z) = 2x + 6.

z—1

(i) lim f (x) = a?, onde f (x) = 2.

r—a

Majoragoes
1° Caso: a # 0
|f(x)—a2‘ = |x2—a2| =z —a|.|z+al

<z —al flz + |a]]

|z| — |a|] < |z —al < |a] = |z| < 2|a].
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Assim,
|z —al. |z +a| < |z —al. [z +]a]]
<l|z—al.[2|a|+]a]] <€
€

— < —.
|z — al 37a]

Desta forma basta tomar ¢ (a,€) = min { |al ﬁ} > 0.

2° Caso: a =10
’f(m)—02‘2|$2’:|x|2<52>
= |z - 0] < Ve

Neste caso, tome 6 = /e > 0.

1° Caso: a # 0

Dado ¢ > 0, existe ¢ (a,e) = min {|a| , ﬁ} > 0, tal que:
5

37a] = 3la|.|z—a|] <e¢

|z —al <

|z = la < |z —a| <|a| = [z| < 2|a] = [z] + |a] < 3]q|
Agora, de (1) e (2), obtemos:
|2® —a®| = |z —a|. |z +a| < |z —a|.[|lz| + |a]] < |z —a| 3|a| <e.

Portanto,
|x27a2‘ <eVr:|lr—al<o.

2° Caso: a =0

Dado € > 0, existe § (0,¢) = /g > 0, tal que:

20| <8 = |z -0 < ve=>[2? - 0% = |2|° <e.

Decorre dos casos (1) e (2) que:

lim f (z) = a?, onde f (v) = z*.

r—a
(144) }:LI%EZQ.
Majoracoes
T T+2 -2z 2—z T —2
_2 — — = = =
I (@) | z—1 ‘ z—1 z—1 x—l‘

60

€]

(2)

(*)
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Se escolhermos uma vizinhanga

\2|—|x|§|aj—2|<%:>|x|—2>—%
:>|ZE|>§:>1‘*1>§71:1
2 2 2
:¢M7H>1:$—i—<2
2 |z — 1]
voltando a (x), temos:
x_2%Jx_ﬂ<ZM—ﬂ<a=:M—ﬂ<€
e—1| -1 -7 2

Assim basta escolher § (%, 5) = min {%,%} > 0.

Uma outra forma de fazer a esta parte da majoragao é: Faga um esbogo grdfico

da fungao
x

f(x) =

r—1

para perceber o porqué de ndo se tomar V1 (2) (vizinhanga de centro 2 e raio 1).

1 1 1
|t —2|< - <= —-<zr—-2<

2 2 2
¢¢§<x<§¢é§—1<x71<§—1
2 2 2 2
c¢1<| H<3c¢2< L <2
i hid [l R
2 2 3 |r—1|

Dado € > 0, existe § (3,¢) =min {1,5} > 0, tal que:

1 1 1
e =2 <= 12— |z|<|z—-2/< = |z|-2>—=
2 2 2
1 1
12| — |z| < |z — 2| <5= \x|—2>—§
=:||>3=¢ 1>3 =t
T > = T — - —1=
2 2 2
= | H>1
T — —=.
2
Assim,
—_ <2 (1)
|z — 1]
Analogamente,
|:z:f2\<§:>2.|9:f2|<€ @)

Agora, multiplicando membro a membro (1) e (2), obtemos:

1
—— 2. | — 2] < 2e.
o — 1]

De sorte que:

‘ 2’<5,Vx:|x2|<5.
r—1
Ou ainda,
'}-1—>mQac—1 =2
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() lim ax +b=axo+b a#£0.

r—x0

Majoracgoes

lim ax + b =axqg + b,
Tr—T0o

|f () — (axg + b)| = |(ax + b) — (axg + b)| = |a(z — x0)| = |a| |x — xo] < &

5
:>|x—m0|<m,a7é0.

Assim basta escolher ¢ (a,€) = 1o > 0.

Dado € > 0, existe § (a,¢) = ra] > 0, tal que:

€
|x —xo| <0 = |z — 20| < —

|a
= |f (¥) — (azo + b)| = |(ax + b) — (azo + b)]
=la(x —xg)| = |a| | — x| < &.

Logo,
|z —zo| < 0 = |f (z) — (azo +b)| < €.

Ou ainda,

lim ax + b = azxg + b,
T—T0

(v) limz3 = 1.
z—1

= |f () = 1] =] =1
=|z-1). (@ +z+1)| =z 1|z +z+1
<o =1 [Jaf* + |2l +1].
Agora, se tomarmos uma vizinhaga 1, ou melhor,
2] — 1| < |z -1 <1 = |z| < 2.
Assim,
€

|z — 1 [|x|2+|x\+1} <kl (24241 <e= -1 <z

Dai, basta tomar § = min {1, %} > 0.

Dado € > 0, existe § (1,£) = min {1, £} > 0, tal que:

e -1l <l=|z|-1<|z—-1|<1=|2| <2
= e +lrl+1<2+241=T= |z +|z|+1<T.
:>‘x2+x+1‘S\x|2+\x|+l<7:>|x2+x+1|<7
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€
|x—1\<%:>7\x71|<5. )

Agora, decorre de (1)e (2) que:
Tl —1].|2* + z + 1] < Te.

Portanto,

|z —1] <6 = |2° — 1| < e, desde que: |z — 1| <0

Dito de outro modo, temos:

limz® = 1.
r—1
|
. . T _5
(vi) lim %5 = 3.
Majoracoes
T 5 3z — 5z + 10 10 — 22 1ixz—-5 <e—s| 2] < 0
—_— | = = = Pl — 13 xr — 3
x—2 3 3(x—2) 3(x—2) 3|lz—2
Observe que:
[t =5l <l<=-1<z-5<l<=4<z<6
= 2<r—2<4d=|z-2|=2-2>2
1 1
—_ — < . 2
|z —2] "2 @
Assim, substituindo (2) em (1), obtemos:
x ) 3z — 5z + 10 10 — 2z 11
z_2 3' 3(z—2) ’3(1:—2) galr ol <e=lr =5l <3
Basta escolher § = § (1,&) = min {1, 3¢} > 0.
Dado € > 0, existe 6 = ¢ (1,€) = min {1,3e} > 0, tal que:
[t —=5l<l=—-1l<z-5<l<=4<2<6
= 2<r-2<d= |z -2|=0-2>2
1 1
- —— <z 3
e —2] "2 ©
¢ 1
|x—5|<3€=>§|x—5|<5. 4)
Agora, combinando (3) e (4), obtemos:
1 1 | 5|<1 10 — 2z 3z — 5z + 10
= = —€ =
3|x—2| 2 3(x—2) 3(x—2)
x

< g, desde que: |z — 5| < 4.

r—2 3
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Portanto,

Fatos

F1) Seja [ : X =R, X é um conjunto discreto, isto é, todos os pontos do conjunto sdo

isolados, entdo, f é continua em xy € X.

Seja e > 0 e considere § > 0, tal que:

Vs (wo) N X ={zo} = f (Vs (20) NX) = {f (z0)} = f (V5 (20) N X) C Ve (f (20))
& |z —x0] <9,z € X, donde, vem: = = 9 = |f () — f(x0)| =0 < e.

F3) Os polinomios e as funcdes racionais sdo continuas em seus dominios.

Faca como exercicio!

F3) Sejam xg € X e [ : X — R uma funcdo, sao equivalentes:

(
(

A) f é continua em xg
B) Se () C X tal que: x,, — xg, entdo, f (x,) = f (x0) .

(A = B)Dado ¢ > 0 existe ¢ (zg,e) > 0:

|z — x| <0 =|f(x) = f(zo)] <& (zn) C Xz, = xp.

tal que:. |z, — 20| < 6,

Vn>ng = |f (xn) — [ (x0)] <e= f(zn) = f(z0).

(B = A) Se f ndo fosse continua em x existiria g > 0 tal que:
VvV § > 0existe z,, € X, n € N, tal que:
|xn, — 20l < dmas |f (z,) — f (x0)| > €0, ouseja, f(z,) » f(zg). Absurdo!

Fy) f: X = E continuaemae g: E— R continuaem b = f (a).
Entdo, go f : X — R é continua em a.

Seja (r,,) C X, &, — a. f é continua em qa, entdo, f (x,) — f (a) = b. Como
g € continua em b segue-se que g (f (z,,)) — g (f (a)), ou seja,

(9o f)(zn) = (g0 f)(a)
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Fs) Seja f : R — R continua. Mostre que o conjunto
Zp={z € R; f(x) =0}
é fechado. Conclua que, se f,g : R — R sdo continuas entdo
C={zeRf(x)=g(x)}
¢ fechado.

Fatos que ajudam:
(F1) S é fechado quando S C S, onde 9S denota a fronteira de S.
(F2) S é fechado=> S = S = S U 35S, onde S é o fécho de S.

Queremos provar que Zy é fechado. Isto é, Z = 2.

1° caso: Z; C Zy

Seja x € Zy, entdo, como Zf = Z;U0Zy, segue-se que: & € Zf.

Logo Z; C Zy.

2° caso: Z; C Zy

Sejax € Zf, entdo, existe (z,,), com z,, € Zy, tal que: x,, — x.

Agora, por defini¢do f (z,) = 0. Como f é continua em R, segue-se que:

0= lim f(wa) = f (lim @) = f (),
n—oo n—0o0
donde, vem f (z) = 0, ou ainda, x € Z; e, portanto, Z; C Zy.

Combinando os casos (1) e (2), obtemos:
Zf - Zf .

Consequentemente, facamos h = f — g, entdo,

Cn={z €R;h(z) = f(z) — g (x) = 0},

pelo item anterior, C}, é fechado, isto é, C' ¢ um conjunto fechado.

Serd abordado posteriormente no topico de funcoes continuas

E um erro comum, de alguns livros de Calculo, dizer que: toda fungdo continua é aquela que tragamos o
grdfico de f sem tirar o lapis do papel. Toda funcao deste tipo é continua. Mas, nem toda fungdo contina é deste
tipo. Seja X um conjunto discreto ( um conjunto é discreto se todo ponto de X é isolado ). Assim, toda funcdo
f: X — R é continua em xy € X. De fato,

(xo— 0,20 +0) NX={xo} = |z — 20| < 9, z € X:
x=x0 = |f(x) = f(x0)] =0<e, Ve >0.
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3.2 Funcgoes continuas em Intervalos

Lema 3.1 (Localizacdo de zeros de uma funcdo continua)

Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua. Se f (a).f (b) < 0, entdo, existe x¢ € (a,b),
tal que: f (zo) = 0.

f(®)

f(a)

Demostracdao
Sejay = aT'H’. Se f (v) = 0 tomamos xy = -y e a demonstragdo estd concluida.
Se f (y) < 0, entdo, tomamos 21 =y e y; = b. Se f () > 0 escolhemos
r1 = a ey; = . Em quaisquer dos casos, temos:
b—a
21
Sejay, = ”“—42'3’1, entdo, temos: f (71) = 0, a demostrago estd concluida.

f(z1) <0< f(y1),y1— 71 <

Se f(11) < 0, pomos y2 = y1 € x2 = 1, caso contrdrio, f (71) > 0 e neste
caso, tomamos s = T € Yy = 1 daf tem-se:

— h—
Fle2) <0< S () e —aa < B < 220

Continuando com o processo, obtemos uma seqiiéncia de intervalos

[a,b) D DI D ...T, D ...

onde I,, = [z, Y], com
b—a
Yn — Tn S 2n—1 .

oo
Seja zg € ﬂ I,,, entdo, a luz do Teorema do Sanduiche, vem:
n=1

b—a
Ogyn—xn§2n—71:>(yn—xn)—>0. (1)

Além disso, x,, < z¢ < yp, ¥V n e mais.
0< 2y -2, <Yn — Tp, Vn = T, — Tp. (2

Como
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segue-se combinando (1), (2) e (3) que:

Yn — T0-

Agora, pela continuidade de f temos:
f(xn) = f(x0)e f(yn) = f (x0), por outro lado, tem-se:

i f (@n) <0 f (@) <0
flxn) <0< flyn) = e = e
i f () 2 0 f(w0) 2 0
De sorte que: f (x¢) = 0. |

Teorema 3.1 (Teorema do Valor Intermedidrio)

Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua, tal que: f (a) < k < f (b), entdo, existe
xo € (a.b), tal que: f(xg) = k.

Demostracao
Basta considerar g : [a,b] — R, definida por: g (x) = f (z) — k. Entéo, temos:
() g é continua em [a, b] ( por qué?);
(i) g (a) = f(a) =k <0eg(b) = f(b) =k >0.
Logo, pelo Teorema do anulamento segue-se que: existe

.i‘()e(a,b):g(i‘o):0<:>f(§70):k.
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3.3 Aplicacoes dos teoremas do anulamento e do valor intermediario

Problema 3.2
Provar que: existe a € R, tal que:
(A)sina=1-a (B) 2% = a?
Solucao

Queremos mostrar a existéncia de solucdo para cada equacdo dada.

(A) sihna=1-a

A priori, esboce os grdficos das fungcoes

y1(x) =sinzeys (z)=1—=x

\ y1(x) = sen(x)

y2(x) =1—x

Agora, construindo a fung¢do no intervalo conveniente f : [0, g] — R definida por:

f(z)=sin(z)+z—1.
Vejamos,
(i) f & continua no intervalo [0, ] ;
(ii) f(0)=sin(0)+0—1=-1<0ef(3)=sin(3)+2-1=
Portanto, pelo teorema do anulamento, existe a € (0, g), tal que:

NIE]

> 0.

fla)=0<=sin(a)+a—1=0<«<=sin(a) =1—a.
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(B) 2* = a?
Consideremos, esbogar os graficos das fungoes

y1(x) =2"eya (x) = z2.

y
y1(x) = 2%
Yo (x) = x2
1 0 1 2 3 4 X
Dai, construimos a fungdo no intervalo conveniente f : [—1,0] — R definida por:

fx)=2% — 22

Vejamos,
(i) f é continua no intervalo [—1,0];

(i) f(-1)=2"1—(-1)’=1 1= <0ef(0)=2"-0>=1>0.

Logo, pelo teorema do anulamento, existe a € (—1,0), tal que:

fla)=0+=2"—0a? =0 <= 2° = a’.

Problema 3.3
(A) Seja f : [0,1] — [0, 1] uma fungdo continua. Prove que existe x € [0,1],
tal que: f (x) = x (Teorema do ponto fixo de Brouwer em dimensdo 1)

B) Dé exemplos de fungoes f : [0,1) — [0, 1) sem ponto fixo. Outras fungdes
f:(0,1) — (0,1) sem ponto fixo.

(4)

A priori, vejamos o caso trivial: f(0) = 0ou f (1) = 1. Nada se tem a demonstrar
Suponhamos por simplicidade que f (0) > 0e f (1) < 1.
Assim, podemos escolher H : [0, 1] — [0, 1] uma fun¢@o definida por:

H(z)=f(x)—x.
(¢) H é continua em [0, 1] . Visto que f e a fungdo identidade o sdo;
(i) H(0)=f(0)—0>0eH (1)=f(1)—1<0.
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Logo, pelo teorema do anulamento: existe 2o € (0, 1), tal que:

H (z9) =0 <= [ (z0) — 20 = 0 <= [ (z0) = 2.

(B)
Dé exemplos de fungoes f : [0,1) — [0, 1) sem ponto fixo.
para a fungdo f : [0,1) — [0,1) basta tomar
1. Considere a fungdo f : [0,1) — [0,1) dada por:
1 1
f(z)= 3T T 5

f ndo tem ponto fixo.

Y.
) Vs e -

x4

ol
05

y=x
0 05 1 X
2. Seja f :[0,1) — [0, 1) definida por:
1
f (@)= 5932 +5

f ndo tem ponto fixo.

No caso, na topologia do aberto (0,1), seja f : (0,1) — (0,1) dada em (i)
ou (i1) definidas pelas familias de funcoes:

(@) fe)=a",neNn>2eVz e (0,1)ou

(i) f(x) = /z,neNn>2eVzr€(0,1):neN
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y
1 0
) o +l
e s
05 |—
y=x
0 0,5 1 X
( facam os graficos paran = 2,3,4) |

Problema 3.4
Sejam f,g : [a,b] = R fungdes continuas, tais que: f (a) < g (a)e f(b) > g (b).
Prove que: existe xo, a < xo < b, de modo que: f (xo) = g (z0) .

( llustre graficamente f e g )

f(b)
s@

f(x0) = g(xo)

f(a) =
g(b)

0 a X0 b X

Seja H : [a,b] — R uma fungdo definida por:
H(x) = f(x) =g (z).
(7) H é contdnua, visto que: f e g o sdo;

(i) H (a) = f (a) —g(a) <0e H (b) = f (b) — g (b) > 0.
Logo, pelo teorema do anulamento, existe xg € (a, b), tal que:

H (29) =0 <= f(z0) — g (w0) =0 <= f (z0) = g (o) -
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Problema 3.5

(i) Seja f (z) = x>, entdo, use a defini¢do para provar que: limlx?’ = f(1),
z—
ou seja, f é continuaem x = 1.

Majoracoes

= |f (@) =1 = [a® ~ 1]
:|(£L’71).(IE2+1’+1)|:|:L'71|.|:E2+1'+1
§|z—1|.[|x|2+|x|+1}.
Agora, se tomarmos uma vizinhaga 1, ou melhor,
2] -1 < |z -1 <1 = |z| < 2.

Assim,
€
|x—1|.[|x\2—|—|x|—|—1} <o (24241 <e=|z—1|< =

Dai, basta tomar 6 = min {1, %} > 0.

Dado € > 0, existe 0 (1,£) = min {1, %} > 0, tal que:

lz—1ll<l=|z|-1<|z-1<1=|z| <2
— P e +1< 224241 =T= |z/* +|2| +1 < 7.
:>|x2+x+1‘S\x|2+\x|+1<7:>|x2+x+1|<7

|x—1\<§:>7\x—1|<e.

Agora, decorre de (1)e (2) que:
Tle—1].|2* + x4+ 1] < Te.

Portanto,

|xfl\<5:>’:c3fl| < g, desde que: |z — 1] <d

Dito de outro modo, temos:

limz® =1=f(1).
z—1

=

72
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(ii) Prove que: f (x) = senx é continua em xo € R.

Majoragoes

Basta notar que:

. s owu (P4 (P+q
sinp — sing = 2sin 5 . COS 5

Por conseguinte, obtemos:

. . . T — Zo T+ Zo
51n:c—81nx0:2sm( 5 ).cos( 5 )

sin r— %o cos T+ %o
2 ' 2

|2 — x|
2

Dai, obtemos:

sinx — sinxzg| = 2

<2.

Agora, como ’cos (“gﬂ)} < 1, segue-se que:
|sinx —sinzg| < |z — 39| < &.

Assim, basta tomar 6 = €.

Dado ¢ > 0, existe 0 (zg,€) > 0, tal que:

|z — 20| < 0 = |sinx —sinzg| =2

. T — Zo
sin .
2

o (552)

<z —zo| <e.
Ou ainda,

| — xo| < 0 = [sinx — sinxp| < €.

Portanto, f é uma funcdo continua em xy € R.

Problema 3.6
Se lim f (x) = f (zg) # 0, existe 6 > 0, tal que Vz : |x — xo| < 6 = |f (z)| > @

Tr—rT0o

Majoracgoes:

[f (@o)| = [f (&) < [f (x) = f (x0)| <& sempre que: |x — xo| < 6.
= |f ()] = |f (z0)| > €, sempre que: |x — xo| < 0.
— F @) > 1F (o)l — = = If (o] - LG [ 0)

2 2
|f (wo)]
2

, sempre que: |r — zg| < 0.

= |f (2)] >

, sempre que: |r — xg| < 9.

Se f (xo) > 0, entdo, na vizinhanga de xq, tem-se: f (x) > 0, ou seja,

f(xo) > 0= f(x) >0, sempre que: |x — xg| < 0.

73
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Procedendo de forma analoga, tem-se:

Se [ (xg) < 0, entdo, na vizinhanga de xg, tem-se: f (z) < 0, ou seja,

f(x0) < 0= f(x) <0, sempre que: |x — xg| <.

Dado € = M > ( existe § > 0, tal que:

[z — 2ol <= [f ()| = [f (@) < |f () = f (20)| <

— 17 @) > 1 o)l = LN >

De sorte que:

Vo |z —xo| <= |f(x)] > =

Problema 3.7

Mostre que: ndo existe f : R — R continua que transforme todo niimero
racional num irracional e vice-versa.
Solucdo

Suponhamos que [ é continua e considere g () = x — f (x) . Entdo, tem-se:

(i) 2o € Q= [g(20) = 0 — f (20)] € R\Q
(1) x1 € R\Q = [g (x1) = 21 — f (21)] € R\Q. (com xg < 1)

Agora, sendo Q e R\Q ambos densos em R, entdo, existe k € Q, tal que:

g(xo) <k <g(x1).

Como g é continua. Pois, a identidade e f o sdo segue-se via teorema do valor
intermedidrio que existe T € (o, x1), tal que:
g9(z) = k.
Absurdo! Visto que: g (z,) € R\Q, Vz, € R.
Portanto, f acima descrito ndo existe. |
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Problema 3.8

Dé exemplo de uma fungdo f : (0,1) — (0, 1) sem ponto fixo.

Solugdo
A titulo ilustrativo, podemos construir duas familias de funcoes, neste intervalo

(0,1), sem ponto fixo, a saber:

(i) fo (x) = 22, f3 () =23, fu () = 2,..., fn () = 2", n > 2

Analogamente, tem-se:

(Zl)fg(x):ﬁ,f3($): \3/57f4(x): \4/57"'7fn(x): {L/E’n22

fa

f3
f2
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=, Exercicios: Pensando Um Pouco Mais <

1
= 0
1. Prove que: [ : R =R dada por: f (z) = { wsen (3), @ # é continua em

0, z=0
zero.
Solugdo
1° Modo:
lim f () = limasin (= ) =0 = £(0)
lim f (z) = limz sin ~)=0= ,
Pois, }sin (%)| < 1ex — 0. Portanto, f é continua em zero. |

2° Modo: (), ©n — 0, 2, # 0,Yn € N, tem-se:

[f (zn) = F(O)] =

1
Z,.sin () ‘ — 0,
Tp

visto que: (sin ( L )) é limitada e x,, — 0. |

Tn

3° Modo: (xy,), T, — 0, x, # 0,Vn € N, tem-se:

1 1
|f () — f(0)] = |2p.sin ()‘ = |ay|. [sin ()‘ < |z, —0] <e,Vn > ny.
In In
De sorte que: f (x,) — f(0) =0.
Ou ainda, f é continua em zero. [ |

2. Seja f : R =R continua. Mostre que se f (x) = 0 para todo x racional, entdo,

f () = 0 para todo x em R.

Solugdo
Basta lembrar que: tanto Q e R\ Q sdo ambos densos em R. Assim,
Vxo € R, existe sequéncia de racionais (ry,), tal que: ¢, — xo.
Agora,
0=f(rn) = 0= limf(rn):f(limrn) = f ().
n—oo n—oo

Logo, f (xg) = 0 para todo xy em R. |

x, reQ

. Mostre que f é
1—z, 2€R|Q que f

3. Seja f : R =R definida por: f (z) := {
continua somente em xo = .
Solugdo

A prioir, Q e R\ Q sdo ambos densos em R. Assim,
Vxo € R, existem sequéncias de racionais (ry,) e de irrracionais (qy,), tais que: r, — xq e
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qn — xg. Assim,

ra = f (r) = @0 = f ((lim o) = f (20). M
Por outo lado, temos:
1—qn=f(qn)=>1—wo=f(nli_{goqn>=f(ﬂco)- (2)

agora, comparando (1) e (2), obtemos:
1
17£L’0:(E0:>£L’0:§.
Portanto, o tinico valor que f é continua é xy = |

bR

4. Seja f : X — R continua em xq € int (X). Se f (xo) > 0, entdo, prove que:
existe Vs (xg), tal que:
f(x) >0, para todo x € Vs (o) N X.

Solugdo

Majoracoes

[+ X — R continua em x, entdo, dado € = @ > 0 existe § > 0, tal que:

_%xo) < f(z) = f(xo) < f(;o)7 para todo x € Vs (x0) N X.
Dai vem:
f(xo) — @ < f(x), paratodo x € Vs (xo) N X.
Portanto,
fx)> f (o) > 0, para todo x € Vs (z9) N X.

2

5. Sejam lim f(z) = f(x0) e lim g (x) = g (zo), entdo,

Tr—rT0o T—T0

(¢) lim [f(2) +g(2)] = f (z0) £ g (20)-

T—xT0

Sejam f, g : X =R continua no ponto x = x, entdo, prove que as combinacoes

algébricas: (ii) f.g, (1i1) %, (iv) 5 com g (zo) # 0, Vo € X sdo continuas em x.

(4)

Majoracoes

-~
—~
=
I
~
—~
8
o
N
_|_
—
kS
=
~
[
LS
=
N

desde que:
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Basta escolher § = min {01, 92} .

Dado £ > 0, existe 6 = min {dy,d2} > 0, tais que:
€
|f (@) = [ (2o)| < §’Vl’ to — @l <6y
5
lg(z) —g(x0)| < i,Vat e — o] < da.

Assim, tomando-se 6 = min {01, J2} segue-se que:

|(f () + g (x)) = [f (x0) + g (x0)]]

(f () = f(20)) + (9 (2) = g (20))]
< |f (@) = f (@o)| + |g (z) — g (wo)]

% g—a sempre que
[(f (@) +9(x) = (L+ M)| = [(f (z) = L) + (9 (z) = M)
<|f(x) = LI+ |g (z) — M]|

< %+%_5’ sempre que |x — xg| < 6.

Portanto,
lim [f(z) + g (2)] = f(z0) + g (x0) .-

Neste caso, o processo é inteiramente andlogo com
lim [f (z) — g ()] = [ (x0) — g (z0) .
T—T0o

Faremos as majoragoes e a reda¢do matematica da demonstragdo, ficara como

exercicio!
Majoracgoes:
[(f (2) = g (x)) = (f (x0) — g (z0))| = |(f (x) = f (20)) + (9 (z0) — g (x))]
<|f (@) = f (o)l + 19 (z) — g (zo)]
€ €
< 5 + 5 =£g,
desde que:
|z — zo] < &

Ressaltando que:

Basta proceder como o caso anterior (ficard como exercicio!)

78
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(i) lim [f (z).g ()] = f (z0) .9 (z0).

Majoracoes
A priori, basta notar que:
f (@) .9 (x) = f (x0) .g (wo)| = |f (2) .9 (x) = f (20) .9 () + [ (x0) -9 (x) — f (w0) .g (w0)]
<lg@)]-[f (@) = f (2o)| + | (xo)] - |9 () = g (wo)]
< K% L ﬁ Yz i | — x| < 0.
Onde § = min {01, 2} . Além disso,

g (@) = lg (xo)| < g (x) =g (zo)| <L Va: |z —wo| <0y
= [g (@) <1+lg(xo)| = K, Va : |z — o < b2

A redacdo matemdtica da demonstracgdo, ficara a critério do leitor!

(#41) lim [ﬁ} = @, com g(x0) #0, Ve € X: |z — x| <9

T—xT0

Majoragoes

xo)| < l9 (;O)|,V$ de—xo] <O

:>|g(m)|>w Vo | — x| < 6

5
1 2
— —— < —, Va:|lz—x0| <6
5@ ey el
1 1 g (z0) — g (2)] 2
- = < g (zo) —g (@) <e
‘gu) g(@o)| ~ lg(zo)l-lg @] ~ g (wo)] "
2
e g (x
— J9 (o) ~ g ()] < O o ) <5
A demonstracio, fica a critério do leitor!
; : f@)] _ f(=zo)
(iv) zhﬁr;lo {g(w)} = gy comyg (z9) £ 0
Note que:
) 1 1 f (20)
lim |f(x }:fx . = , com g (xq) # 0.
i [0 | =1 00y = S eomote

6. Seja f : 1 —R uma fungao, tal que:
|f () — f (z0)] < M|z — 29|,Vz,20 € L

(Fungdo Lipschitziana) Prove que: f é continua em x, sendo M € R com M >0.
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Majoracoes

If () = f (zo)] < M|z — 20| < & => x-xokﬁ

Basta escolher § = M >0.

£
M’

Dado € > 0, existe 6 = § (930, ﬁ) > 0, tal que:

|z — 20| <0 = |z — 20| < &:>M.|x—xo| <e.
Agora, como
€
£ (@) = f (20 <Mz - wo] < Mo =,
segue-se que:
|t —xo| <6 = [f (x) — f(x0)] <e.
Portanto, f é continua em x. [ |

7. Fungao Uniformemente Continua

Seja f : X — R uma funcdo. Dizemos que f é uniformemente continua se, e somente
se, dado € > 0, existe § > 0, tal que:

Va,x9 € Xt |z —xo| < d = |f () — f(x0)] < e.

(A continuidade uniforme tem propriedade global)

Seja f : X—R uma funcao, tal que: f é uma Fungdo Lipschitziana Prove que: f é uniformemente continua.

Majoracoes

Note que: [ é uma Fungdo Lipschitziana
€
Ve,x0 € X 1 |f () — f(xo)| <Mz —xo| < e = |x — 20| < M

Assim, basta tomar § = ﬁ > 0.

dado € > 0, existe § = ﬁ > 0, tal que:

€
Ve, x0 € X |z — x| <6 = |z — 20| < M
Como f € de Lipschitz

Va,x0 € X o |f (x) — f(x0)] < M|z — x|

Dai, segue-se que:
Va0 € X ¢ |f (@) — f (w0)] < Mfr — o] < M. = <.

Ou ainda,
Vo, 20 € X :|lx —xo| <d = |f (x) — [ (x0)] <e.

De sorte que: f é uniformemente continua |
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8. Mostre que as fungoes dadas sdo uniformemente continuas
(a) f:[0,2] — R, definida por: f (x) = x>
(b) f: R — R, definida por: f (z) =sinx

Majoragoes
(a) f:10,2] — R, definida por: f (x) = x>
|f (&) = f (zo)| = |2° — 23| = |& — wo| - |& + wo| < |2 — wo|. [|z] + |zo]]
0<x<2: x|+ |zo| <2+2=4. Assim,
|f (x) = f (@) | < & — ol - [Jx] + [aol] < 4. |z — zo]

Dai, como a fungdo é de Lipschitz podemos concluir que: f é uniformemente continua.

Mas faremos também via defini¢do
€

|f (2) = f (20)| < 4] — o] <e = |z — 20| < 7

Assim, basta escolher 6 = 5.

dado £ > 0, existe = i > 0, tal que:
€

Vo, x0 €[0,2] : |z — 20| <6 = |z — 20| < 1

= 4|z —xo| <€
Além disso, temos:
£ (@) = £ (@0)] < |& = ol o] + lwol) < 4. | — wo| < 4.5 =<
Ou ainda,
Vo, x9 € [0,2] : |z —xo| <d = |f (x) — [ (x0)] < e.

Dito de outro modo, f é uniformemente continua. [ |

(b) f : R — R, definida por: f (x) = sinx

Sugestao:

Vo, o € R : |sin (z) — sin (zg)]| < |z — zo| < &.

Basta tomar § = .

dado € > 0, existe 6 = ¢ > 0, tal que:

Ve, z0 € Rz — 29| <d = |z — 20| <e.
Agora, como

Vo, xo € R : |sin () — sin (zg)] < |z — 0],
segue-se que:

Vo, x0 € R: |z — 29| < J = |sin (z) — sin (20)| < |z — zo| < €.

De sorte que: f € uniformemente continua. |



Capitulo 4 Derivadas

”Por favor, poderia me dizer que caminho devo seguir agora?
Isso depende bastante de até onde vocé quer chegar.”
Lewis Carrol - Alice no Pais das Maravilhas

A derivada de uma fungdo é um conceito fundamental na andlise matemdatica que descreve a taxa de variacdo
instantanea de uma funcdo em relacdo a sua variavel independente. Em outras palavras, a derivada indica como
a fungdo muda em um ponto especifico. Ressaltando que a derivada tem carater local

A derivada tem varias interpretacoes e aplicacoes importantes: Taxa de Variacdo Instantanea: A derivada
fornece a taxa de variagdo instantanea da fungcdo em um ponto especifico. Tangente a uma Curva: A derivada em
um ponto de uma fungdo fornece a inclinagdo da reta tangente a curva da fungdo nesse ponto. Isso é util para
entender a geometria da curva.

O calculo das derivadas é uma parte central da andlise matematica, e existem varias regras e técnicas para
calcular derivadas de funcoes de diferentes tipos. As derivadas sdo usadas em uma ampla variedade de campos

da matematica e das ciéncias para modelar e compreender o mundo ao nosso redor.
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4.1 A Derivada de uma funcdo f

Definicao 4.1

Seja f : X =R uma funcado e seja x € X\ {xo} . A derivada de f em x, e dada por:

£ (o) — 1 L@ = F @)

T—T0 r — X

ou equivalentemente, x € X\ {0}, temos:

) — B [ (xo+h) — f(x0)

h—0 h ’

quando existir o limite.

@ Observagao
1. Seja f : X =R uma fungdo e seja x € X\ {xo} . Consideremos a vizinhanga Vs (z9),
entdo, o quociente de Newton, é dado por:

g(@) = LTI a0 A (X0 o).

r — X
2. A derivada na linguagem das seqiiéncias, é descrita por:

7o) =t LT 0)

n—-+oo Ty — X0
(zn) € (X\{z0}), zn, # x para todo n.

Fatos

F1) f é derivavel em xy = f é continua em x.
Demostracao

Basta notar que:

lim [f (2n) — f (z0)] = lim I @) =T (20)

n—+oo n—-+oo Tp — To

Jxn — 0] = f7 (20) .0 =0.
Portanto,

lim [f (zn) = f(20)] = 0= Tim_f(xn) = f(20).

n—-+4oo n—-+oo

Ou ainda, f é continua em xg. [ |

Fs) f é derivavel em xg < f1’(z0) = f’— (x0) onde:
(i) A derivada a direita f’(xo) é dada por:

- fx) = f(x0)
+(xg) = lim ——————~,
I+ ( 0) Ty T — o
(i1) A derivada a esquerda f_’(xq) é descirta por:
f,— (l'O) — lim f (l’) _ f (330)’
T—T T — Xo

quando os limites existirem.
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=, Exercicios Gerais <>

z2, z>1
1. Calcule a e b para que a fungdo f (x) = ~ _ seja derivavel
ar+b, x<l1
emx = 1.
Solugao
Por definigao, temos:
@) - f) 2?17
(1) =f = lim ————~> =1
f+ ( ) f * ('I'O) mi)nl/1Jr rz—1 xi>n11Jr rz—1
= lim_ -1 (@+1 1)'(f+1) = lim (z+1) =
z—1 xr — rz—1
Procedendo de forma andloga, tem-se:
—f(1 —12
fo' (1) = f_ (z0) = lim fl@) - F@) _ lim w_ (1)
z—1- z—1 T—1- x—1

Agora, como [ é derivavel em x = 1 segue-se que: f é continua em x = 1, ou seja,

f(1)= lim 2* = lim (ax+b) = 1=a+b.
z—1+ z—1—

Ou ainda,
b—1=—a )
Decorre de (1) e (2) que:
o fx) - f(1) . azx—a .. a(z-—1)
7’ 1 = ’7 = —_— = 1 _ = -~ @@ 7 —
. e e
Como f1’(1) = f_’(1) por conseguinte, obtemos: a =2 e b= —1. [ |

2. Determine a e b para que exista a derivada de f em x = 1, onde:

ax?+b, <1
€Tr) =
1) { L z>1

T

Solugdo

Por definicdo, temos:

f+7(1) = lim F@=f) gy 2= (@Fh) "

z—1+ r—1 z—1+ r—1

Procedendo de forma andloga, tem-se:

—-fQ Z4+b-— b
)= i L@ IO e b= (ah) o
r—1— z—1 rz—1- r—1
—1 1
= lim M = lim a(x+1) = 2a.
r—1— z—1 r—1-
Agora, como [ é derivavel em xo = 1 segue-se que: f é continua em xy = 1, ou seja,
1
1) = li —) =1 >4+b) = 1=a+b.
1 ;n() Jim (aa® +b) at
Ou ainda,
l=a+05b. 3)
Dai, substituindo (3) e (1), obtemos:
1 1—x
1 iz —(z—1) 1 -1
For() = lim 220 = fim o — fpg —@ D) = lim — =1 @)

a1tz —1 a1tz —1 251+ x (z—1) 251+ @
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Como f1’(1) = f_'(1) por conseguinte, vem: 2a = —1eb=1— ().
Logo,a:f%eb:%. ]

3. Suponha que
f (z) = f (V)] < (x—1)°

para todo x. Verifique se f é continua em 1.
Solugao

1° Modo:
Com efeito,

-1’ f(@) - f) < (@ -1,

Agora, como
lim (z —1)>=0e lim — (z —1)>=0

r—1 rz—1

segue-se do teorema do sanduiche que:

lim [£ () — £ (1)] = 0 <= lim f (2) = £ (1).

z—1 z—1

De sorte que: f é continua em 1. |

2° Modo:
Seja (xy,), tal que: x, — 1, entdo,

lim |f (zn) — f (1) < lim (2, —1)* =0.

n—oo n—00
Portanto,
i [f () — £ (1] = 0= lim f () = £ (1)
Ou ainda, f é continua em 1. |

4. Seja f uma funcdo dada por:
g(z)—g(zo)
- S 2

/
9 (z9), x=uxo.
Prove que: Se g’(xq) existe, entdo, [ é continua em x.

Solugao

A priori, existe g’(xg), desta forma tem-se:

g(fE)—g(on) :f(x())

g’ (xo) = lim
r—>To T — X9
Assim,
) . x)—g(x ,
lim f(z)= lim g(z) —g(z0) =g (z0) = f (x0)
T—>x0 T—>T0 r — X

Portanto, [ é continua em xy. |
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5. Sejam f e g definidas em R, com g continua em 0, e tais que, para todo x,

6.

temos

f(x) =g (z).
Mostre que f é derivavel em 0.
Solucgao

A priori, g continua em 0, ou seja,
lim g (z) = g(0)

Tr—>X0
‘ f (@)~ () (x)
Vi x) — .oxg(r) . B
f0)= lim ————= lim ———= lim g(z)=g(0).
Decorre da continuidade de g em zero que: f é derivavel em 0. ]

Seja f : R =R uma funcdo diferenciavel, tal que:

fx) = Fy) =M(z —y)",

Va,y € ReparaalgumM € Ren > 1, n € N. Mostre que: f é constante.

Solugao

Seja (x,,), com x,, —> a, entdo,

f(@n) = f(a) = M(z, — a)" =

Agora, passando ao limite, obtremos:

flen) = f(a)

Ty — G

= M(z, —a)"" L.

f’(a) = lim flen) = Fl@) _ lim [M(z, —a)" '] =0, n>1,Va € R.
Dai, obtemos:
f(a) =0,Ya € R.
Logo, f é constante. |

Sejam f e g funcdes cujos dominios sdo o conjunto de todos os niimeros
reais. Além disso, suponha que:
i)g(z)==f () +1;
1) g(a+b) =g(a)- g (b) para todo a e b;
141) ill%f (x) : 1.
Verifique se: g (x) = g (x).
Solucgdo
Com efeito, das hipoteses, tem-se:
g(@+h)=g(x).g(h),g(h)=hf(h)+1Lelimf(h)=1
Além disso, por definicdo, temos:
g(x+h)—g()

g (@) = g, Ty =

h)—1 hf(h)+1-1
:g(x).h@o%:g(x).h@of()%

Portanto, g (x) = g (z). [ |
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8. Determine a equacdo da reta tangente a curva
€22 +y*=R* R>0,
no ponto (g, yo) com yo # 0. Conclua dai que a reta é descrita por:
xxo + yyo = R°.

(Interprete geometricamente)

Solugdo
Suponha y = f (z) e 2% + y?> = R?, entdo derivando implicitamente, vem:
22429y =0=1y = -
Y

> To
=y’ (20,%0) = —%,Z/O # 0.

Agora, a equagdo da reta tangente a curva £ passando por (xg,yo) é descrita por:

Zo
y—yo=——-(x—x0).
Yo

Agora, fazendo algumas manipulagées algébricas, vem:
Yyo — Yy = —xxo + 5 <= yyo + xxo = x5 + y5 = R,
Logo,
zz0 + yyo = R>.

9. Se f'(xo) existe, verifique se:

xf (wo) — w0 f ()

mlggclo T — Xo = f (o) = xof (z0).
Solugdo
Com efeito,
lim zf (vo) —xof (v) lim zf (wo) — wof (wo) + o f (z0) — 0 f ()
T—To T — X9 o T—xTo T — X0
= lim {f (zo) . [z = 2] _ Zg- [f (2) = f (zo)] }
T—TQ xr — X T — T
= f(x0) — w0 f(w0) -
Portanto,

lim zf (z0) —z0f (7)

T—x0 Tr — X0

= f(x0) — zof (o) -
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10. Mostre por definicdo que:
() f (z) =sinx = f’(z) = cosz (@) f () = cosz = f’(x) = —sinz.

Solugdo
(1) f () =sinz = f’(x) = cosz

Por definicao, temos:

vin o fe4+h)—f(x) .. sin(z+h)—sin(z)
FE=im= =i h
. sinzcosh + sinhcosz — sin (z)
= lim
h—0 h
. . (l—cosh) sinh
lim |—sinz. + .COS T
h—0

h h

=sinz.0+ 1.cosx = cos .

|
(#) f () = cosz => f’(x) = —sinz.
Procedendo de forma andloga, destacando que
cos (z + h) = cos (z) .cos (h) —sin (z) .sin (h) ,
obtemos:
vin v flx+h)—f(x) . cos(x+h)—cos(x)
N h
i &8 (z).cos (h) —sin (x) .sin (h) — sin (z)
= s h
= lim |—sinx sinh sinx 7(1 —cosh)
~ 50 " h ' h
= —sinz.1 +0.sinx = —sinz.
|

11. Seja f : I — R continua no ponto a interior ao intervalo 1. Suponha que existe

L € R tal que:
lim [ (yn) — f (z0)

n—o0 yn — Tp

= L.

para todo par de sequéncias (x,,), (yn) em L com z, < a < y, e

lim z, = lim y, = a.
n—oo n—oo

Prove que existe ’(a) = L. Mostre que a hipétese de f ser continua no ponto

a é indispensavel.

Solucgdo
Por hipétese, tem-se: f é continua no ponto a, ou seja,

Jmf ) = (Jfimre) = 1)
e

lim £ (yn) = f ((Jim yn) = f (@)

n—oo

Além disso,
Flyn) = f(@n) _ flyn) = Fla) (o —a)  fla) = flan) (20 —a)
Yn — Tn Yn —a .yn*xn Lp —a .yn*xn.
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12.

Dito de outro modo, tem-se:

[ (yn) — f (zn) _ fyn) = fla) (yn—a) | f(xn) — f(a) (a—zn)

) + . 1)
Yn — Tn Yn —a Yn — T Tn —a Yn — T
e
tn:yn_a:>1_tn:1_yn_a:af_xn. (2)
Yn — T Yn — T Yn — T

Agora, substituindo (2) em (1), obtemos:

f(yn)_f(xn):tnf(yn)_f(a)+(1_tn)f(mn)_f(a) com0 <t <1
Yn — Tn Yn — @ Tp —a ’ -
Assim,
tim L0 =S @)y g LO ZS@ gy g L) =T (@

De sorte que:

L= limM: lim (t,).f (a)+ lim (1 —t,).f (a) = f(a).

n—oo yn — Tn n—oo n—oQ

Ou ainda,

L=f(a).

Uma funcdo f : 1 — R, derivavel no intervalo 1, satisfaz a condigdo de

Lipschitz |f (z) — f (y)| < C. |z —y|,Vx,y € L se, e somente se,
/" (o) < C.
para todo x € .

Solucgao
(=) Com efeito, pela condigdo de Lipschitz, temos:

lim f(x) = f (20) — | Iim [ (x) = f(20) <cC.
T—xT( xr — Xo T—To Tr — Xo
Logo,
|f (o) < C.

(<=) Reciprocamente |f’ (x9)] < Ce f’(z9) = lim @) =f(zo)

T—To T—To

Dado € > 0 existe § (xq,€) > 0 tal que:

M — f’(ﬂfo)‘ < e desde que: |x — x| < ¢
T — X0
Dai obtemos:
M — | (w0)| < ‘f(x)—f(xo) — [ (z0)| < e desde que: |x — xo| < ¢
T —xg T —To

Pondo C = ¢ + |f’ (x0)] segue-se que:
|f (Qf) - f ($0)| < C. |$ - $0| avmaxo el
Portanto, f é de Lipschitz. |
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13.

14.

Seja f : I — R, definida no intervalo 1. Se existe o > 1
tal que: |f (z) — f (y)| < |z —y|®,Va,y € L, entdo f é continua e
possui derivada nula em todos os pontos de 1. Consequentemente,

f é constante.

Majoracoes

|f (x) = f(z0)] < [z —@0]™ <e.

Dai obtemos:

T — x| < {/e.

Assim, basta tomar § = {/.
Solugdo
Dado ¢ > 0, exsite 6 = {/ > 0 tal que:
[z — x| <0 = |z — x| < Ve=|f(2) = f(20)] < [z —20|" <e.
Por conseguinte, vem:
|z —wo| <0 = |f(x) — f (zo)| <e.

De sorte que: f é continua em xg.

Além disso,
f(@) = f(zo)

-1
<|z—mzo|" .
T — X

If (@) = f(0)| < |z —20]” <e =

Agora, passando o limite a medida que x — x¢, obtemos:
f (1‘0) =0,Vzq € int (]I) .

De sorte que: f (x) = K constante. |

A funcgdo de Dirichlet g : R — R, definida por:
g () = 1,z e€Q
0,2 € R\ Q.
g ndo é continua em algum ponto da reta.
Q: Conjunto dos niimeros racionais

R\ Q: Conjunto dos niimeros irracionais.

Solugdo

Como Q e R\ Q sdo ambos densos em R, entdo, pela completude R,

existem sequéncias (z,) C Q e (y,) C R\ Q ,tais que:

Ty —> To € Yp —> X, onde xg € R.

Se (zy,) C Q, entdo, g (z,) =1 — g (x0) = 1 Caso contrdrio,

(yn) CR\ Qg (yn) =0 — g (z¢) = 0, absurdo!

Logo, g ndo é continua em ponto algum da reta. |
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15.

16.

Seja g : R — R, definida por:

B x%in(%),x;ﬁ()
g(x)—{ 0, z=0.

E derivavel em x = 0 mas a derivada ndo é continua em x = 0.

Solugao
g(x)—g(0) _ . a?sin ()

1
lim —*———~ = lim ——%% = limzsin <> =0.
xz—0 x—0 z—0 x xz—0 x

Pois, limz e |sin (%)‘ < 1 limitada.
z—0

Logo,

Além disso, x # 0 tem-se:
e, portanto,

queremos mostrar que

limg’ (2) # g° (0)
De fato, g’(0) = 0 e ndo existe iig%)g’(x) .
Dito de outro modo g’ ndo é continua em x = 0.

Seja f : X — R, definida no intervalo X. Dizemos que f é de Holder.
Se existe M > 0, a € (0, 1], tais que:

I (1) = f (22)] < M. |2y — 22|, Vg, 22 € X

(i) Mostre que: se | é Holder, entdo, | é uniformemente.
(13) Se a condi¢do de Holder permitisse o > 1, entdo, f’(x) = 0,Vz € int (X)
possui derivada nula em todos os pontos de X. Por conseguinte,

f (z) = K é constante.

Majoragoes

a o g
|f (@) = f (o) < M. |z —x0]” <& = [z — 20| i

Dai obtemos:
e
i

|z — xo| <

Assim, basta tomar 6 = /5 > 0.
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Solugao
(i) Dado € > 0, exsite § = /<7 > 0 tal que:

3 a 9 «
|z —zo| < 0 = |z — 0| < ,“/M:>|xfx0| <M:>|f(x)ff(xo)|§M.|mf:co| <e.

Por conseguinte, vem:
v —xo] <0 = |f (x) — f(x0)| < &,Vx,z9 €X

De sorte que: [ é uniformemente continua. |
(i1) Além disso, se o« > 1 ,entdo temo-se:

f(@) — f(20)

< M. |z — x|
T — X9

|f(x) = f(z0)| < M. |z —zo|" <e =

Agora, passando o limite a medida que x — x¢, obtemos:
7 (zo) = 0,Vzg € int (X).

De sorte que: f (x) = K constante. |

17. Calcule por definicdo a derivada de cada fungdo dada:
1) f(x)=0b 3)f(x)=ax+b 5)f(x)=sinz
2) f(z) =a" 4) f(z) =5 6) f (z) = cosz

Solugao
D f(z)=0
Por definicao, temos:
f(zg) = lim f@) = fzo) = lim b-b = lim 0=0.
T—x0 T — xg =T X — T r—xo

2) f(x) = a”
Decorre da definicdo que:

fx) = f (o) _ T

(x—xo). (a" P+ 2" 2zo+ ...+ xxp %+ )

f(zg) = lim = lim
T—x0 T — g T—T0 T — T z—x0 T — Ig
= lim (2" ' +2" %xo+ ... +azf > +af) =nay
T—XT0

3) f(x)=ax+b
Por defini¢ao, tem-se:
F@) =) _ et~ (oo +D)

f (xg) = lim
T—To T — X9 T—To T — X0
e S ] C k) I
T—=xo T — X rT—=xo T — T T—T0
4) f(x) =3
Da definicao, temos:
1 1
z)— f(x = o o — T— 1
f(xo) = limif() f(o): lim &% — Jim =2 .
Tz X — T ToTo X — X9 T XLy (T — To)
—(x—x 1 -1 -1
= lim ( 0). = lim — = —.
Tz TTQ (x —xo) a—wozz I

5) f(z) =sine = f’(z) = cosz
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Por definicao, temos:

flx+h)—f(x) _ limsin(a:—i—h)—sin(:c)

f’(z) = lim

h—0 h h—0 h
. sinzcosh + sinhcosx — sin (z)
= lim
h—0 h
) . (l—cosh) sinh
= lim |—sinz. + .COST
h—0 h h

=sinz.0+ 1.cosx = cosx.

(#) f (x) = cosx = f’(x) = —sinz.

6) f () =cosz = f’(x) = —sinz.
Procedendo de forma andloga, destacando que

cos (x + h) = cos () . cos (h) — sin (z) . sin (h),

obtemos:
v o f@4+h)—=f(x) . cos(x+h)—cos(x)
FO=m= h
. cos(x).cos(h)—sin(z).sin (h) — sin (z)
= lim
h—0 h
~ lim | sinh . (1—cosh)
= lim | —sinz.— sin z .
= —sinz.1 +0.sinx = —sinz.

Teorema 4.1 (Regras de Derivagdo )

Sejam f, g : X — R fungdes deriviveis em g € int (X) e sejac € R
com ¢ # 0. Entdo, tem-se:

(@) (f £9) (w0) = f(z0) £ g’(x0)

(1) (cf) (wo) = cf "(zo)

(id) (f.9) (zo) = f’(x0) .9 (xo) + f (z0) -9’ (20)
(iv) (2 ) (o) = 228, com g (o) # 0.

(

_ f(zo)g(zo)— f(wO)g'(wO)
”)( ) (o) = [9(z0)]2

, com g (zg) # 0.

3

Demostracao
(i) Por defini¢do, tem-se:

(F+9)" (z0) = tim SF9@ = (F+9)(@0)

o 16 _i(;f): o)~ o)
T—xT0 T — T T — T
= Jim [Ty [0 =0

= f"(z0) + g (w0) -
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(49) Por defini¢do, temos:

(cf) (x) = (¢f) (x0)

(cf)’ (z9) = lim

T—To

T — X9

ey [L@=S o]

T — X

Tr—xo

= cf’ (wo)-

(4i7) Por defini¢ao, tem-se:

(f-9) (x) = (f.g) (x0)

(f-9) (xo) = lim

T—Tg T — X0
0 xr To x To
= [ (@0) .9 (z0) + f (z0) .g" (o) -
(iv) Com efeito,
) @) - (2) o)
(5) 0= i, ) 1»55) -
i 19(@) — g (20)] 1
T—z0 x—1x9  g(x).9(x0)
_ 50 oy 0,
g (2o
(v) Decorre da defini¢ao que:
l’x =f (x b x —9" (20)
(15) @0 =1 o) i P 280

_ " (®0) g (z0) — f (z0) 9" (w0)

lg (»”Coﬂ2

Exemplo 4.1

Calcule as derivadas das funcoes trigonométricas

1. f(z) =sine = f’(z) = cosz
Por definicdo, temos:

fleth) —f@) _

, com g () # 0.

i S0 (x 4+ h) —sin (z)

s — 1'
1 (x) hlg%) h h—0
. sinzcosh + sin hcosx — sin (z)
= lim
h—0 h
. . (1 —cosh) sinh
= lim |[—sinz. .COS T
h—0 h h

=sginz.0+ 1.cosx = cos .

2. f(z) =cosz = f’(x) = —sinx.
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Procedendo de forma analoga, destacando que

cos (x + h) = cos (x).cos (h) — sin (z) . sin (h) ,

obtemos:
, . flx+h)—f(2) . cos(x+ h)— cos(z)
fr(@) = lim, h = fim, h
_ i & (x).cos (h) —sin (z) .sin (h) — sin (z)
h—0 h
= lim —sinx.@ —sinx.m
h—0 h h

= —sinz.1+0.sinxz = —sinx.

3 f(x) =tgy = Snz

cosx”
Usando as regras derivadas para o quociente e a identidade

2

cos? x + sin? x = 1, obtem-se:

. — si —si 1
£ (@) = (cosx).cosx su;m( sin ) _ e
(cos ) cos“x

4. f(z) = cotgax = 5L

sina *

Usando as regras derivadas para o quociente e a identidade
sin? z + cos? z = 1, obtem-se:
(—sinz).sinx — cosx (cos ) -1

f(x)= = — = — cossec 2.
(@) (sinz)? sin® z

5. f(r) =secx = 2

Ccos T

Usando as regras derivadas para o quociente, vem:

£ (@) 0.cosz — 1 (—sinz) 1 sinz ;
x) = = = secz.tgzr.
(cos $)2 COS T COS T g

6. f(x) = cossecx = -
Usando as regras derivadas para o quociente, vem:

0.sinxz — 1 (cosx 1 cosz

f(z) = <2 ) = —— —— = — cossec T. cotg x.
(sinx) sinz sinx

95



Exercicios Gerais 96

Teorema 4.2 (Regra da Cadeia )
Sejam 1 e J intervalos da reta e sejam [ : 1 — Reg:J = f(I) = R fungdes continuas.
Se f é derivavel em x = xq e g é derivavel em yo = f (x0), entdo, g o f é derivivel em
Tg e vale

(go f) (o) =g’ (f (z0))-f (o). v
Demostracao
9(y)—g(yo) v # Yo
Consideremos G : J — R dada por G (y) := Y=o ’ , entao,
9 (y) y=1o
G € continua em J. De fato, basta notar que:
tim G (y) = im L9000 _ gy — Gy
Y—Yo Y—Yo Y — Yo
Logo, G é continua em J.
Agora, para y # 1, temos:
9W) —9(y) =G )y —w),
ou ainda,
x)) — T z)— f(z
T — Xo T — o

G o f é continua e, portanto, passando o limite em (1), obtemos:

- g(f (@) —g(f(@0)) _ . f (@) = f(xo) _ N ,
Jim LI — i G (f (@) S = G (w0))-f (@0) = 9 (F (20) S (@0)
|

Teorema 4.3 (Teorema da fungdo Inversa:)
Sejam f : 1T — R derivivel e estritamente crescente com inversa g : J = f (I) = R, com
f’(x0) # 0. Entdo, tem-se: g’(yo) = m Yo = f (%0) - .

Demostracdo
Sugestao:
Basta observar que:

9(y) — g (vo)) g(f(x)) —g(f(wo)) 1

g’ (yo) = lim = lim = lim

y—ryo Y=Y T—T0 f(x) — f(l‘(]) T—T0o f(z)=f(z0)

r—xo

4.2 Maximo e Minimo Local (Relativo)

Seja f : X — R uma fungdo. Dizemos que:
(i) f (x0) é mdximo local, quando: existe § > 0, tal que:

fx) < f(mo), Vae (XNVs(xp)).
(13) f (zo) é minimo local, quando: existe § > 0, tal que:
fxo) < f(x), Ve (XNVs(xg)).
@ Observagao

Ao maximo ou minimo local (relativo) chama-se: extremo local (relativo).
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Seja f : X — R uma fungdo, tal que:
(i) f é derivavel em x( € int (X);

(1) f admite um extremo local em x € int (X). Entdo, f’(x¢) = 0.

@ Observagdo
Antes de passarmos a demonstragdo, vejamos que a reciproca do teorema é falsa.
Basta escolher, f (z) = 3. Além disso, f’(z9) = 0 = x¢ = 0. No entanto, f (0) ndo
é extremo local.

Demostracio (Maximo Local)
Com efeito,

f(z) < f(zo),Vze (XNVs(xg)).

Entao, temos:
f (x) = f (o) { <0, 2>

T — X0 >0,z <xo

entdo, vem: fi’(z9) <0e f_’(x0) > 0ecomo f éderivavel em xz( segue-se que:

[ (@o) = 0.

Teorema 4.5 (Teorema de Rolle)

Seja f : [a,b] = R uma fungdo, satisfazendo as seguinte condigdes:
(i) f é continua em [a,b];

(it) f é derivavel em (a,b);

(i) f (a) = f (b). Entdo, existe xo € (a,b), tal que: f’(xg) = 0.

(Interprete geometricamente o resultado do teorema)

Demostracao
Faremos a prova em duas parte, a saber:
1° Caso: Se f (x) = ¢, entdo, f’(xg) = 0, para todo xg € (a,b) . Admita agora f ndo constante.
2° Caso: Se f ndo é constante, entdo, f atinge 0 mdximo e o minimo em [a, b] ( Via Teorema de
Weierstrass ) e como f (a) = f (b), segue que o mdximo e o minimo de f ocorre no interior do intervalo
[a, b]. Além disso, como f é derivdvel em (a, b) segue-se que: existe zo € (a, b), tal que:

[ (zo) = 0.

Exemplo 4.2
Faga uma andlise da aplicabilidade do Teorema de Rolle para a
funcdo f definida por:

I [—— E] =R, f(z) = cos® z.
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(i) f & continua em |—7%, %] ;
(it) f é derivavel em ( T %) ;
(ii) f (=Z) = f (Z). Entdo, existe xg € (—Z,Z), tal que: f’(zq) = 0.
f(x0) = 2cos (zg) . sin (zg) = sin (2z¢) = 0. DAL, obtemos:

k
f(xo) =sin (2x0) =0 = 2z = kn = 29 = %,Vk €Z.

Em particular, temos: k =0= 29 =0 € (_%7 %) )

98

Teorema 4.6 (Teorema do Valor Médio)

Seja f : [a,b] = R uma funcdo, satisfazendo as seguinte condigdes:

(i) f é continua em [a,b];
(i9) f é derivavel em (a,b). Entdo existe xo € (a,b). tal que:

o = LO=100)

Q

(Interprete geometricamente o resultado do teorema)

Demostracdo

Consideremos @ : [a, b] — R definida por:

2w =@ -0 (H5) o,
Entéo, temos:
(¢) @ é continua em [a, b) ;
(i7) ® é derivavel em (a,b);

(#i1) @ (a) = @ (b) = 0, entdo, pelo Teorema de Rolle existe 2 € (a,b), de modo que:

®(an) = 0= £ o) - (L =) o

e, portanto,

Exemplo 4.3
1. Mostre que: |senb — senal < |b — a| para todo a,b € R.

Solugdo
Seja f : [a,b] — R definida por:
f(x) =sinx

Observe que:
(i) f é continua em [a,b];
(@) f é derivavel em (a,b), entdo, pelo Teorema do Valor médio existe xo € (a,b),
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de modo que:
sinb — sina

frlwo) = ——

= sinb —sina = cos (zg) . (b — a)

= cos ()

= |sinb — sina| = |cos (zg)] . |b — a] .
Agora, como |cos (z9)| < 1 segue-se que:

[sinb —sinal < |b—al,Va,beR.

2. Prove que: €* > 1+ x,Vx > 0, deduza dai que:

Solucao
Seja f : [0, 2] — R definida por:
fy=¢

Observe que:
(i) f é continua em [0, z];
(i1) f é derivavel em (0, ), entdo, pelo Teorema do Valor médio existe xo € (0, x),

de modo que:

e — ¢l

z—0

=" —= e —1=¢"2¢g

[ (wo) =

Agora, como xg € (0, ), segue-se que:
e >1=¢e"=e""x+1>x+1.

Portanto,
e >x+1,Vx > 0.

Por conseguinte, temos:

v xn+1 xn+1
enti > = e’ > =

Dai, vem:

er T " A

— > =0< =< =

zn A er T
Assim, pelo teorema do sanduiche obtemos:

n
Iim — =0

Este problema de provar que
e >1+x,Vr >0.

poderia ser resolvido definindo-se
fl@)y=e"—-1—2z,Ve >0

e estudando o sinal da derivada de [ que pode ser realizado via teorema a seguir.
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Seja f : [a,b] = R uma funcdo, tal que: f é continua em [a,b], f é derivavel em (a,b) .

(i) Se x € (a,b) : f’(x) > 0, entdo, [ é crescente em [a,b] .
(#3) Se x € (a,b) : f’(x) <0, entdo, f é decrescente em [a,b] .

(7) Decorre do teorema do valor médio que: V1, x5 € (a,b) : x1 < xo, tem-se:

f(w2) = f(21)

T2 — 1

[ (z0) =

= [ (22) > [ (21).

>0= f(z2) — f(z1) >0

Logo, f é crescente em [a, b] .
(i) A luz do teorema do valor médio, V1, 22 € (a,b) : 21 < x9,
temos:

f (xo) = P

= f(22) < f(21).

De sorte que: f é decrescente em [a, b] .

<0= f(z2) = f(z1) <0

Exemplo 4.4
1. Prove que: €* > 1+x,Vz >0

Solugdo
O mesmo problema poderia ser resolvido
definindo
flx)=€e"—1—2,Y2 >0

Derivando f em relacdo a x, obtemos:
flx)y=e"-1=0=¢€"=1.
Dai, obemos o ponto critico de f :

ef=1=2=0¢€ (0,00).

Sex € (0,00) : f’(x) > 0, entdo, f é crescente:
x>0= f(x)> f(0),
ou ainda,

r>0=¢e*"—-1—2>0.

De sorte que:
z>0=¢e">1+u.
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2. Sejam x1,x2, . .., T, nUmMeros reais positivos prove que:
n r1+xo+ ...+
1 1 1 < Yxi.29...2, < Ly

Com efeito, decorre do problema anteior que:

e*>1+xz,z>0.

Assim, basta observar que:

2

z i
6771 Z Ja
A
comj=12... ned=at2totin
Vejamos
T x1
eA >4
22 1 T2
e = A T T2 _q T _q Tr1 o T,
= <{ (e “led e > T
A A A
-1 In
eA >
ou ainda,
=1
z]4xot...4x r1.9...7T
e ey, L2
Z An
Logo,

A> Yr1me. . xy = Yr1.22.. .2

A primeira desigualdade € imediata, de fato:

1 1 1
11 1 (?1+E+"'+mn)
. ~ < '

o -
Logo,
n .
\/L1.T2 T
1 1 1
o T et o
De sorte que:
n 1+ 2o+ ...+ x
- : — < VEmy . T, < n
—t o+t n
2 Tn
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=, Capitulo 4 Exercicio

1. Sejay = le-s-w onde x = x (t) é uma fungdo definida e derivivel em R.
Verifique se, para todo t € R, tem-se: % = 72xy2‘fl—”t”.
Solugdo

Com efeito, temos:
y—x —> 1.

(y éfungdo de x e x é fungdo de t), entdo, derivar y em relagdo a t, a regra da cadeira

nos da: d dv d
Y Yy ar
—_— = .. 1
dt dx dt &
Além disso, )
dy —2x 1
YW T o () =22 2
v~ @2+ 1) x<x2+1) e @
Agora, de (1) e (2), obtemos:
dy _ o, 0%
at — 7 Var
]
2. Sejay = g () uma fungdo diferencidvel num intervalo aberto I, com
1 € I, suponha que f (1) = 2 e f’(1) = 4 para todo x € 1, tem-se: g (x) =z + [f (z)]*.
Calcule: (i) ¢'(x) (i) g(1).
Solugdo
(i) Pela regra da cadeira, tem-se:
g’ (x) =143[f @) .f (x)
(1) Sabemos que: f (1) =2e f’(1) = 4, entdo,
g’ (1) =1+3[f (] (1)
—1+3.(2)%.4=49.
|

3. Sejay = f (x) uma fungdo diferenciavel num intervalo aberto I, com 1 € 1,
suponha que f (1) = 2 e para todo x € 1, tem-se: f (x) = 22* + [f (z)]*.
Calcule: (i) f’(x) (i) f(1)
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Solucdo
Basta proceder como a questdo anterior, destacando :

fr(@) =82 +4[f () .f (2)
= f(x) —4[f ()P .f (x) = 8°
— (@) [1-4[f @) = 8°

83
— [0 = — .
1—4[f ()]
|
4. (A) Prove sem usar L’Hopital que :
(i) lim <=1 = &
z—0
Solucdo
Seja f (x) = ek entdo, f(x) = ke*®, em particular, temos:
f0)=Fk
Além disso, da definicdo de derivada, temos:
_ 0 kx _ 1
b= (0) = lim L@ SO e .
z—0 T — z—0 xT
|
. . . arctgr __
(i7) ili%i =1
Solugao
Seja f (x) = arctgz, entdo, f’(x) = ﬁ, em particular, temos:
f(0)=1
Além disso, da definicdo de derivada, temos:
o fx)—=f(0) . arctgw
IO m TR e T
]
(i47) lim @) —
x—0
Solugdo
Seja f (x) =In(xz + 1), entdo, f’(z) = 1%0 em particular, temos:
fr0)=1
Além disso, da defini¢do de derivada, temos:
— 1 1
1= £(0) = lg LSO _ppy In@t D)
z—0 x—0 x—0 x
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(iv) hn%(:cﬂ)% =

Solugdo
Decorre do item anterior que:

B

1 1
i 2@+ 1)

=1<= hm In(x+1)=
z—0 xT

@ln[hm (x+1) ﬂ

= [lim (x + 1)%} =el.

x—0

(v) liril (1+ g)x =eF, comk #0
r—r+00

Solugao

Sugestao

Além disso,

(Verifique!).
De sorte que:

(B) Use o resultado delineado no item anterior para obter k € R, de modo que:

kx+1\"
lim (———) =o9.
xirréo(kx—J ?

Solugao
Decorre do intem anterior que:

Dai, obtemos:

1
® 2
eKl =0 ek =9 —.In =1n (3?)
e K K
<:>zf2l (3)<:>l71 3= K=—
K- K" " In3
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5.

6.

Sejam f, g : R — R duas funcées derivaveis com as seguintes
propriedades:

Fr@)=g(x) eg’(x) = f (x), f(0) = 10 g (0) = —10. Calcule: (f (25))* = (g (25))” .

Solugao
Seja H (z) = [f (z)]* — [g (z)]°, entdo, temos:
H* (x) = 2.[f (2)] .f* (2) = 2.9 ()] 9" (2)
=2.[f ()] .g(z) = 2.[g ()] .f (x) = 0.
Como H’(z) = 0 para todo = € R segue-se que: H (z) = C.
Agora, H (0) = C e H (0) = [f (0)] — [¢ (0)]* = (10)*-(10)* = 0.
De sorte que:

H ()= 0= [f(2)]" - g ()" =0.

Em particular, quando x = 25, tem-se:

[f (25)]% = [g(25)] = 0.

|

Seja f uma fungdo continua e positiva no intervalo [a, b] e derivavel em (a,b) .
Mostre que: existe x, € (a,b), tal que:

F®) _ o) fiee

f(a)
Solugdo
Considere a fun¢do H : [a,b] — R definida por:

H(z)=In(f(z)),f(z)>0,Vz € [a,b].
(i) H é continua em [a, )] ;
(i1) H é derivavel em (a,b) .
Entao, pelo teorema do valor médio existe xy € (a,b), tal que:
)~ GO (@) _ f (o)
b—a f (@o)
[’ (o)
= In(f (b)) —In(f(a))=(b—a).
(f (b)) =In(f (a)) = ( )f(xo)

Ou ainda,

f (b)) f* (@o)

In =(b-a).
(F@) =0 T

Portanto,

1) _ b-a). 52

f(a)

|

Faca um estudo do crescimento e decrescimento da funcdo f dada por:
2

(i) f (@) = 37 (i) f(2) = we™® (i) f (x) = e 5 (iv) f(2) = 252 (v) f () = f (2) = 122

Solugao

Basta estudar o sinal de cada derivada de 1* ordem
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8. Sejam 0 < a < b. Entdo, verifique se:
D=4 arctgb tga < 2 —°
arctgb — arctga .
1+ 62 & & 1+a2
Solucgao
Considere a funcdo f : [a,b] — R definida por:
f(x) = arctgx,Vz € [a,b].
(i) f é continua em [a, bl ;
(ii) f é derivavel em (a,b)
Entdo, pelo teorema do valor médio existe xq € (a,b), tal que:

[ (wo) =

Como a < ro < b consequentemente, vem:

arctgb — arctga 1

b—a 142t

€]

> <ad<bPe=1+a®><l4ai<1+¥?

1 1 1
— < < . 2
1+a® 1423  1+0? )

Agora, decorre de (1) e (2) que:
1 arctg b — arctga 1 1

< = < ,
1+ a? b—a L+a3 = 1+0b2

ou ainda,
b—a

bh—
Tra < arctgb — arctga <
a

a
1402’

9. Sejam « e B dois niimeros reais positivos. Mostre que, se x > 0, entdo
oar + % > 2/an/B. Em particular, se © > 0 vale a desiguldade x + % > 2

Solugdo
1° Modo:
Estude o sinal da derivada primeira da funcdo f : (0,4+00) — R definida por:
_ p
f(x)=azx+ —
Ponto critico
, p B

= 2% = g :>$:i:;§
(i) Vx € (0, \\?) f(x) < 0= f édecrescente

(79) Vo € (f ) s f(x) > 0= f é crescente.

D e
esorteque
VBY _ VB va
f(ﬁ) a et ffm\/g

=Va./B+ V&.ﬁ =2ya.\/B.

ﬂ\ﬂ\
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10.

é o ponto de minimo absoluto para todo x € (0, +00) ou seja,

(z) > 2y /B <= oz + g > 2/aA/B

2° Modo:

Revisitando as desigualdades entre as médias geométrica e aritmétrica, obtem-se:

\/7 \/ax <:>2f\/B<ax+é.

Portanto,

0435—1—222\/5.\/5

Sejam f e g fungoes definidas e derivaveis em R. Suponhamos que
f(0) =0, g(0) =1 e que para todo x

frx)=g()eg (z)=—f(z).
Mostre que, para todo x,
(f (z) —sinz)® + (g (z) — cosz)* =0
Conclua dai que f (r) =sinx e g (x) = cosz.

Solugdo
Considere a funcdo H : R — R definida por:

H(z) = (f (z) —sinz)® + (g (z) — cosz)>.

Entdo, temos:

2 f
= 2(f (2) — sina) (g («
2(g(x) - cos ) [f (

~ ~—

Dai, vem:
H(x)=C
Agora,
H (0) = (f (0) = sin (0))* + (g (0) — cos (0))* =0
e = (C=0
H(0)=C
Logo,

Por conseguinte, obtemos:

f(x)=sinzeg(x) = cosz.

(f () —sinz) (f" (x) —cosz) +2 (g (z) — cosz) (¢° (x) + sinx)
—cosz) 4+ 2(g(x) — cosx) (—f (z) + sinx)
—sinz — f (z) +sinz] =0,Vx € R.
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4.3 Fungoes Convexas e Condigoes de Otimalidade de 1° e 2° ordem

Seja f : X — R uma fungao definida no intervalo X. Dizemos que f é convexa, quando:

F(A =)@ +tx2) < (L—1) f(z1) +1f (22),
para todo x1,x2 € Xe 0 <t < 1.

Teorema 4.8 (Condigcdo de 1 ordem)

Seja f : X — R uma fungéo, f € C*, entdo, temos:

f é convexa se, e somente se,

f ) = f (o) + [ (20) (z — 20)

para todo x, xo € int (X).

Demostracdao

(=) Suponha que f é convexa, entdo, temos:
f(A=t)wo +tx) < (1—1) f(x0) +tf (2),

ou ainda,

f (o + Uz = w0)) = f (w0) < E(f (2) = f(20)),

dito de outro modo, vem:

[ (xo +t(x —20)) — f (70)
t
Passando ao limte, quando ¢t — 0, obtemos:

f (o) + 17 (o) (& — o) < f () .

< f(@) = f (o). #)

(<) Reciprocamente,
f (@) = f (@) + f (o) (x — @0),
para todo z, xo € int (X).
Agora, fixando 1, 5 € int (X) e 0 < o < 1, temos:
af (z1) = af (zo) + [ (20) (a1 — axo) (D

e analogamente,

(1—a)f (z2) =2 (1 = a)f (xo) + [ (w0) (1 = @)z — (1 — a)mo) , 2)
Decorre de (1) e (2) que:

af (x1) + (1 —a)f (x2) = f(20) + f (20) [e1 + (1 — @) w2 — x0],
como xg = axy + (1 — ) x2 segue que:
af (z1) + (1 —a)f (x2) 2 f(az1 + (1 —a)zs).

Logo, f € convexa. |

?? Observacio  Na demonstracdo fazendo os detalhes de (#), obtemos:

_ _ h) —
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Teorema 4.9 (Condigdo de 2° ordem)

Seja f : X — R uma funcéo, f € C?. Entao,

f é convexa se, e somente se,

f7(x) >0,
para todo z € int (X) .
Vi
Demostracdo
(«<=) Com efeito, f”(x) > 0, entdo, a luz do desenvolvimento de Taylor, temos:
F @) = £ (20) + F* (@) (& — w0) + LD (o )2 4., (4
2!

ou ainda,
[ (@) = f(@o) + f (o) (x — 7o)
Visto que, 47 (2 — 14)® > 0, portanto,
f(@) = f(zo) + f (o) (z — o), (B)

e pelo Teorema das condi¢des de otimalidade de 1¢ ordem, segue que: f € convexa.

(=) Por hipétese f é convexa. Suponha que f”(z) < 0 para algum = € int (X), temos também que existe
xo € int (X), de modo que: f”(mo) (z — 0)” < 0. Além disso, pela expansio de Taylor, vem:

F&) = £ (o) + £ (o) (& — 20) + L0 (a — ap)? 0
conseqiientemente, '
[ (@) < f (o) + f (x0) (z — o) . (B)
Logo, A = B.
Portanto, f ndo é convexa. Absurdo! Pois, supomos f”(x) < 0.
De sorte que:  f”(z) > 0. |

= Capitulo 4 Exercicio

1. Verifique que f : R — R, dada por f (x) = €*, é convexa e conclua que,
parat € [0,1] e z,y € R quaisquer vale:

eIy < (1 — ¢) e 4 teY.
Deduza dai a desigualdade
a®.b’ < aa+ b,

para «, 3, a, b ndo-negativos, com o + 3 = 1.

Solugdo
Com efeito, f”(x) = e* > 0,Vx € R, entdo, pela condigao de otimalidade

de 2% ordem f é convexa, isto é,

(=t ax+ty) <A-1t).f(x)+t.f(z),Vte[0,1],
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e, portanto,

(7D < (1 — f) e 4 teV.
Agora, fazendo e* = a,eY =b, 1 —t=aet=p:a+ [ = 1. Dai vem:

e®170 (e¥) < (1 —t)e® + teY

(i
(€)7D (e¥)! < (1—t)e” + tev.
Logo,
a®.b® < aa + Bb.

|
2. Sejam 0 < a < b Entdo, verifique se:
b—a (b) b—a
<In{-)< .
b a a
Solucdo
Considere a fungdo f : [a,b] — R, onde a > 0, definida por:
f(z)=Inz,xz > 0,Vz € [a,b].
(i) f é continua em [a,b];
(ii) f é derivavel em (a,b) .
Entdo, pelo teorema do valor médio que:
, Inb—1Ina 1
f (xo) - b —a - ;0
1
= Inb—lna=(0b-a).—
To
b 1
= In <) =0b-a).—
a i)
Como 0 < a < o < b segue-se que:
1 1 1 b—a b—a b-—a
-> — > = < <
a x9 b b o a
Portanto,
b—a <b> b—a
<In|-)< .
b a a
|
3. Seja f: X — R convexa no intervalo X. Se ay,as,...,an € X, t1,ta,...,t, pertencema [0,1] e
th =1, prove que:
j=1
f Zt]’a]‘ S thf(aj).
j=1 j=1
Solucgao

Usaremos indugdo finita sobre n

(1) Paran = 2, tem-se:

2 2
FD tias | = f(tiar +taaz) < tif (ar) +taf (a2) = f | D tsa;
Jj=1 j=1
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( definicdo )
n n
(47) Suponha valido para n, isto é, f thaj < thf(aj).
j=1 j=1
( hipotese de inducdo ). Entdo falta mostrar paran + 1.
Vejamos
n+1 n
f thaj = f thaj + tn+1an+1
j=1 j=1
n
< thf(aj) + tnt1f (ant1)
j=1
n+1
= t;f(a;).
j=1
Portanto,
n+1 n+1
f thaj S thf(aj).
j=1 j=1
|
4. Sejam x1,T3,...,T, ety,ta,...,t, nilmeros reais ndo-negativos, com

ti1 +to+...+t, =1. Provequea;?.ncg2 xf{b <tix1+toxo + ...+ thTn.
Conclua, em particular a desigualdade entre a média aritmética e geométrica.
Solucdo

Com efeito, pela questdo anterior, tem-se:

n+1 n+1

f thaj S thf(aj).
j=1 j=1

Ou ainda,
f (t1a1 + tzag + ...+ tnan) S tlf(al) + tgf(ag) + ...+ tnf(an)

Agora, procedendo de forma andloga ao exercicio 1 fazendo
n

f@)=e"eti+tat...+t, = th = 1, obtemos:
Jj=1

ehtarttzazt.Flnan < ¢, 081 4 ) 092 4 4 %0

)
(e®) . (e®2)2 . (e%) ' < ty.e™ 4ty 4 ..+ t,.e
Além disso, fazendo €% = x; com j = 1,2,...,n segue-se que:
.23?..13;2 ... l‘;" <ti.x1+trxo+...+t,.x,

Set1 =t =...=1t, = %, entdo, temos
11 1
riry .oxy <

1 1 1
-1+ —X2o+ ...+ —.Tp.
n n n

De sorte que:

< 1 +To+ ...+ xp

V/XT1.9...2Tp

n
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4

Poderiamos usar as notagoes de

produtorio

e somatorio

A demonstracdo da questdo poderia ser feita por inducdo finita sobre n.
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Polinomio de Taylor

Sejam 1 := [a,b] e f : I — R uma fungdo de classe C™. O polinémio de Taylor de f no
ponto xq € int(L), é dado por:

P, (z) = f(zo) + !

Y
_F
R
! F
|
| —
O b8
onde: R, (x) = fzz:i)(f) (z—a0)"
Considere ¥ : [xg, x] — R, descrita por:
» t ”» t n t n
o) = f@ s L@ L@ LW,y
_ n+1
“R, (z) %
(z — x)
Entdo, temos:
(1) ® é continua em [xg, ] ;
(ii) ® é derivavel em (x9,x) ;
(#31) @ () = @ (z9) =0
Dai, pelo Teorema de Rolle, existe zy € (zo,x), tal que: ®’(zp) = 0.
Vejamos
s ’ ”» ’ ’y (:I: - t)2 ”»
W)= OO+ O F"0) 5+ O @-1)-
FY (1) no, () n—1 (z—t)"
Conseqiientemente, obtemos:
FrD (2) n (z—t)"
t)=—"—(xz—-t)"+(n+1)R,(x) ————.
=T e e ) R
Ou ainda,
(n+1) _ n
B (20) = 0= & (20) = —fil(z‘)) (z —20)" + (n+ 1) Ry (z) LZOBLH
n: (x — xo)
por conseguinte, temos:
F Y (20) (z — 20)"

(= 20)" = (n+1) Ry ()

n[ (.’L' o xo)n+1’

6]
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e, portanto,
_ SO (z0) (2 — 20)"

R, (z) = CE] , 20 € (xo, ).

A forma em (2) é chamada Férmula de Taylor de f no ponto xo com resto de Lagrange.

Calculos Auxiliares

@ (z) = @ (x0) =
® (o) = £ (@)~ £ zo) = 0 (@) - L0 (0 )?
n T — n+1
@ (20) = f () — f (z0) — f’l(!t) (x — 20) — f;!(t) (z — a0)?
e

(x —x0)" — R, (2)

n!
® (z0) = f(z) — Pp(z) — Rn () =0
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Derivadas das Funcoes Exponencial e Logaritmica

1. Considere a fungdo exponencial f : R — R definida por: f (x) = e” entdo, f’(x) = €®.

Solugdo
A priori, vejamos os esbogos grdficos de f (h) = el eg(h) =h +1

Intuitivamente, temos:

e ~h+1,h—0

a medida que: h — 0, ou ainda.
e" —1~hh—0

De sorte que:

h
e"—1
o ~1,h—0
Dito de outro modo, vem:
el -1
lim =1.
h—0
Agora, usando a definicdo de derivada, tem-se:
z+h _ h _ 1
f(z)= lim &% — % lim & =e".

h—0 h h—0
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2. Se f : R — R definida por: f (x) = a*, onde 0 < a # 1 entdo,

f(x)=a"lna
a>1
O<a<l1
1 1 1
Solugdo
Revisitando a matematica basica, temos:
a® = eln(az) — em.lna

e a luz da regra da cadeia, tem-se:

f(z) =e*M Ing = a”.Ina.
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3. Se f:{x eR:x >0} — Rdefinida por: f (z) = Inx, entdo,

1
fr(x) = p
f(z)=lnzx
y 15
1.0 T
05T
0.0
-0.5
Solucao
Considere a fungdo [ : (0, +00) — R definida por:

Entdo, observando as dreas, temos:

1 1

ou ainda,

1 In(z+h)—Inz 1
< <

z+h h x’

Agora, passando ao limite quando h — 0 e usando o teorema do sanduiche,vem:

. In(z+h)—Inz 1
lim ————————— =~
h—0 h x

Uma outra forma de resolver o problema:

Considerar a equivaléncia basica
f(z)=lnz @ =y,

Em seguida, aplicar a derivagdo implicita conjuntamente, com a regra da cadeira

117
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supondo y = f (x), obtém-se:

1 1 1
I [ (a) =1 [ (z) = of@ — e g

|
4. Se f: {z e R: x>0} — Rdefinida por: f (z) =log, x, onde: 0 < a # 1
entdo, 11
fr(z)= ~Ina
1° Caso: a > 1: f(z) =log, =
Y, 1
L
0 ' : = |
1 2 3 4 5
X
1T
2°Caso: 0 <a<1:f(x)=log,x
y 1
0
o1
2+
Solugdo
Com efeito, usando mudanga da base a para e do logaritmo log, x, tem-se:
1 Inx
0g,r=—.
Ba Ina
Entdo, derivando, segue-se que
)=t
r)=—.—
z Ina
|

Problema 6.1
(a) Calcule f’(x), onde f (z) = a*
(b) Determine a equagdo da reta tangente a curva passando por (2,2) .

Solucdo
(a) Com efeito,
f(l') — 2% = eln(zx) _ em.lnac7
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Dai, usando a regra da cadeia, obtem-se:

o 1
f(z) = @) = gmInw [lnx+x.] =2% [lnx + 1]
x

(b) A equagdo da reta tangente & curva passando por (2,2) é dada por:
y—4=[(2).(z—-2),
onde: f(2)=22=4de
(2 =2*[n(2)+1].
Portanto, a equacdo da reta tangente a curva é descrita por:

y—4=4In2)+1].(z-2),



Capitulo 7 Apéndice C

Derivada das Fungoes Trigonométricas Inversas

L f:[-%,2] — [-1,1]

f(z) =sinx

___________________________________

NS
NS

A fungéo inversa f~1 : [-1,1] — [—Z, 2| é definida por:

y = arcsinz < sin (y) =«

. . T w
y = arcsinz <= sin (y) = z,Vy € (—5, 5) .
(Intervalo aberto para se ter a exiséncia da derivada). Agora,

derivando implicitamente, vem:
1

cos (y)
Agora, cos (y) = +4/1 —sin? (y) = +v1 — 22, Wy € (=%, %) segue-se que
cos(y) = v 1—a2

cos(y) .y =1=y =

Portanto,
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2. f:[0,7] — [-1,1]

f (2) = cos (x)

X
A fungao inversa f=1 : [—1,1] — [0, 7] é descrita por:
y = arccos (z) <= cos (y) =z
!
1
1
1
i
1
1
i
1
1
i
1
1
i
: >
-1 0 1 X

y = arccos x <= cos (y) = z,Vy € (0,7)

(Intervalo aberto questdo de existéncia da derivada ). Assim,

derivando implicitamente, obtem-se:

. ’ ’ _1
—sin(y)y =1=y = S y)
como
sin? (y) = 1 — cos? (y) = 1 — x2.
Logo,

sin (y) = £V 1 —22,Vy € (0,7) = sin(y) = V1 — 22,

De sorte que:
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3f:(-%,1) —R
f(z)=tgz

SR R S | e TR s Rt

T N ]
o

A fungdo inversa f~1 : R — (fg, g) é dada por:

y = arctgr < tg(y) = z,Vy € (—I, E)

,,,,,,,,,, L R
____________________________ 3
0 X
)4
................................... L
Derivando implicitamente, vem:
1
2 , ,
sec YW =1y =——-
(y) -y V= e )

Agora, como sec? (y) = 1+ tg? (y) = 1 + 22 seque-se que
11
sec2 (y) 1422

>

y:




@
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4. f:(0,7r) — R
f(z) =cotgzx

Y

y

NS
R

-——-—————_a-l—————————

A fungdo inversa f~* : R — (0, ) é dada por:

y = arccotg (z) <> cotg (y) = z,Vy € (0, )

NS

Derivando implicitamente, obtemos:
cotg (y) = x = — cossec® (y) .y’ =1
Sabemos que: cossec? (y) = 1+ cotg? (y) = 1 + 2. Dai, vem:
-1 -1
—cossec? (y) 1+ a2

>

y:

(a) Poderiamos abordar da seguinte forma

y = g — arctg () = arccotg (z),Vy € (0, 7).

Derivando obtem-se: ) )
= 0 — = — .
Y 1+22 1+a2




Capitulo 4 Exercicio 124

(b) Provar que

y= g — arctg () = arccotg (z),Vy € (0,7).

Solucdo
T T
y=5- arctg (z) = arccotg (z) < arctg (x) = 5 Y
sin (3 —y) _cos (y)
cos (g — y) sin (y)
<= x = cotg (y) <= y = arccotg (z),Vy € (0, 7).

@x:tg(g—y): = cotg (y)



Capitulo 4 Exercicio

125
5. Seja f :[0,Z) U [, 25) — A, onde
A={yeR:y < —1ouy > 1} dada por:

f(x) =secx

NS
|
=

A fungéo inversa f~1 : A — [0, Z) U [rr, 3T)
A={yeR:z < —1oux > 1}, definida por:

1
y = arcsec () = arccos () Vi x> 1
T

—

e

X

— 0 1

1
y = arcsec () = arccos (> Szl > 1.
T

(Intervalo aberto para existéncia da derivada).

Assim, derivando e usando a regra da cadeia, temos:

, —1 -1y 111
Y 2 \22) T L P VR 1
1-(3) ]
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6. Seja f : (—m,—5) U (0, 5] — A onde
A={yeR:y < —1ouy > 1} definida por

f (z) = cossecx

y

N

A fungao inversa f~' : A — (=7, —%) U (0, 5] onde
A={yeR:xz < —1ouxz > 1} definida por

1
y = arccossec () = arcsin () Vo |z > 1
x

N

1
y = arccossec (z) = arcsin <) Voo x> 1
x

(Intervalo aberto para existéncia da derivada). Assim,

derivando e usando a regra da cadeia, temos:

L 1 (—1)_ . |
TR A T CE

T
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Letramento Matematico Criativo e Flexivel, apresentando
uma Ideia Geométrica de supA e infA

As dificuldades em letramento matemadatico para supremo e infimo na literatura matematica: tanto a nivel
nacional como estrangeiros é notada de forma explicita

A abordagem generalizada mesmo no tocante a subconjuntos da reta real, em geral ndo é dada de forma a se
perceber a ideia simples, de supremo e infimo basta

Ver os texto classicos [1], [2], [3] e [4]. Ressaltando que até mesmo em textos mais recentes, como é o caso [17]
Zahn, Mauricio, Andlise Real-SP, Editora Brucher,

2022 e [18] Neves, Wiadimir Augusto das, Uma Introdugdo & Andlise Real, RJ: Editora UFRJ, 2014 ndo é
dado uma interpretacdo geométrica. Mesmo em artigos como

[19] e [20] . No caso, de conjuntos de niimeros reais positivos tanto o supremo como o infimo, a saber:

sup (A.B) =sup (A4) .sup (B) einf (A.B) = inf (A) . inf (B)

como sdo problemas bem mais dificeis, deveria ser dado, pelo menos, alguma sugestdo. No caso, ¢ < 0,
temos:

sup (c.A) = c.inf (A) e inf (c.A) = c.sup (A).

Hustrativamente, por simplicidade de visualizacGo geométrica, basta provar e da uma interpretacdo
geométrica para
sup (—A) = —inf (A) e inf (—A) = —sup (A).

Para finalizar, definir espacos métrico e ilustrar com exemplos, usando supremo e infimo.

Supremo e Infimo

Supremo

1. Seja ¢ # X C R. Dizemos que X é "limitado superiormente”, quando:
Existe M € R, tal que: x < M, Vx € X.

Uma tal constante M é denominada ”cota superior de X e a menor delas é o "supremo de X", representado
por: sup X.

Seja o = sup X

(i) x < a, Vo € X ( « é uma cota superior de X )

(17) Se B < «, entdo, existe x € X, tal que: B < x.

(A) A condigao (ii) é equivalente a:

Ve>0,3dzeX: z>supX—¢e <=z >a—-c.
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(B) O mdximo de um conjunto X é por definicao, um elemento x; € X, tal que:
x < xpy, VreX

Para efeito de ilustagdo, vejamos um exemplo de supremo, considere:

(Hax<l,VxeX

(ii) Dado € > 0, o nitmero 1 — ¢ < 25<

2

ceX=supX=1.

[ |

lnfv(A) ;‘ Sup(A)

Observacado:
Se supA € A, dizemos que: A tem maximo: max A = supA.

Se supA ¢ A, dizemos que: A ndo tem mdximo.

Inf(A)

=
-« -
w
=
o
~
=
Ny

Infimo
2. Seja ¢ # X C R. Dizemos que X é "limitado inferiormente”, quando:

Existe m € R, tal que: m < z, Vo € X.

Uma tal constante m é denominada ”cota inferior de X” e a maior delas é o "infimo de X”, denotado por:
inf X

Se p = inf X, entdo, temos:

(i) B < x,Va € X ( B é uma cota inferior de X)

(i1) Se v < B, entdo, existe v € X, tal que: v < x.

A condigdo (i) é equivalente a dizer:

Ve>0,dzeX: r<infX+e<=zr<B+e.

—

[ |

Inf(A) M Sup(A)
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Analogamente, temos:
Se inf A € A, dizemos que: A tem minimo: min A = inf A.

Seinf A ¢ A, dizemos que: A ndo tem minimo.

A
!
N o
InfA) §  x Sup(A)
Inf(A) + ¢

Agora, passemos a alguns problemas sobre supremo e infimo, destacando as ideias geométricas em cada uma

das demonstragoes.

Dados A, B C R ndo-vazios e limitados, seja A+ B = {x +y; © € A ey € B} limitado.
Prove que:
(i)sup (A+ B) =sup A+sup B  (ii) inf (A + B) = inf A+inf B

Lo

® —

Inf(A) ch Sup(A)

Se supA € A, dizemos que: A tem mdaximo: max A = supA.

Se supA ¢ A, dizemos que: A néo tem mdximo.

A
A
‘ o
Inf(A) x  1Sup(A)
Sup(A) — ¢

Analogamente, temos:
Se inf A € A, dizemos que: A tem minimo: min A = inf A.

Seinf A ¢ A, dizemos que: A ndo tem minimo.

A
o o
Inf(A) § «x Sup(A)

Inf(A) + ¢

(i) ParaVx € A, Vy € B, temos: x© < sup A e y < sup B, donde obtemos:
z+y <supA+supB.
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Logo, sup A + sup B é uma cota superior para o conjunto A + B por conseguinte, vem:
sup (A + B) < sup A + sup B.
Agora, dado € > 0 existem o € A e yy € B, tais que:
Ty > supA—%eyO >sup B — % = 29+ yo >supA+supB —e.
Portanto, sup A + sup B é a menor das cotas superiores, ou ainda,

sup (A+ B) =sup A +sup B

|
A+B
. : 4 Sup(A) + Sup(B)
x+y Xo + Yo
Sup(A) +Sup(B) — ¢
Dado € > 0 existem xq € A e yg € B, tais que:
Zo >supA—gey0 >sup B — % — 29+ yo>supA+supB —¢
= K =20+yo+¢e>supA+supB.
Desta forma, sup A + sup B é a menor das cotas superiores para A + B
(it) ParaVz € A,Vy € B, temos: x > inf A ey > inf B, donde obtemos:
x +y > inf A+ inf B.
Logo, inf A + inf B é uma cota inferior para o conjunto A + B por conseguinte, vem:
inf (A+ B) > inf A + inf B.
Agora, dado € > 0 existem xo € A e yy € B, tais que:
o < ian—i—%eyO <infB+§:>xo—|—y0 <infA+inf B + .
De sorte que, inf A + inf B é a maior das cotas inferiores, ou ainda,
inf (A+ B) =inf (A) +inf (B).
|

\

t }
Xo + Yo I x+y
Inf(A) +Inf(B) + ¢

Inf(A) + Inf(B)

Dado £ > 0 existem xg € A e yog € B, tais que:
:z:o<ian+%ey0<infB+g:>x0+y0<ian+infB+5
= K =x9+yo— ¢ < inf A+ inf B.

Assim, diz-se que: inf A + inf B é a maior das cotas inferiores para A + B.
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Seja A C K ndo-vazio e limitado. Dado ¢ > 0, seja cA = {cx;x € A}. Prove que cA é limitado e

sup (cA) = csup A.

Qa

Demostracao
Com efeito, A é limitado, entdo, para todo x € A, com ¢ > 0, tem-se:
a1 <x<b = ca; <cx<cb,Vre A
Portanto, cA também € limitado. Além disso,
paraVz € A, temos: x < sup A, donde, obtem-se: cx < csup A.
Logo, csup A € uma cota superior para o conjunto cA por conseguinte, vem:
sup (cA) < csup A.
Agora, dado ¢ > (0 existem xy € A e yy € B, tal que:

€
29 >sup A — - = cxg > csup A —e.
c

Portanto, ¢sup A é a menor das cotas superiores, ou ainda, sup (cA) = csup A.

c-A
\
‘( ) ) \c - Sup(A)
- c : X I c: xlo
c+Sup(A) —¢
Procedendo de forma andloga, temos:
inf (cA) = cinf A.
c-A
)\
cmp@ L
S i
c-Inf(A) +¢

(it) Basta proceder de forma inteiramente andloga. Verifique!
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Seja A um conjunto ndo vazio e limitado de niimeros reais. o conjunto

—A={-z;z eR}

Claramente, — A também é limitado, e tem-se:

(i) inf(—A) = —sup(4) (#i) sup(—A) = —inf (A)

Demostracao
(1) ParaVz € A, temos: = < sup (A), donde, obtem-se: —z > —sup (4).
Logo, — sup (A) é uma cota inferior para — A. Isto é,
inf (—A) > —sup (4) .
Falta mostrar que — sup (A) é a maior das contas inferiores para —A.
Agora, dado £ > 0, existe z¢ € A, tal que:
2o >sup (A) —e < —xg < —sup (A) + &, com —xy € —A.
Portanto, — sup (A) é a maior das cotas inferiores para —A.

Ou ainda,
inf (—A) = —sup (4)

(it) Basta proceder de forma inteiramente andloga. Verifique!
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Teorema 8.4

Dados A, B C R ndo-vazios e limitados, tais que: A C B. Prove que:
inf B<infA <supA <supB

@
Demostracio Com efeito, para Vo € B, temos: < sup (B), donde, obtem-se: sup (B)
€ uma cota superior para A. Logo,
inf A <supA < supB. @8
Vo € B, tem-se: x > inf (B). Assim, inf (B) é uma conta inferior para A.
De sorte que:
inf B <inf A. (2)
Decorre de (1) e (2) que:
inf B<infA<supA<supB
[ |
Dados A, B C R nao-vazios e limitados, tais que: x € A,y € B= x < y.
Prove que:
(1) sup (A) < inf (B)
(#i) sup (A) = inf (B) se, e somente se, para todo € > 0, existem
x € A,y € B, tais que:
y—x <E. v
Demostracdo
(i) Vo € A, tem-se: x < inf (B). Por conseguinte, vem: inf (B)
€ uma cota superior para A. Logo,
sup (4) <inf (B).
|

(74) (=) sup (A) = inf (B) = para todo € > 0, existem
x € A,y € B, tais que:
y—xr<e
para todo £ > 0, existem z € A,y € B, tais que:
x>sup(A)f§ey<inf(B)+g.
Ou ainda,
—x < —sup(4) + % ey < inf (B) 4+ %

Dai, obtemos:
y—a <inf (B) —sup (A) +«.

Agora, como sup (A) = inf (B) segue-se que:

y—x <E.

(«<=) Paratodo ¢ > 0, existem = € A,y € B, tais que:



Capitulo 4 Exercicio 134
y—1<e=—

sup (A) = inf (B)

Defato,y —z <e<=y <z +e.
Agora,
y <inf(B) <z +e<sup(4)+e.
Dai, vem:
inf (B) < sup (A) +¢,Ve > 0.
Consequentemente, obtemos:
inf (B) <sup(A) e sup(4) <inf (B).
De sorte que:
sup (A) = inf (B)

|
Sejam A, B conjuntos de niimeros reais positivos. Definamos
AB={zy;, x€ Aey € B}.
Prove que se A e B forem limitados entdo,
(i) A.B é limitado, sendo
(#4) sup (A.B) =sup (A) .sup (B) (¢i7) inf (A.B) =inf (A) .inf (B)
0
Demostracao
(i) Com efeito, Va1 € A,Vy; € B, existem aq, ag, by, be € R, tais que:
< <
R {aiby < z1y1 < agbs.
b <y1 < b
Logo, A.B € limitado.
|

(11) Vo € A,Vy € B, tem-se: < sup (A) ey <sup (B) = z.y < sup (A).sup (B).
Isto é, sup (A) . sup (B) é uma cota superior para o conjunto A.IB e, portanto,

sup (A.B) <sup (A) .sup (B) .

Agora, dado ¢ > 0, existem zyp € A e yy € B, tais que:
€ €

G () +sup (B)) <%~ P B T A e (B))

xog > sup (A) —
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Dai, obtemos:

=

(sup (4) +sup (B)) [ :

2
To-40 > sup (A)-sup (B) o n (8)) T | Gup (A) + sup (B) J

=

0-yo > sup (A) .sup (B) —¢ + [(sup (A) j sup (B) )]

3

o-yo > sup (A) .sup (B) —¢, pois, {(sup (A) + sup (B) )] -

Dito de outro modo, sup (A) . sup (B) é a menor das cotas superiores para o
conjunto A.B. Logo,
sup (A.B) =sup (A4) .sup (B).

, . : Sup(A) - Sup(B)
x-y I X0 * Yo

Sup(A) - Sup(B) — ¢

Duas outras formas de provar que sup (A) . sup (B) é a menor das cotas superiores para
A.B sdo:
1. Dado € > 0, existem xo € A e yg € B, tais que:
xo > sup (A) —e e yo > sup (B) —¢,
Dai, obtemos:
zo.y0 > sup (A) .sup (B) — (sup (A) + sup (B)) .€ + &>
> sup (A) .sup (B) — (sup (4) + sup (B)) .€.
Tomando-se € = sup (A) + sup (B) segue-se que:
To.y0 > sup (A) .sup (B) — 2.

Dito de outro modo, sup (A) . sup (B) é a menor das cotas superiores

para o conjunto A.B. Logo,
sup (A.B) =sup (A) .sup (B) .

2. Dado € > 0, existem oy € A e yo € B, tais que:
2o > sup (A) —e e yo > sup (B) —¢.
Dai, obtemos:
xo.yo > sup (A) .sup (B) — (sup (A) + sup (B)) .€ + 2.
Tomando-se € + 1 = sup (A) + sup (B) segue-se que:
zo.y0 > sup (A) .sup (B) — (e +1) . + %

Por conseguinte, vem:
Zo.yo > sup (A) .sup (B) —e.
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Dito de outro modo, sup (A) . sup (B) é a menor das cotas superiores para o
conjunto A.B. Logo,
sup (A.B) =sup (A) .sup (B) .

(i) Vo € A,Vy € B, tem-se: x© > inf (A) e y > inf (B) = z.y > inf (A4) .inf (B).
Isto é, inf (A) .inf (B).é uma cota inferior para o conjunto A.B e, portanto,

inf (A.B) > inf (A) .inf (B).
Falta mostrar que: inf (A) .inf (B) é a maior das cotas inferiores para
A.B.De fato, dado € > 0, existem oy € A e yy € B, tais que:

xo < inf (A) — c

¢yo <t (B) — o S By

€
(inf A + inf B)
Dai, obtemos:

€

o f 2
zo.yo < inf (A) .inf (B) +(inf (A) + inf (B) £+ [(inf (A) + intf (B)}

=

xo.yo < inf (A).inf (B) +& + {(inf @ i_ o (B)]

- 2
(inf (A) + inf (B)]

Dito de outro modo, inf (A) . inf (B) é a maior das cotas inferiores para o

> 0.

x0.yo < inf (A).inf (B) +e, pois, [

conjunto A.B. Logo,
inf (A.B) =inf (A) .inf (B).

|

Xo " Yo I x'-y

Inf(A) - Inf(B) + ¢

Inf(A) - lnf‘(/B)

Funcdo Limitada

Definicao 8.1

Seja ¢ # X C R. Uma fungdo f : X — R diz-se limitada, quando: sua imagem f(X) C R é um
conjunto limitado. Neste caso, define-se sup (f) como o supremo do conjunto f (X).

Notagaoes: sup [f (x)] ousup (f).
zeX X
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Exemplo 8.1
Considere as fungoes f, g : [—1,1] — R definidas por:

(@) f(z) ==

0.5 T

-0.5 T

sup (f) = Leinf (f) = ~1 (if) g (x) = —a

-1.0 -0.5 0.5 1.0

sup (g) = leinf (g) = —1

(iti) h(z) =0
sup (f) +sup (g) =2 einf (f) +inf (g) = -2

10T

-1.0 -0.5 0.5 1.0

(a)sup (h) =sup (f +g) =0 <sup(f)+sup(g) =2e
(b) inf (h) = inf (f + ¢g) = 0 > inf (f) +inf (9) = -2
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Exemplo 8.2
Sejam f,q : [—1,1] — R as fung¢des dadas por:
(i) f () = 2°
10T
y
08+
06
047
02T
10 05 0.0 0s 10
X
sup (f) =1leinf(f) =0
(i) g(z) = —x
10T
y
0.5+
10 05 05 1.0
051
10+
sup (g) = leinf (g) = —1
(iii) h(z) = 2? —z,Vox € [-1,1]h(z) = 2% — x
20T
y
15+
101
05T
10 05 ' 1.0
X

2 —
O O

sup (f +g) =sup (h) =2 =sup (f) +sup(g) e

inf (f +g) = 5 > inf (f) +inf(g) =0—-1=—1.

Conjecturas:

Serd que se tem sup (f + g) <sup (f) +sup(g) einf (f + g) > inf (f) + inf (¢)?

A resposta é afirmativa. Os exemplos anteriores, servem como motivacdo para o problema a seguir
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Teorema 8.7

Sejam f,g : [a,b] — R fungoes limitadas. Prove que:
(¢) sup (f +g) < sup (f) +sup (9)
(@) inf (f 4+ g) = inf (f) + inf (g) ,

Fato que Ajuda

Dados A, B C R ndo-vazios e limitados, tais que: A C B. Prove que:
inf B<infA<supA<supB

Demostracdo

(i) Sejam A = f ([a,b]), B =g ([a,b]) e C = {(f +g) (z) = f(2) + g(z);2 € [a,b]},
entdo, C C A + B. Dai, vem:
sup (C) =sup (f +g) < sup (A + B) = sup (A) + sup (B) = sup (f) +sup (g) -
Portanto,
sup (f +¢g) < sup (f) +sup(g)-

Procedendo de forma andloga, obtemos:
(i)
inf (C) =inf (f + g) > inf (A + B) = inf (A) + inf (B) = inf (f) + inf (g) .

De sorte que:
inf (f +g) > inf (f) + inf (g) .

Problema 8.1
Sejam f,g : X — R fungoes limitadas. Prove que:
(1) f.g : X — R é limitada
(1) (f.9) (X) C f(X).g(X)

(#i1) Conclua dai que: se [ e g forem ambas positivas, tem-se:

sup (f.g) < sup (f).sup(g).

inf (f.g) > inf (f).inf (g).

Demostracdo
(7) Com efeito, f,g : X — R fungdes limitadas, entdo, existem M7, My > 0, tais que:
If ()] < My,Vx e X
e
lg (x)] < M,

Como [(f.g) (z)| = [f (z) .g ()| = [f (x)[ . g (x)] segue-se que:
[(f.9) (@) = [f (2)].]g ()] < My. M,V € X.

De sorte que f.g : X — R € limitada.
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(#) Queremos mostrar que:(f.g) (X) C f(X).g(X)
Seja z € (f.g) (X), entdo, existe z € X, de modo que:
z=(f9)(z)=f(2).g(x). Vo e X = f(z).9(z) € f(X).9(X).

Logo,
(f.9)(X) C f(X).9(X).

(iid) Sejam A = f (X), B =g(X) e C ={(f.9) (X) = f () + g (v) ;2 € X},

entdao, C C A.B. Dai, vem:
sup (C) = sup (f.g) < sup (A.B) = sup (A).sup (B) = sup (f).sup (g) -

Portanto,

sup (f.g) <sup (f).sup(g).

Procedendo de forma andloga, obtemos:
(i)
inf (C) =inf (f + ¢g) > inf (A + B) = inf (A) + inf (B) = inf (f) + inf (g) .
De sorte que:
inf (f +g) > inf (f) +inf (g) .

Problema 8.2
Sejam f,g : X — R funcdes limitadas. Prove que:
(i) f.9: X — R é limitada

(i) (f.9) (X) C f(X).g(X)
(#it) Conclua dai que: se f e g forem ambas positivas, tem-se:

sup (f.g) <sup (f).sup(g).

inf (f.g) > inf (f).inf (g).

(7) Com efeito, f,g: X — R fungdes limitadas, entdo, existem M7, My > 0, tais que:

{ |f(z)] < My, Vo e X
(&
lg ()| < M,

Como [(f.g) (x)| = |f () .g (x)| = |[f ()] |g ()| segue-se que:
|(f-9) (@) = |f ()] .19 (z)| < My.M;, Vo € X.
De sorte que f.g : X — R € limitada. |

(#4) Queremos mostrar que:(f.g) (X) C f(X).g (X)
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Seja z € (f.g) (X), entdo, existe x € X, de modo que:
z=(f9)(@)=f(x).g(x),VoeX = f(z)g(x)ef(X)g(X).

Logo,
(f.9)(X) C f(X).g(X).

[ |

(i1) Sejam A = f (X), B =g (X)e C ={(f.9)(X) = f (z) + g (z);2 € X},

entdo, C C A.B. Dai, vem:

sup (C) =sup (f.g) < sup (A.B) = sup (A).sup (B) =sup (f).sup(g).
Portanto,
sup (f.g) < sup (f).sup(g).

[ |

Procedendo de forma inteiramente, andloga, tem-se:

inf (f.g) > inf (f).inf (g).

Fatos que Ajudam (no préximo problema)

Sejam A, B conjuntos de nimeros reais positivos. Definamos

AB={zy; x€ Aey € B}.

se A e B forem limitados, entdo, A.B € limitado, sendo
(i) sup (A.B) =sup (A) .sup (B) (ii) inf (A.B) =inf (A).inf (B)

Problema 8.3
Seja f : [a,b] — R fungdo limitada, tal que: f > 0 para todo x € [a,b).

Prove que:

sup (fQ) = [sup (f)]2 )

e

inf (£2) = [inf (f)]*.

Com efeito, sabemos que: sup (A.B) =sup (A) . sup (B), onde:

A, B conjuntos de niimeros reais positivos. Entdo, temos: A = B = f ([a, ])
sup (A%) = [sup (A))

e

sup (f?) = [sup (NP

Procedendo de forma inteiramente andloga vem: inf (4?) = [inf (A4)]?

De sorte que: inf (f2) = [inf (f)]*.
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Espaco Métrico

Definigdo 9.1

Um espago métrico é um par (M, d), onde:

M é um conjunto ndo vazio e d é a métrica ( fungao distancia )

em M, dada por: d: M x M — [0, +00) satisfazendo as seguinte
condigoes: Nx,y,z € M , tem-se:

(@) d(z,y) 2 0;d(z,y) =0 <=z =y;

(i4) d(z,y) = d(y,);

(731) d (z,y) < d(x,2) +d(z,x),Vz,y,2 € M ( Desigualdade triangular )

Exemplo 9.1
M =Red:R xR — [0,400) afungdo dada por:

d(z,y) = [z -yl

Demostracdo
() d(@,y) =z -yl 2 0d(z,y) =0z —y[=0<=2—-y=0=a=y;
(i) d(z,y) = v -yl = [ (y —2)| = |y — 2| = d(y,2);
(@) d(z,y) =lv—yl=|(z—2)+ (z -y < |z -2+ ]z -yl =d(z,2) +d(2,y).
Logo,
d(z,y) <d(x,2)+d(z,y).
Exemplo 9.2

Prove que: d é uma métrica, onde: B (X,R) = {f : X — R limitada} e a fung¢do
d: B (X,R) x B (X,R) — [0, +00) é definida por:

d(f,g) =sup |f (z) — g ()]

reX
Demostracao

(1) d(f,9) = supgex |f (x) = g ()] = 0;

d(f,g)=0<=>§g§|f(x)—g(w)|=0<=>|f(w)—g(x)|:0

= f(@)—g(@) =0 f(z)=g(x),Vr e X;
(i)
d(f.9) ZSgg\f(w) —g(x)| = sup |- [g(z) = f (2)]|

xeX
=suplg(x)— f(z)|=d(g, f);
rzeX
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(#i1)
d(f,9) = sup [[f (x) = h(x)] + [h () — g (2)]|

zeX
< sup [|f (z) = h (@) + 7 (2) — g (2)]]
reX
= sup |f (z) — h(2)[ + sup [k (z) — g (z)| = d(f,h) +d(h,g).
zeX rzeX
Ou ainda,
d(f,9) <d(f,h)+d(h,g).
Portanto, d € uma métrica. [ |

Antes de passamos ao proximo exemplo, vejamos um problema auxiliar:

Problema Auxiliar:

Seja f : [0,1] — R uma fungdo continua, tal que:

1
O/f(ﬂc)dxzo.

Mostre que: f =0,Vz € [0,1].

Suponhamos que: para algum zo € (0,1) : f (z¢) > 0, entdo, existe § > 0,
tal que: f (z) > 0,Vz € (29 — d, 20+ 0).

Assim,
1 zo+0
/f (x)dx > (;EO dx
0 To—90
= L) 45— (g - 0)

Absurdo! Pois, por hipdtese, tem-se: / f(x)dz=0.
0

Analogamente, supondo que: para algum xo € (0,1) : f (x9) < 0, entdo, existe & > 0,
tal que: f(z) < 0,Vx € (g — d,20+9).

Assim,
1 zo+0
/f (x)dr < (;"0 dz
0 To—0
= L) oy 45— (- 0)
f (o)
= 7.25 < 0.

1
Absurdo! Visto que, por hipdtese, tem-se: / f(z)dx =0.
0
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De sorte que:
f=0,vVze[0,1].

Exemplo 9.3
Seja X = {f :]0,1] — R continua} e seja ¢ : [0,1] — (0, +00) continua. defina

1

d(f,9) =/|f(x)—g(m)\.go(x)da:.

0

Mostre que: (X, d) é uma métrica.

(1) Com efeito, ¢ (z) > 0,Vz € (0,+00) e |f (z) — g (x)] > 0, entdo tem-se:
1

1G.9) = [ 17 @)~ g @)l (@) dr >0
0
Além disso,

17.9)= 0= [ 17 @)~ g (@) 0 (x) do =0.
0
Dai, obtemos:
—|f(x) —g(2)].¢(x) =0,Yo (x) >0,Vz € (0,+00)

[f () =g (@) = 0= [ () —g(x) = 0= f(z) = g (x), Ve € [0,1];

1 1

d(f,g>=/|f<x>—g<x>\.so<x>dm=/|g<x>—f<x>|.so<x>dx:d<g,f>.

(iid)

1

/

< j[lf(w) —h(@)[+[h(x) =g (@)]] ¢ (2) dz
0
/

If(w)—h(:v)|~90(w)dw+/|h($)—g(w)l~s0($)dfﬂ
0 0

=d(f,h)+d(h,g).

Dito de outro modo,

d(f,9) <d(f,h)+d(h,g).

Logo, d é uma métrica. [ |
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Exemplo 9.4
Sejam A, B C R conjuntos ndo vazios da reta, tais que:
dp (A, B) = sup {|sup A — sup B|, |inf A — inf B|}.

Verifique se : d é uma métrica.

(i) Com efeito,
dp (A, B) = sup {|sup A — sup B|, |inf A — inf B|} > 0.

Além disso,

dp (A,B) =sup{|supA —sup B|, |inf A —inf B|} =0

|[sup A —sup B| =0 supA—supB =0
e (& g e
linf A—inf B| =0 inf A —inf B =0.
Equivalentemente, vem:
sup A =sup B
— e
inf A = inf B.
(1)
dy (A, B) = sup{|sup A — sup B|, |inf A — inf B|}
=sup{|— (sup B —sup A)|, |— (inf B — inf A)|}
= sup {|sup B — sup A|, |inf B — inf A|}
=dg (B, A).
(741)

dp (A, B) = sup {|sup A — sup B|, |inf A — inf B|}
= sup {|sup A —sup C' + sup C — sup B|, [inf A — inf C' + inf C' — inf B|}
< sup{|sup A — sup C| + |[sup C' — sup B|, |inf A — inf C| + |inf C' — inf B|}
= sup {|sup A — sup C, |inf A — inf C|} 4 sup {|sup C — sup B|, |inf C — inf B[}
=dy (A,C)+du (C,B).

Ou ainda,
dy (A, B) <dyg (A, C) +dyg (C,B) .

Portanto, d € uma métrica. [ |
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Exemplo 9.5
Mostre que: (T, yn) — (x,y) em R? com a métrica usual se, e somente se,

T, — T ey, — y em R com métrica usual.

(=) Dado € > 0, existe ng € N, tal que:

d((xna yn) s (m,y)) < €.

Ou de forma equivalente, temos:

V@ =2+ (g —y) <.

Agora, observe que:

20— = /(@ —2)* < (00 —2)* + (g —9)* < =,

e de forma andloga, tem-se:

lyn — 91 = /(0 — 1) < /(50— 2)° + (g0 —9)* <.

Portanto,
|z, — x| <e,Vn>nge |y, —y| <e,Vn > ng.

Dito de outro modo, vem:
Tp —> T C Yy — Y.

em R com métrica usual. n
(«<=) Dado € > 0, existe ng € N, tal que:

€ €
|z, — 2| < i,Vn >nge |y, —y| < §,Vn > nyg.

Agora,

V@ =22+ o - 1)* < (@0 -2+ (g — 1)

d((zn,yn), (x,y) < % + g =¢e,Vn > ng.

De sorte que: (2, yn) — (2,y) em R? com a métrica usua. [ |
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Alfabeto Grego:
A «a(alfa)

B 3 ( beta )
I' v ( gama )
A 0 (delta)
E € ( epsilon )
Z (( zeta )

H n(eta)

© 0 teta)

I v (iota)

K Kk (capa)
A X (lambda )
M p(mu)

N v(nu)

= & (ksi)

O o ( omicron )
I 7 (pi)
Pp(ro)

Y o (sigma)
YT 7(tal)

Y v (upsilon )
® G(fi)

X x(chi)

U ¢ (phi)
Q w (omega)
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