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Prefacio

Neste segundo volume de em Andlise Real, assim como j4 foi falado no primeiro volume, é fundamental mostrar
e conjecturar como se constréi algumas majoracdes, os estudantes de Andlise Real conseguem resolver as questdes
iniciais dos livros diddticos, entretanto se deparam com alguns exercicios mais elaborados, que ndo conseguem
solucionar. Isto ocorre desde os temas iniciais, como em temas mais aprofundados. Tendo em vista que poucos
materiais ou quase nada, se tem no tocante as construgdes de majoragdes em Andlise Real estdo disponiveis para os
estudantes nesta situacdo, foi escrito este livro com o propdsito de apresentar as majoragdes antes de se passar as
demonstragdes de problemas ndo triviais de Andlise Real. Inicialmente, apresentamos a resolu¢@o de problemas em
diversos niveis de compreensdo; tentando colocar um Letramento Matemético de Mentalidade Crescente, Criativa e
Flexivel em temas bdsicos de nimeros racionais como um corpo ordenado, até abordarmos temas nio triviais como
o corpo ordenado completo de nimeros reais, supremos e infimos, ressaltando toda uma preparagdo das majoracdes
para quando se for demonstrar propriedade operacionais com limites de sequencias, func¢des e continuidades por
defini¢des de épsilon e delta. Vale a pena salientar que buscamos dentro do possivel, resolver os problemas com
todos os passos, detalhando os procedimentos de majorantes, antes de fazer as demonstragdes. Em alguns casos,
inclusive, fazendo comentdrios matematicos sobre o que estd sendo realizado. Assim, o texto foi desenvolvido para
que o aluno possa estudar sozinho (ou em grupo), de forma auténoma e com seguranga, conferindo ndo apenas
os resultados, mas todo o desenvolvimento 16gico operacional. Escrever um texto desta natureza demanda tempo
e nos causa uma certo cuidado adicional pela equipe, pois se teme cometer os erros que ensinamos evitar. Por
este motivo, sugestdes, corre¢des, comentdrios, antecipadamente agradecemos, devem ser enviados para um dos
enderecos:

cjs@poli.br

was @poli.br

galdino @poli.br
jornandesdias @poli.br
juca@ufc.br

Recife, 21 de julho de 2023
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Capitulo 1 - Alguns Aspectos topoldgicos em R

F|

Uma expressao popular de autoria do fil6sofo chinés Confiicio
( Chiu Kung ) 552 a.C.- 489 a.C.
“Uma figura vale mais que mil palavras”

(a) Vasiliki Laina (University of (b) Michelle Wilkerson (University of
California, Berkeley) California, Berkeley)

O cendrio da educacdo bésica estd demorando para reconhecer as mudancas
que a explosdo de dados causou a sociedade. Nao estamos preparando nossos
alunos da melhor maneira para navegar com sucesso no século X X 1.
(Wilkerson & Laina, 2017)



1.1 Alguns Aspectos Topologicos da Reta

Na topologia, a reta € um exemplo simples, mas importante, de espago topoldgico. Vamos discutir os aspectos
topoldgicos da reta em termos de conjuntos abertos, conjuntos fechados, fronteira e fecho.

Conjuntos Abertos: Um conjunto é considerado aberto na reta se, para cada ponto do conjunto, existe um
intervalo em torno desse ponto totalmente contido no conjunto. Por exemplo, o intervalo aberto (0,1) é um
conjunto aberto na reta, pois para qualquer ponto dentro do intervalo, podemos encontrar um intervalo menor ao
redor desse ponto que ainda estd totalmente contido no intervalo (0, 1).

Conjuntos Fechados: Um conjunto € considerado fechado na reta se ele contém todos os seus pontos de
fronteira. Em outras palavras, um conjunto fechado é o complemento de um conjunto aberto. Por exemplo,
o intervalo fechado [0, 1] é um conjunto fechado na reta, pois inclui todos os seus pontos de fronteira (0 e 1).
Fronteira: A fronteira de um conjunto € o conjunto de pontos que estdo simultaneamente em seu interior e em seu
complemento. Na reta, a fronteira de um conjunto € o conjunto de pontos que pertencem ao conjunto fechado e ndo
pertencem ao conjunto aberto correspondente. Por exemplo, a fronteira do intervalo (0, 1) é o conjunto {0, 1}, pois
esses pontos estdo no intervalo fechado [0, 1] (complemento do conjunto aberto) e ndo estdo no intervalo aberto
(0,1). Fecho: O fecho de um conjunto é o menor conjunto fechado que contém todos os pontos do conjunto. Na
reta, o fecho de um conjunto € obtido adicionando os pontos de fronteira do conjunto ao conjunto original. Por
exemplo, o fecho do intervalo aberto (0, 1) é o intervalo fechado [0, 1], pois inclui todos os pontos do intervalo
original e seus pontos de fronteira.

Em resumo, na reta, conjuntos abertos so intervalos abertos (como (0, 1)), conjuntos fechados séo intervalos
fechados (como [0, 1]), a fronteira de um conjunto é formada pelos pontos que estio simultaneamente no conjunto
fechado e ndo no conjunto aberto correspondente, e o fecho de um conjunto é obtido adicionando os pontos de
fronteira ao conjunto original.



Revisitando médulo ou valor absoluto e algumas propriedades

Moédulo ou Valor Absoluto

Definicao 1.1

z, x>0
|z| =

-z, <0

é a distancia da origem O ao ponto X na reta

Seja x um niimero real. O médulo de x, denotado por |x| = d (0, X) , é dado por:

Exemplo 1.1
(1) 15| =5 (#) |3 — 7| =7 — 3; Sabemos que: 7 ~ 3,14159...
Tz —1, r—12>0 r—1,
= xz-1] = {

11) |z — 1| =
(i) | = 1] o

—(xz-1), z—1<0

Consequéncias

1 G) |z =22, Ve e R, (i) Va2 = ||

Demonstracao

1° Caso:

£>0= |z> = |z|.|z| = z.2 = 2°.

2° Caso:

2<0=|z]> =|z|.|z| = (-z).(-z) =z

dos casos (1) e (2), segue-se:

jof* = 2
Decorre daf (i)
Va? = |zl

=zl Ve,y € R,y #0.

2. (i) loyl = lal .|yl Va,y € R i) |2] = 12,

n n
Giid) (] | = I sl -
j=1 j=1

z
Y

rz>1
<1

2

)




(@) |yl = |2 |y|,Vz,y €R
Com efeito,

2 2 2 2
zyl® = (zy) =22y’ =z |y

2 2 2
— eyl =l 1yl
2 2
= il P =1l 1yl

:%.,Vw,yeR,y#O.

(i)

< |8

Basta proceder de forma andloga ao caso anterior, vejamos:

z|? B (x)2x2 \:v|2
y y v |y
2 2
Sl e
- 5 =1
Yy ly ]
Portanto,
z| |zl
yl oyl

(#4¢) Usando o método de indugdo finita (veja a referéncia [1])

(a) Paran = 2, temos:
n=2 n=2
[T %] = leras| = |a1] [ = T layl -
j=1 j=1

Logo,

|21 - 22| = |21] - |22]

(b) Suponha vilido para n (hipétese de indugdo finita ), isto &,

n

n
2| =leraz. . anl = || ool .. Jza| = [T 25l
j=1

j=1
Entao, tem-se:
n+1 n n+1

n n
1T | = T1 z5mnea| = D 25| - lwnsal = [ 25l - |znsal = [ sl
J=1 J=1 J=1 j=1 j=1

e, portanto,



|
r=a
3. (9) |z =a,a>0,Vz € R <= ou (@) |z <a,a >0,V e R<= —a <z <a.
r=—a
T >a
(#1) |z| > a,a > 0,V2x € R <= ou ()Ve e R: —|z| <z <|z|.
< —a
r=a
(1) |z| =a,a>0,Vz € R <= ou
r=—a
De fato,
lz] = a<=pf=’=d®—=22-d®=0
— (rz—a).(z+a)=0<= 2= —aouzx=a.
|
Exemplo 1.2
Determine € R, de modo que:
e —1] =7
Solucio
Basta notar que:
r—1=m r=7m+1
|z — 1] =7 <— ou = ou
r—1=—m r=-—-m+1.
|
(1) |z] <a,a>0,Vr e R<= —a <z <a.
>0
Por defini¢do, temos: |z| = { nHote
-z, <0
1° Caso: © > 0:
lz|=2<a (1)
29 Caso: © < 0:
2| = -z <a<=1z>-a (2)
Agora, de (1) e (2), obtemos:
r<a
e <~ —-a<z<a



Exemplo 1.3
Determine € R, de modo que:
e -1 <7
Solucio
Com efeito,
[t — 1| <7T<= —T<z-1<7<= —6<z<8
T >a
(791) |z| > a,a > 0,Vx € R <= ou
< —a

Demonstraciao
Procedendo de forma andloga ao item anterior, tem-se:
z, x>0
x| =
-z, <0
1° Caso: > 0:

lz|=2>a
29 Caso: x < 0:
2] = —2 > a <=z < —aq,
Assim, dos casos (1) e (2) segue-se:
T >a
ou
r < —a.

Outro modo de provar a mesma afirmacao:

Uma forma elegante e simples de demonstrar, € descrita por:

lz] > a<=|z)P=2?>d®—=22-a>>0

— (x—a).(x+a) >0

Exemplo 1.4
Determine = € R, de modo que: |z + 2| > 10
Solucao

Basta proceder de forma inteiramente andloga, para se obter:

rz+22>10
|z +2] > 10 < ou =
z+2<-10

T >a

ou

< —a

T >8
ou
r < —12.

€]

()



(w)Ve eR: —|z| < x < |z|.
a luz da definicdo, temos:

z, <0

z, x>0
2l ={

1° Caso: x > 0 :

lz| > @ (1)
29 Caso: x < 0:

x| > v <= —|z| <= (2)

Portanto, decorre de (1) e (2) que:

[z > =
e — —|z| <z <|2|.
—|z| <z

|

4. Para todo z,y € R, temos:
(@) lz+yl <lz|+ 1yl (@) |z[—[y] <]z -yl

n n
(itd) |l = lyll < |z —y| () [P ay{ <D layl.
j=1 j=1

(4)
|x—|—y|2 = (x+y)2:x2+2xy+y2§x2+2|x\.|y|+y2
w+yl> < o 20yl + P = (2] + Jy)?
= oty < el +y)? =l ol < (el + )
Logo,

|z +y| < |z] + Jy| .

|
(Conhecido como desigualdade triangular, ou seja, em qualquer tridngulo qualquer lado € sempre menor ou
igual a soma dos outros dois).

(i)
Basta observar que: |z| = |z —y + y| < |z — y| + |y| e, portanto,

lz| — y| < |z —y]



Demonstracao
(#i7)

Basta observar que:

|z — |yl < |z — y| lz| = |y| < |z -y lz| — |yl < |z -y
e e e <~ (S
lyl — |z| < |z — y| —(lz] = lyl) < |z =y lz| — |yl > — |z —y|

= eyl <l =yl <z -yl = [lz] = yl| < |z -yl

e, portanto,
|z = [yl] < [z —yl].

Demonstracao

(iv)
n n
dowi| <D gl
j=1 j=1
Inducio Finita sobre n:
Paran = 2, temos:
2 2
D wi| =+ @] < |ma| + w2l = Yl
j=1 j=1
Portanto

2 2
Do < lal
j=1 j=1

Suponha vélido para n, entdo falta mostrar paran + 1.

Vejamos
n+1
ij = oyt ae+ .ot xy+app] < |zt x4 .o+ 2]+ |Tngal
j=1
< |zt zat .+ zn| + T
n+1
< | 4 fwol + o @] F g = D )
j=1

De sorte que:
n+1 n+1

S <>yl
j=1 j=1

(Conhecido como desigualdade triangular generalizada)
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= Exercicios: Pensando Um Pouco Mais <

1. Prove que: |f (z) — f(2)] <20.|z — 2| para0 < z < 3;

Observe que:

|f (@)= f@2)]=]z"+2—-10| = |(z —2).(2® + 22+ 5)]|.
Agora, 0 < 2 < 3 = |z| < 3, por conseguinte, obtemos:
(@ —2). (a2 + 20 +5)| < ]z —2|. [|x|2+2|x|+5] < 20|z — 2|,

Visto que: [|x\2 +2|z| + 5} <32423+5=20.
Logo,
@)~ F@) <20z -2 pra0< <3,

|
2. Sejam y, yo, £ no corpo ordenado completo R,
tais que: £ > 0 e yo # 0, tal que:
- lyol €lyol®
SR
y # 0, prove que:
1 1
I
Yy Y
Vejamos algumas majoragées antes de fazer a demonstracao:
B — ) =t e fyo| — [yl < [yo —yl < %l —
[yl = lyol > —lel — Jy > 1l — L < 2.
Assim,
11 lyo — ¥l € lyol”
‘_ < 5 1Yo —yl < 27 9 =£
Yy Y lwllyol  Jyol ol
1 1
ETI
Yo
; — i S vl Elyol® .
Dado § > 0 existe § = min ¢ 5, >5 > 0, tal que:
1 2
|y*yo|<@:>*<7- (1)
2 lyl Iyl
Elyol” __ 2y — ol
[y —yo| < = <é&. (2)

2 |yo|2

Agora, de (1) e (2) segue-se que:
12 ly — yol 2

Wl Jyol? lyo| >



Exercicios: Pensando Um Pouco Mais

De sorte que:

1 1
EELTp
Y Yo
3. Seja f uma fun¢o dada por:
J@)=z+
T) =+
Prove que:
(i) |f(z) =2/ < (1+1). |z —1|paraz > 0;
iy N
(id) | f (x) — 2| < 3|z — 1| paraz > 3;
(#31) f (z) > 2, para todo z > 0.
(i) Com efeito,
1 P2 +1 2 92741
F@) -2 = x+2’x H‘ : x+‘
x x x
—1)? 1 1
. ||

Como z > 0, segue-se que:

|f($)2§<1+;>‘|1’1|.

(1) Para z > %, entao, % < 2 e, portanto, 1 + % < 3.
Dai, e do item anterior, obtemos:
[f(z) =2 <3|z —1].

(7i7) Basta revisitar a desigualdade entre as médias: geométrica e aritmética,

obtendo:
1 x + l
r.— < L ox>0.
€T 2

Logo,
1
flx)=a+—->2
x

4. Seja f : R — R uma fungo, tal que: f (x) = 42® — x — 1. Calcule em funcio de
"a"e "b"o seguinte quociente

Conclua daf que, se |a|] < 2 ¢ |b| < 2, tem-se:

| (a) = [ (b)] < 49.a -]
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Observe que:

|fla)=f() = [4¢®—a—1— (46> —b—1)|
= [4(a®=b*) = (a—b)|
= |(@a=0b).[4(a® +ab+b*) —1]|
la —b|. |4 (a® + ab+b*) —1].

Dai, vem:
‘W‘|4(a2+ab+b2)l|. (1)

Assim, como consequéncia da desigualdade triangular generalizada, temos:

4 (a® +ab+b?) 1| < 4]a®+ab+b?| + |1

< 4lal® +al [ + 6] +1

< 422422427 +1=49.
Ou ainda,

|4 (a® + ab+b%) — 1| < 49. (2)
Agora, substituindo (2) em (1) , obtemos:
f(a;_g(b)’ = |4 (a® 4+ ab+b*) — 1| < 49.
Por conseguinte, vem:
‘f(ai:é‘(b)' <49 <= |f(a) — f(b)| <49|a —b|.

De sorte que:
f (a) = f(0)] < 49]a—0.
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1.2 A Vizinhanca aberta de centro a e raio 6 > 0
Definicao 1.2
A Vizinhanga aberta de centro "a"e raio § > 0, é dada por:
Vs(a)={xeX:|z—a|<d}=(a—6a+0) 2
Observe que:
lt—a|<d<= -d<zr—-a<d<=a—-d<zr<at+d<=z€(a—da+d).
\ x :
a- \\ a—§6 a a+
1.3 Alguns aspectos topologicos da reta
Defini¢ao 1.3
Sejam ¢ # X C Rea € R. A posicdo relativa de a com respeito ao conjunto X, quando
¢é caracterizada por:
(1) Existe § > 0; Vs (a) = (a — d,a + 0) C X. Neste caso, a é ponto interior de X.
(#1) Existe 6 > 0; Vs (a) = (a — §,a + &) C XY = R\X. Neste caso, a é ponto exterior
de X.
(iii) Para todo § > 0; Vs (a) N X # ¢ e V5 (a) N XY # ¢. Neste caso, a é um ponto
fronteira de X. &

Notacoes:

(a) Interior de X : int (X) ou §O§, isto é, int (X) = X = {z € X: x é ponto interior}
(b) Exterior de X : ext (X)

(c) Fronteira de X : 9 (X)
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Lembrete!!

acdX = Vg@anX+0
e
Vs(a) NIR\X + @

Exemplo 1.5
SejaX={z €R:0<z<2}=]0,2). lustrativamente a = 1 é ponto interior de
X. De fato, dado a = 1 existe § > 0, escolha por exemplo § = 1. Assim,

1 1
Afirmagdo: Todo ponto a € (0,2) é ponto interior de X.

De fato, escolha § = % min {a — 0,2 — a} > 0, entdo, temos:

1° Caso: Se § = %min {a—=0,2 —a} = § > 0, entdo, tem-se:

a a a 3a
(a—d,a+9)= (a—E,a—l— 5) = <§,?> C [0,2).

Procedendo de forma andloga, temos:

2° Caso: se § = gmin{a — 0,2 — a} = 25% =1 — £ > 0, entdio, temos:

(@—dat5)=(a—(1-%).a (1__)):<3§_1§+1>c[o,2>.

Agora, dos casos (1) e (2), segue-se que:

1 1
(a—¥d,a+0)= (1—5,1—1—5) C [0,2).
Exemplo 1.6

Vale a pena ressaltar que: a = 0 ndo € ponto interior de X = [0, 2). com efeito,
basta notar que: Vé > 0, tem-se:

(a—d,a+6)=(0-0,0+0) ¢ [0,2).

14
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Definicao 1.4

Seja X C R. Dizemos que X é um conjunto aberto, quando:

X =int (X).

Consequentemente, X é aberto se,e somente se,
Vg € X : 30y, > 0, tal que: (g — 0y, o + 0z) C X.

mudando o linguajar, podemos dizer que:

Um conjunto aberto é estdavel em relacdo a pontos proximos.

Exemplo 1.7
O conjunto X = [0, 2) ndo é aberto, pois, 0 € X = [0, 2), mas, 0 ¢ int (X) 0 ndo é ponto interior.

Exemplo 1.8
A reta real é um conjuto aberto, isto €, R é um conjunto aberto.
De fato,

Vzg € R: 30,, > 0 (De fato, qualquer 6 > 0 ), tal que: (29 — dz,, 20 + 0z,) C R.

visto que: tanto (zg — 0z,) € R como (z¢ + 04,) € R.

1.3.1 Classificacao topologica dos subconjuntos de R

1 Conjunto aberto: X € aberto, quando: X = int (X).
2 Conjunto fechado: X é fechado, quando: 0X C X.

Fato: X é aberto <= O conjunto complementar de X igual a X© ¢ fechado.

Ilustrando um conjunto aberto X, ponto exterior e ponto fronteira de um conjunto X dado da reta

x9 € R\ X = ext (X)
z1 €int (X) c X
x3 = a,b € 9 (X) =fronteira de X.

Exemplo 1.9
int (Z) = ¢; [ Vs (n) contém algum ponto de R \ Z ou Z pela densidade]

-2 -1 0 1 2 - n 1z
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¢Z
Vs (n) ou ed(Z)=¢
¢ 7Z,¥6 >0

Exemplo 1.10
X é denso em R, quando: X =R

Exemplo 1.11
Q=QuUI(Q=R

acdX)=Vs(a)NX#¢peVs(a) NR\X#¢

Lembrete!!

acdX = Vs@nX+9

e

Vs(a) N R\X # @

int (Q) = ¢ Nao existe § > 0, tal que: V5 () C Q totalmente

ext (R\ Q) = ¢ Nido existe 6 > 0, tal que: V5 (M) C (R\ Q) totalmente
9(Q)=R [Vs () contém algum ponto de R \ Q ou Q pela densidade] [ ]

Exemplo 1.12
1) O conjunto dos nimeros reais € separavel.
2 )0 conjunto, QQ, dos nimeros racionais, € enumerdvel.
Devemos mostrar que Q = R. é claroque Q C R = QU 9 (Q).

Demonstracao

Seja € R. Sabemos que toda e—vizinhanga, B, (), contém algum ndmero racional. Entdo, = é aderente a Q,
isto é, z € Q. R ¢ Q. Conclusio Q = R. [ ]

Teorema 1.1

Seja ¢ # X C R. As seguintes afirmagées sdo equivalentes
(A) X é um conjunto fechado;

(B) R\X é aberto;

(C) X = X fécho.

Demonstracao
(A = B) X é um conjunto fechado<= 90X C X.
Se R\ X nio fosse aberto, existiria a € R\ X, tal que: a € int (R\X).
Logo, V§ > 0, temos:

Vs(a)NX#peaeVs(a) \R\X=0a€dX=aeX
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Absurdo! |
(B = C) R\ X ¢ aberto.

Com efeito, X = X U 9X, entdo, X € X = X c X.
Suponhamos que existe a € 90X, a ¢ X.
Ora,
a€dX<—=Vs(a)NX#£peacVs(a)NR\X, Vs> 0.

Dai, obtemos:
aceR\XeaeVs(a)NX#¢.

Assim, a € int (R \ X) . Isto contradiz o fato de ser R \ X um conjunto aberto. [ |
(C= A) X=XUIX < X =X <= X C X <= X é fechado. [

Exemplo 1.13
Vs (a) é um conjunto aberto

X X
L II 1
a—& @ "a+ 6
|t —a| <0< §=0d—|xr—al >0.
lx—al <&
X
— )
di—5F -8 a a+dé' a+d
Sejaz € Vs (a) sejad’=3d — |z —al > 0.
Afirmagdo: Vs (a) C V5 (a)
Sejay € Vs (a) :
ly—al = ly—z+z—a <|y—z|+|z—ad

< V+lz—al=0—|z—a|+|z—a|l=4d

Dito de outro modo, temos:
ly—al <d <= yeVs(a).
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Portanto, Vs (a) C Vs (a). [ |

—_
-

Exemplo 1.14
O conjunto
X=[a,b)={reX:a<x<b}

¢ fechado; pois, 0X = {a,b} C X.
Exemplo 1.15

O conjunto
X=0,1]={zeX:0<az <1}

nao é aberto nem fechado.
(¢) 0 € 90X, 0 ¢ X : X ndo é fechado.
(#i) 1 €X,1 ¢ int (X) : X ndo é aberto.

@ Nota

Uma outra forma de caracterizar o fécho
a€X=XUIX < Vs (a)NX # ¢,V5 > 0.

Em outras palavras: Qualquer vizinhanga de a contém algum ponto de X.

Definicao 1.5 ( Ponto de acumulacao )

Seja X C R. Dizemos que x¢ € R é um ponto de acumulacdo do conjunto X, quando em todo intervalo

aberto (xg — 0, xg + 9) de centro g, contém algum ponto x € X diferente de x.

&

% Nota

O conjunto dos pontos de acumulagdo de X serd denotado por: X'. A condigdo xg € X,

em simbolo, serd descrita por:

Vo>03dxzeX; 0< |z—z9| <.

1.4 Conjuntos Finitos e Infinitos e Enumerabilidade

Admitimos conhecidos as notagdes usuais da teoria dos conjuntos: relacdo de conjuntos, etc.. Denotamos por
N o conjunto dos niimeros naturais isto é
N=1{1,23,...}
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Definicao 1.6

Um conjunto A é dito enumerdvel se existe uma correspondéncia injetiva entre os elementos de A e o

conjunto dos niimeros naturais N.
v : A — N, injetiva, 1-1.

Noutras palavras: um conjunto A é enumerdvel se seus elementos podem ser indexados na forma

a1, A2, A3,..., Ap,y....

&

Exemplo 1.16

O conjunto, N, dos niimeros naturais, € enumeravel. A aplicacao

p: N — N
n — o) =n.
Exemplo 1.17

O conjunto, Z, dos nimeros inteiros é enumeravel.

Z={..,—n,...,—2,-1,0,1,2,...,n,...}

A aplicacdo ¢ : Z — N,
2n+1, se n>0

n) =
() —2n, se n<0

¢ injetiva.
Exemplo 1.18
O conjunto, P, dos naturais pares € enumeravel. A aplicacio

¢:P—N, w(n)=g
¢ injetiva.
Exemplo 1.19

O conjunto, ), dos nimeros racionais, é enumeravel.

Qz{z;p,quvq#O}

Todo ntiimero racional pode ser escrito na forma de uma fragao irredutivel o = 23, q > 0.

A soman = |p| + ¢ é chamada de “altura"do niimero racional o . O niimero de fragdes tendo altura n € finito. Por

exemplo, o tnico racional de altura um € o zero. (0 = %)

2 1 =2
°17 20 1
Assim todos os nimeros racionais podem ser escritos numa ordem de altura nao-decrescente:

1 -1 2 1 =2 -1
1712 17 27 )
A fung¢do ¢ :— N, injetiva, é a fung@o que associa, a cada nimero em (), um natural. |

Tem altura dois os nimeros + e =1, e altura trés, os nimeros =L e assim por diante.
1%71 2

Proposicao 1.1

Todo subconjunto de um conjunto enumerdvel é finito ou enumeravel.

)

Seja A = {aj,as,...} um conjunto enumerdvel. Seja B um subconjunto de A. Como B C A existem
naturais ny, ns,que correspondem aos elementos de B, dentro da enumeragdo de A. Se existir um maior dentre os

naturais: ny, ne, ..., B é finito. Caso contrario B € enumeravel. |
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Proposicao 1.2

A unido, enumerdvel, de conjuntos enumeraveis, é um conjunto enumerdvel.

)

Sejam Ay, As,... conjuntos enumerdveis. Podemos listar os elementos de cada um desses conjuntos, na
forma:
ail a2 a1z A4
21 Q22 a23 d24
31 a3z2 a3z a34

onde a 1% linha da tabela representa os elementos de A, na segunda linha, estdo os de A,, etc. .. Enumeramos
todos os elementos dessa tabela, pelo “método diagonal": aj; € o primeiro elemento, ai2 € o segundo, as; 0
terceiro, ag; O quarto, ass O quinto,...com esta ordenagﬁo, a cada elemento na tabela correspondente um unico
nimero natural, o que estabelece uma correspondéncia injetiva entre | J 4; e N.
|
Exemplo 1.20
O conjunto de todos os polindmios a coeficientes racionais é enumeréavel.
De fato: para cada coeficiente, em tais polindmios, tem-se a chance de escolher uma quantidade enumeravel
de racionais. Isto feito em cada coeficiente e no t€rmo independente, obtemos uma quantidade enumeravel de

escolha dos coeficientes. Portanto uma quantidade enumerdvel de polindmios a coeficientes racionais. |

Exemplo 1.21
O conjunto de todos os intervalos racionais, i.€., intervalos com extremos racionais, ¢ enumeravel.

Como o conjunto,, dos niimeros racionais, € enumerdvel, podemos supor que

Q={ay,as,...}.
Para a; € QQ, como um extremo, podemos construir uma quantidade enumeravel de intervalos, tendo como outro
extremo, qualquer racional diferente de a;. Repetimos o processo agora com az. Repetindo o processoem a; € Q,

encontramos uma unido enumerdvel de conjuntos enumerdveis ou seja o conjunto de todos os intervalos racionais
¢ enumerdvel. |

Proposicao 1.3

Todo conjunto infinito contém um subconjunto enumeravel.

)

Um conjunto € dito infinito se apds a retirada de qualquer quantidade finita de elementos do conjunto, ainda
permanecem elementos no conjunto. Seja M um conjunto infinito. Tomemos um elemento a; € M. Como M ¢é
infinito, encontramos a; € M, as # ay. Considerando o conjunto {a1, as}, e o fato de M ser infinito, encontramos
as € M, talque a3 # a2, asz # ay. Este processo constréi um subconjunto enumerdvel A = {ay, a2, as,...} de
M. |

Deduz-se da Proposicdo 1.4.4, que entre os conjuntos infinitos, os “menores"sdo os conjuntos enumerdveis.ll

Defini¢ao 1.7

Dois conjuntos S e T sdo ditos equivalentes (S ~ T') se existir uma correspondéncia biunivoca entre seus

elementos. Y
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Pela definicdo 1.5 um conjunto é enumeravel se é equivalente ao conjunto, N dos nimeros naturais.

Exemplo 1.22 O conjunto de pontos em [0, 1] é equivalente ao conjunto de pontos em [a, b].
De fato, consideremos a fungao

v: [0,1] — [a,b]
t — ta+(1—t).

€ injetiva. Na verdade ¢ é bijetiva. |

Proposicao 1.4

Todo conjunto infinito é equivalente a algum subconjunto proprio de si mesmo.

)

Demonstracao

Seja M um conjunto infinito. Entdo, pela Proposicio 1.4.3, M tem um subconjunto enumerdvel
A ={as,ay4,ag,...}. Como Ae Ay sdo enumerdveis, existe uma correspondéncia, ¢ : A — Ay, injetiva.
Seja

0: AUM\A) — A UM\A)
, eM\A
. s O) x, se T \
o(z), se xz€A

© éinjetiva, AU(M\A)=MeA UM\ A) =M\ A, & M.
Assim M e M \ A, sdo equivalentes. |

1.5 Conjuntos Nao Enumeraveis

Nossa idéia, agora, € provar que existem conjuntos que ndo sao enumeraveis.
Antes, consideremos a seguinte questdo: 0,5000. .. éigual a 0,4999...7
Inicialmente provamos que 0,999... = 1.
De fato: sejax = 0,999.... Entdo 10z = 9,999. ..
Dai 10z — 2 = 9. Logo z = 1.
Agora deduzimos que 0, 5000. .. é igual 2 0,4999. ...
Veja, 0,4999... € igual a 0,5000... se e somente se 4,999... & igual a 5,000..., se e somente se
440,999...=5+<=10,999...=1.
Isto nos auxiliard em nosso primeiro resultado sobre ndo enumerabilidade. ]

Teorema 1.2

O conjunto de niimeros no intervalo fechado [0, 1] é ndo enumerdvel.

Demonstracao
Suponhamos, por contradigdo, que os reais de [0, 1] sejam enumeréveis, e que estdo todos arranjados na forma
0-a11 a2 a3
0-ag1 a2 az
(1)

0- Gpl  Ap2 Gp3
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Na forma exposta em (1) cada a;;, € algum dos ndmeros 0, 1, 2,..., 9.

Seja © = 0.b1b2bs . . ., onde, para b;, tomamos qualquer dos nimeros de 0 a 9, diferente daquele assumido
por a1, € repete-se o processo para os demais b;s. Note que x é diferente de todos os nimeros na tabela (1) no
nimero por digito. Portanto [0, 1] é néo enumerével.

Precisamos de um pouco mais de exatiddao na prova do Teorema 1, em face do que expomos no inicio deste
paragrafo.

Serd que ndo podia acontecer com o niimeros x = 0.b1b2bs . .. 0 que aconte com 0,4999 ... e 0.5000...7

Bem que poderia !! Para esta possibilidade, basta tomar os decimais, em x, diferentes de 0 e 9. Por exemplo,
podemos construir o niimero x, com b, = 2 se a,, = 1,e b, = 1 se a,, # 1. |

Exemplo 1.23

O conjunto de pontos, no intervalo fechado [a, b] é ndo enumerdvel. Da mesma forma o conjunto de pontos
no intervalo aberto (a, b) é ndo enumerdvel (a < b).
Exemplo 1.24

Exemplo 9: O conjunto de todos os nimeros reais € ndo enumerdvel.

Definicao 1.8

Se dois conjuntos finitos sdo equivalentes, diz-se que tem o mesmo niimero de elementos. Se S e T
sdo conjuntos equivalentes, arbitrdrios, diz-se que S e T tem o mesmo niimero cardinal e escreve-se

card(S) = card(T). 2

A cardinalidade do conjunto,N, dos nimeros naturais é denotada por Rg(ale f zero). Portanto todo conjunto
enumeravel tem cardinalidade Ng.

Conjuntos que sao equivalentes ao conjuntos cuja cardinalidade € a “poténcia do continuo", denotada por c.
Assim card(0,1) = ¢, card(R) = c.

Prova-se que se um conjunto, M, tem cardinalidade maior que m entdo o conjunto de todos os subconjuntos
de M, tem cardinalidade maior que m. Portanto ¢ ndo € a maior cardinalidade. |

1.6 Funcoes

Seja X um subconjunto de nimeros reais. Uma fungdo f € definida, sobre X, se para cada x € X corresponde
um nimero bem definido, y = f(z).

O elemento y é dito a imagem de z, pela fungéo f. O conjunto f(x) = {f(z); v € X} é dito imagem de X.
O conjunto dos elementos, de X, cuja imagem € o elemento b, é dita imagem inversa de b, e escrito f -1 ().
Assim

fH0) = {z € X; f(z) =0}

O conjunto f~1(B) é definido como sendo o conjunto de os elementos de X, cuja imagem estd em B.
Se f : M — N é uma fungéo e f(M) = N, diz-se que f é sobrejetiva ou sobre N. Em geral f(M) C N. B

Proposicao 1.5

A imagem inversa da unido de dois conjuntos é igual a unido das imagens inversas.

)
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Demonstracao

Sejam A e B dois subconjuntos de X. Queremos provar que

fTHAUB) = fTH(A) U FTH(B)

re€ fH(AUB)= f(zr) e AUB = f(z) € Aou f(z) € B=
zef(Aoure f~UB)=xe f~Y(A)U f(B)
Assim f~1(AUB) C f~Y(A) U f~Y(B)
Sexe fYAUfY(B)=xecf Y A)ouze f1(B)= f(z) e Aouf(z) e B= f(z) e AUB =1z €
7Y AUB). Assim f~Y(A)U f~4(B) c f~1{(AUB).
Conclusdo: f~H (AU B) = f~Y(A) U f~1(B). [ |

Proposicao 1.6
A imagem inversa da intersegdo de dois conjuntos é igual a interse¢do das imagens inversas. . ’

Demonstracao

Basta proceder de forma andloga a demonstra¢ao da Proposicao anterior |
Proposicao 1.7
A imagem da unido de dois conjuntos é igual a das imagens. . ’
Demonstracao

Queremos provar que, se A e B sdo subconjuntos de X, entdo
f(AUB) = f(A)U f(B).

ye f(AUB)=y=f(x),r € AUB. Sex € A,entdoy = f(z) € f(A),edai,y € f(A)U f(B). Sex € B,
entioy = f(x) € f(B),edai,y € f(B)U f(A).
Assim, f(AUB) C f(A) U f(B).y € f(A)Uf(B) =y € f(A)ouy € f(B). Sey € f(A), entdo
y=f(z), x € A. Daiy = f(z),z € AUB.Sey € f(B),entdoy = f(z), z € B.Daiy = f(x), x € BUA,
ousejay € f(AUB).
Assim, f(A)U f(B) C f(AU B).
Conclusdo: f(AUB) = f(A)U f(B). |

@ Nota

Sejam w : R? — R2, 7(z,y) = (2,0), A = {(z,y) e R% 0< 2 <1, y =0}, B={(z,y) € R%0 <
r<l,y=1}.
Note que ANB =(em(AN B)
Por outro lado m(A) N7w(B) = {(z,y); 0 <z <1,y =0} [ |



Capitulo 2 - Limites de Sequéncias: Sequéncia de Cauchy e
Majoracoes Necessarias e Suficientes para as

Demonstracoes

Nikolai Ivanovich Lobachevsky
Nascimento: 1 de dezembro de 1792 - Nijni Novgorod (é uma cidade na Russia)
Morte: 24 de fevereiro de 1856 (63 anos) - Caza (Império Russo)

“Nao hd nenhum ramo da Matemdtica, por mais abstrato que seja, que ndo possa um dia ser aplicado a fendmenos

do mundo real.”

(a) Augustin-Louis-Cauchy (b) SCIENCE PHOTO LIBRARY

Augustin-Louis Cauchy € o creme-de-la-créme (melhor dos melhores) dos matematicos franceses.
(Nascimento: 21 de agosto de 1789 Paris. Morte: 23 de maio de 1857 (67 anos) Paris)
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2.1 Um pouco de historia dos Limites das Sequéncias Numéricas

Os limites das sequéncias numéricas sdo um conceito importante na matemadtica, especialmente na andlise
matematica. Eles desempenham um papel fundamental no estudo do comportamento das sequéncias a medida que
seus termos se aproximam de um valor especifico a medida que a sequéncia continua indefinidamente.

A ideia de limite remonta a antiguidade, com contribuicdes de matematicos como Arquimedes e Euclides,
embora o conceito formal de limite tenha sido desenvolvido mais tarde por matemdticos como Augustin-Louis
Cauchy, Karl Weierstrass e Bernhard Bolzano.

No século X I X, anocdo de limite foi rigorosamente formalizada por Weierstrass, que estabeleceu a defini¢do
moderna de limite de uma sequéncia. Segundo essa defini¢do, uma sequéncia (1, s, , Ty, ...) tem um limite a se,
para qualquer valor € > 0 (epsilon), existe um nimero natural ng (¢), tal que: odos os termos da sequéncia a partir
do termo ng (&) se aproximam de a com uma diferen¢a menor do que €.

Por exemplo, se considerarmos a sequéncia (1,1/2,1/3,1/4, ...), que € a sequéncia dos inversos dos nimeros
naturais, podemos dizer que seu limite € zero. Isso ocorre porque, a medida que avancamos na sequéncia, os termos
se aproximam cada vez mais de zero.

Os limites das sequéncias numéricas sdo estudados em vdrios contextos matemdticos, incluindo cdlculo
diferencial e integral, andlise matematica e teoria dos niimeros. Eles também tém aplicagdes praticas em diversas
areas, como fisica, economia e ciéncias da computagao.

Ao longo do tempo, matematicos t€m estendido o conceito de limite para outros tipos de sequéncias, como
sequéncias infinitas, sequéncias generalizadas e sequéncias em espacos métricos. Essas generalizacdes permitem
a aplicacdo do conceito de limite em contextos mais abrangentes e t€m contribuido para o desenvolvimento de
diversos ramos da matemadtica.

2.2 Sequéncia Numérica

O objetivo deste Capitulo € estudar, sequéncias numéricas, limites de sequéncias, destacando: propriedades
operacionais bdsicas, tais como: limites da soma, diferenca, produto e divisao de sequéncias, demonstrando usando
a defini¢éo por epsilon-¢ e ng (¢) € N ( Conjunto dos Niimeros Natuais ). Ressaltando; uma aobrdagem de como
dar os primeiros passos em construir majoracdes, provavel uma das principais dificuldades ao estudar Andlise Real.

A principio, desconstruir e reconstruir as demonstragdes questionando o porqué de determinadas escolhas como
g

5, € ou £ ( tais questionamentos sdo fundamentais, enfraquecer hipGteses e ver se a conclusdo de determinados
teoremas continuam validas ou apresentar comtra-exemplos).

Definicao 2.1

Uma sequéncia numérica é uma fungdo definida por:
z: N>R
n+— T,

onde (x,,) é a sequéncia de termo geral x,.

Exemplo 2.1
(xn), comz, = (=1)", (=1,1,-1,...,(=1)",...)



Exercicios: Pensando Um Pouco Mais 26

Exemplo 2.2

(zp,) com z,, = % (1,%,%,...,%,...)
Exemplo 2.3

(zn) comz, = 2t (2,3 4 nH )
Exemplo 2.4

(z) com z, = v/, (V1,V2,...,v/n,...)
Exemplo 2.5

(zn) com z, = /1, (V1,V2,
Exemplo 2.6

(xn) comz, = (=1)", (=1,1,—1,...,(=1)",...)

Definicao 2.2

Uma sequéncia (x,) é limitada superiormente quando existe um niimero

real M tal que
r, < M,Vn. &
@ Nota O niimero M da defini¢ao acima é chamado cota superior da sequéncia.
Definicao 2.3
Uma sequéncia (x,,) é limitada inferiormente quando existe um niimero
real m tal que
m < x,,Vn. &

@ Nota O niimero m da definicdo é chamado cota inferior da sequéncia.

Exemplo 2.7

L)

0 <z, <1, desta forma O € cota inferior e 1 é cota superior.

(zn) comz, = 1, (1,1,

W=

Exemplo 2.8
_ n+1 3 4 n+1
(7p,) com x,, = "=, (2, T ,)
Observe que: 1 < z,, < 2, assim, 1 € cota inferior e 2 € cota superior.

Além disso, temos:

bn+1_(n—|—1)+1. n__ n? +2n §1:>bn+1
b, n+1 n+l n24+2n+1 by,

< 1:>bn—|-1 Sbn

@ Nota Para saber se uma sequéncia (x,,) é mondtona ( ndo-decrescente ou ndo-crescente )

temos que comparar o termo de ordem (n + 1) com o termo de ordem n.
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Sequéncia mondtona

Definicao 2.4

Uma sequéncia (x,,) é mondtona ndo-crescente, quando: T,+1 < T, Vn € N.

Quando 11 > xn, Vn € N. Dizemos que a sequéncia (x,,) é mondtona ndo-decrescente.

Exemplo 2.9

(zn) com z, = /n,

Tpi1=Vn+1>/n=ux,Yn

(2,) é ndo-decrescente e limitada inferiormente por 1, visto que:
1 < xp, ¥n € N, além disso, (z,,) ndo é limitada superiormente

Exemplo 2.10
!

Mostre que: (z,,) com x,, = m ¢ mondtona nao-crescente, isto &,

Tpt1 < Ty, Vn € N

Basta mostrar que:

Tpy1 (n+1).n! 1.35.7...(2n = 1)
r,  1357...2n—-1)2n+1) n!
n+1
= ((2n+1))§1:>xn+1§9:n,Vn€N

Exemplo 2.11
A sequéncia (x,,) com x,, = (—1)" é limitada superiormente e inferiormente,
mas nio é mondtona. Basta notar que —2 < z,, < 4, Vn.

Exemplo 2.12
Mostre que: (z,) com x,, = (1 + %)n é monGtona nao-decrescente, isto €,

Ty < Tpy1,Vn € N

A priori, note que (x,,) é limitada inferiormente e superiormente por:

1 n
2<<1+> < 3.
n

Consideremos a sequéncia de n + 1 termos:
(n+1) vezes

D)

a luz da desigualdade entre as as médias geométrica e aritmétrica,vem:

1 1 1 (1+E)+1 2 1
LRy B [y [ iy [ RN .1§n( ”) _nt =14+ —-.
n n n n—+1 n+1 n+1

Agora, elevando ambos os menbro das desigualdades a n 4 1, obtemos:

1\" 1+ 1) +1 2 1\t
<1+> Sn(+n)+ _n+ (H > '
n

n—+1 n+1 n—+1
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1 n 1 n+1
n — 1 — < 1 — dn
(1) = (o) e

Tn < xn—i—hvn S N,

Logo,

Ou ainda,

isto é, (x,,) é uma sequéncia monétona ndo-decrescente.
Exemplo 2.13
Mostre que: (x,,) com z,, = 2+

~ on

é monoétona ndo-crescente, isto €,

Tn+1 < Xp,Vn € N.

A priori, note que (z,,) € limitada por:

1 1
i B )
n

n

Além disso,

n > 1l=n+1>n—

1
< =
n+1 " n

1 1
— .13n+1:1+m§1+ﬁ:$n

= Tp41 <z, VEN

Portanto, (z,,) é monétona ndo-crescente.
Exemplo 2.14
n—1

Mostre que: (z,) com x,, = = € mondtona nao-decrescente, isto €,

Ty < Tpy1,Vn €N

Consideremos (z,,) limitada inferiormente e superiormente por:
n—1 1

0< =1—-—-<1.
n n
Além disso,

1 1
n > l=n+l>n=>-n+1)<-n=—=>1-—-2>1-——
n+1 n

= 1 L >1 1:> =1 1 >1 L

n+1— n Tnt1 = n+1— n_wn

= Tp41>Tp,VEN

De sorte que:, (z,) é mondtona nio-decrescente.

28
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Subsequéncia

Defini¢ao 2.5

Dada um sequéncia x : N — R, definida por x,, = f (n), as restri¢oes

de (x,,) a um subconjunto infinito de N sdo denominadas subsequéncia de x

&
Agora, vamos caracterizar as subsequéncias
N'= {nl,ng,...,nj,...},nl <ng <...<n; <...
Assim, N'C N e (z,,,) € uma subsequéncia de (z,) .
Exemplo 2.15 (z2,,), com 2o, = (—1)2n, (1, 1,..., (—1)2n ). ) subsequéncia par.
Exemplo 2.16 (z2,_1) , com X9, 1 = (—1)2"_1, (—1, —1,.. (=D ) subsequéncia fmpar.
Exemplo 2.17 (z,,) , com x,, = (771)", (—1, I %, . ) nio é mondtona.
Sequéncia Limitada
Definicao 2.6
Dizemos que uma sequéncia (x,,) é limitada, quando: existe M € R, M >0
tal que:
T, < M,Vn.
ol .
Exemplo 2.18 (z,,) , com x,, = (_i)n, temos: ‘(_i)n = % =1 < 1ouseja,
—1<z, <1< |z, <1,Vn.
Exemplo 2.19 (z,,), com x,, = (=1)", tem-se: —1 <z, <1 < |z,| < 1,V.
Exemplo 2.20 (z,) , com x,, = arctgn, tem-se: —5 < x, < § <= |z,| < F, V.
2.3 Convergéncia de uma sequéncia numérica
Definicao 2.7
Seja uma sequéncia numérica (x,,). Dizemos que (x,,) converge para a,
quando: dado € > 0, existe ng (¢) € N ( ng (¢) dependendo de ¢ ) tal que:
|z, —al <& Vn > ng. s
xXp X X(no-1) Xng  Xn R
| | L 1 I 1
I I T L T
a—¢ @ a+e

»

@ Nota Uma sequéncia converge para "a"se toda vizinhaca de ”a"contém
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todos os termos da sequéncia a partir de uma certa ordem ny.

Notacoes

Uma sequéncia numérica (x,, ).converge para a, denotamos por:

. . n—oo
lim 2, =aoulimz, =aoux, — aouzx, — a.
n— oo
Caso contrdrio, serd divergente.

g
%z = ! 5
. [ S—— . i i :
— | -
0 1 2 no n

Exemplo 2.21
Use a defini¢@o para mostrar que as sequéncias (z,,) convergem para o valor indicado.

Zn),com z, =1+ (—%)n, z, — 1.
T,), com x, = :}n;fv Tn = S
) (), com z,, = 24 122 2, — 2.
e) (zn), comx, = 15, x, — 1.
)

f) (zn), comz, = f—_fl,xn — 2.

(a) (@), com z,, = L, z, — 0.

Majoracoes

1
<

antes de passarmos a prova vejamos

Assim, basta tomar ng >

30
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Se tomarmos € = 1—(1)0, entdo, nosso ng (€) > 100, ng (¢) € N, Assim,

> ()—100=>1< L
no=Z MlE)= T
1 1

— =0l < —.
n 100
Note que a partir do temo de ordem 101, todos os termos estardo no raio

=

de convergéncia com centro na origem e raio € > 0.
Dado ¢ > 0, existe ng (¢) € N, tal que:
1 1 1
n>n=n>-=—=—-—<¢e¢=|zr,—-0=|--0/<e.
€ n n
Logo, z,, — 0. |
() (zn), comzy, =14 (=3)", 2, — L.

Majoracoes

wo - G IR)

-1\ |" 1\ |"
= _— = — :2—’!L
Ine
= —nlhn2<lhe=—n>-—-——.
In2

Desta forma, escolha qualquer ng > —}2—;, ng (€) € N.

Dado € > 0, existe ng (¢) € N, tal que:

Inlne
In2

n > nyg=n>-— = —nln2<lne

—1\"
— 1n2”<ln6:>2"<€:>‘1—|—<2> —1‘<a

= |z, —1]<e

De sorte que: lim z, =1 <= z,, — 1. [ |
n— oo
(c)
Majoracoes
1 1—n 1 2—-2n+2n+1
"L‘n — _— = _— —|— - =
2 2n+1 2 2(2n+1)
B 3 B 3
o 2@2n+ 1) 2(2n+1)
3

3 3
<—<e=—=>n>—.
m+l om o T
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Desta forma, basta tomar ng > %
Dado € > 0 existe ng (¢) > £, ng € N, tal que:
3 3 3

< < — <
2n+1)’ 2@n+1) ~2n+1 - 2n o °

3
noo> ng=n>— =

—
5 o ° ’

N _1 | 1T—=n +1 _|2—-2n+2n+1
" 2/ [2n+1 2| | 2(@2n+1)
3 3

<E.

’2(2n+1) 2(2n+1) ~ 2n+4+1 "~ 2n
Portanto, |z, — (—3)| < &, Vn > ng. Isto é, z,, — 5.
(d) (x,), com z,, = 24 B2 2 2

n3

Majoracoes
|z, — 2| = ‘24—1“" 2| = |1:1L—§L = 12—? <y = % <e=n> \/g Dai, basta tomar

ng > \/g . Ilustrativamente, se € = 100, basta escolher ng (¢) > 100.

Inn 1
n?

Inn

3 n3

Portanto,
lim z, =2 <= limz, =2 <=z, — 2.

n— oo
(e) (xn), comxy, = 25, Tp — 1.

Majoracoes

n—(n+1) o 1 .
lzn =1 = |57 — ‘ 1 5| = w7 < 3 <& =>mn> 1. Dai, basta tomar

ng > 1 . Ilustrativamente, se € = 100, basta escolher ng ( ) > 100 escolhemos 0 primeiro

ng (& ) € N, podemos escolher por exemplo ng (¢) = 34.

Dado ¢ > 0, existe ng (£) > L (ng (¢) € N dependendo de ¢ ), tal que:

1 1 1 1
no> mp=n>-o= - <e= —— < <¢
n

n+1
n -1 1 1
n—+1 n—+1 n—+1 n

= |z, — 1| <e.

De sorte que: z,, — 1.

32
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(f) (zn), com z,, = %7 Tp, —> 2.

Majoracoes

2n—2(n+1)
o = 1] = |2y - 2| = 22| =

ng > 2 . Ilustrativamente, se ¢ =

72 _ 7
== nT—l < 2 < E=—n > . Dai, basta tomar
> 200

basta escolher ng (e )

105° escolhemos 0 primeiro

no (€ ) € N, podemos escolher por exemplo ng (¢) = 67.

Dado € > 0, existe ng (¢) > 2 (ng (¢) € N dependendo de ¢ ), tal que:

2 2 2 2
n > ng —mn> — :>*<E:>?<*<€
2n
n+1

= |z, —2| <e.

=

1
< —=—<e€
n

-2 | 1
n+1| n+1

De sorte que: x,, — 2.

Considere uma sequéncia (x,), tal que: lim x, = ae lim z, =b.
n—oo n—oo

Entdo, tem-se: a = b.

Comentarios e Majoracoes

Em boa parte dos textos cldssicos a demonstragdo € feita por redugdo ao absurdo
inicialmente supde-se a # b e escolhe € = @ > 0.

Qual o critério para escolha deste £7 E se escolhesse € = |a — b] > 0.oue = % > 0.
K eN,com K > 37

As majoracdes a seguir, poderdo dar um norte para as possiveis escolhas

Suponhamos a # b, entdo, temos:

lim z,, = ae lim z,, = b.
n—oo n—oo
Dado € > 0, existem n1 (¢),n2 () € N ,tais que:

la —x,] < =,Vn>mn(e)

\m D ol m

|z, —b] < Vn>n2()

Escolha ng (¢) = max {n; (¢),n2 (¢)} € N, daf segue—se.

la—=b] = |la—xp+x,—b| <|a—z,|+ |z, =)
€L €
272" ¢

Assim, |a — b| < ¢, escolhendo qualquer ¢ = % > 0, com
KeN={1,23,...,n,..}

conduzird ao absurdo e, portanto, a = b.
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Demonstracao 1 ( Unicidade do Limite )
Suponhamos a # b e dado € = % > 0, existem 1 (¢),n2 (¢) , K € N, tais que:

la — x| < g, Vn > ny (g)

\mn—b|<%, Vn > ns (g).

Agora, escolhendo ng (¢) = max {n; (¢),n2 (¢)} temos:

la—b] = |la—xp+x,—b| <|a—x,|+ |z, — b
< E—i-E:e:la_bl.
2 2 K
Dai, obtemos: o)
la —b] < 7
Absurdo!
Portanto, a = b. ( tinico ). [ |

Fatos que ajudam:

F1-

Se um ndmero real "a"é tal que: 0 < a < ¢, para qualquer nimero
positivo €, entdo, a = 0.

Com efeito, 0 < a < g, paraa > 0, tome € = %, logo terfamos 0 < a < %
Absurdo! Portanto, a = 0.

F2-

Sea—¢e<bVe>0,entdo,a < b+ ¢e,Ve > 0,entdo a < b.
Suponha a > b, entdo,a —b > 0< (a—b) € R*. Tomemos ¢ = a — b. Entdo,

tem-se:

a<bt+e=b+a-b=a<=a<a.
Contradicao! De sorte que: a < b.
Demonstracao 2 ( Unicidade do Limite )

Dado ¢ > 0, existem ny (¢),n2 (¢), K € N, tais que:

€
la —x,| < 3 Vn > nq (g)
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\xn7b|<§, Yn > na (g).

Agora, escolhendo ng (¢) = max {n; (¢),n2 (¢)} temos:

la—=b] = |la—x,+x,—b <|a—z,|+ |z, —b
e ¢
St
2 2

Dai, obtemos:
la — bl <€, Ve>0

Portanto, a = b. ( inico ).

Seja (x,,) uma sequéncia, entdo, tem-se:

ZTpn — a, prove que: |x,| — |al.

Dado £ > 0, existem ng (¢) € N ,tal que:
|z, —al <e,¥n > ng ().

Agora, como
llzn] —lal| < |zn —al <e,Vn>mng(e).

segue-se que:
[lxn| — la]| < &,Vn > ng(e).

Portanto,
|zn| = |al.

Dé€ um contra-exemplo para reciproca salvo no caso

em que a = 0.

Contra-exemplo:

(i) Basta escolher (x,,), com z,, = (—1)", temos:

|z, — 1.
No entanto, ndo existe lim x,,.
(i) lim r™ =0, desde que: |r| < 1,r #0
n—+o0o
Majoracoes
0<|rl<1
Ir" =0 = |r|"<e=In|r|" <lne=n.In|r| <Ilne

Ine
—— n > —.
In |r|
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Basta escolher ng (£) > -2 7m0 () €N

In|r

Dado € > 0, existem ng (¢) > Ine = N ta] que:

In|r|

Ine
n > no(a):>n>17||:>n.ln\r|<1ne
nlr

<lhe=|r" -0/ =r]" <e.

| n

= In|r
De sorte que:

lim " =0.
n—-+4+oo

Teorema:

Sejam (x,,) e (yn) sequéncia, tais que: lim x,, = 0 e (y,,) é limitada.
n—oo

temos entdo que: lim (z,y,) = 0.
n—oo

Majoracoes:

(yn) é uma sequéncia limitada, isto é, existe M € R, M > 0, tal que:

lyn| < M, Vn

e

M,Vn>n0.

|Znyn — 0] = |Znyn — 0] = |Z0n| lyn| < |2n| M <& = |z,| <

Dado € > 0, existem ng (¢) € N ,tal que:

€
|z, — 0] < M,Vn > nyg.

e (yn) é uma sequéncia limitada, isto é, existe M € R, M > 0, tal que:
lyn| < M, Vn.
Dai, segue-se que:
20y — O] = |2n] lyn| < |2a] M < %.e =& = |2y — 0| < &,Yn > ng.

De sorte que:
lim (z,y,) =0.

n—oo

Exemplo 2.22 lim sinn _ (), pois,
n— o0

n+l =0.

1
n+1

sinn| < 1,Vn (sinn) é limitada e lim
n—oo

arctgn

Exemplo 2.23 nh_{lgo it = 0, visto que: |arctgn| < §,Vn (arctgn) € limitada e nll—{Eon%H =0.
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Teorema 2.4 (Toda sequéncia convergente é limitada)

Seja (xy,) uma sequéncia, tais que: lim x, = a Entdo, (x,,) é limitada.

n—oo
©

Demonstracao
Suponha que x,, — a, entdo, dado ¢ = 1 > 0 existe ng (1) € N, tal que:
|zn| — |a| < |2, —al < 1,Yn > nyg,
dai, segue-se que:
|zn| <14 |al, ¥n > ng.
Isto €, a sequéncia estd limitada a partir da ordem n, falta garantir a
limitacdo dos termos anteriores. Assim, tomando-se
M = max {|x1], |z2|, ..., |[Tng—1],1 + |al}.
obtemos:

|z, | < M, Vn.

Portanto, (z,,) € limitada para todo n.
Quanto a reciproca, escolha (z,,) , com z,, = (—1)" é obviamente limitada.

Mas, sabemos que a mesma ndo tem valor limite. |

Teorema 2.5 (Teorema do Sanduiche ou confronto)

Sejam (x,,), (yn) € (zn) sequéncias, tais que:
Tn < 2n < Yn, V0.

Além disso, x,, — a e y, — a. Entdo, z, — a.

Demonstracao

Dado ¢ >, existem n1,ny € N, tais que:

|z, —al <e,Vn>ny <= — <z, <& Vn>n;.
e procedendo de forma andloga, temos:

lyn — a] < &,Yn > ng <= —e <y, < &,Yn > na.

Agora, tomando-se ng = max {ny, ns} e usando a hipétese de que

Ty < 2 < Yn, VN,
segue-se que:
— < a2 <zp <y, <eVn>ng<= —e <z, <egVn>ng
= |z, —al <e,Vn > ng.
Logo,

lim z, = a.
n—roo
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Exemplo 2.24
1. Prove que:

1 1 1
"—>0<><\/n2+1 Vn? +2 \/n2+n>

Basta observar que:
n 1 1 1 n
<

< + oo+ < :
Vn24+n T V241 Vn?2 42 Vn2+n = Vn?2+1

Como
n n
Im ([ ——)|=Ilm | —————| =lim | —— | =1
Y (m) AW eIy B W
e
1
lim <> == lim " |- lim | —— | =1,
n— 00 n2_|_1 n— 00 n2 (1+ %) n— 00 1+ %
segue-se a luz do Teorema do Sanduiche que:
li ( ! + ! + + ! > 1
im oot — ) =1.
n—oo \\/n24+1 V/n2+2 vn?+n
[ |
Exemplo 2.25 Sejam a, b, ¢ nimeros reais ndo-negativos. Prove que:
lim Va™+ b + ¢ = max{a, b, ¢}
n—-+o0o
Seja M = max {a, b, ¢}, entdo, temos:
M= YM" < {an +b7 + ¢ < V/3M" = V/3.M.
Agora, lim M =Me lim V/3M =M, segue-se daf que:
n—-+oo n——+oo
lim Vam+ b + ¢ = M = max {a,b,c}
n—-+4oo
|
Exemplo 2.26 Sejam 0 < a1 < ap < ... < ay, sendo a; todos nimeros fixos, com j = 1,2,..., k.
Seja
Tn = (al +a} +...+ap)"'™,
entdo, prove que: lim x, = ag
n—oo
Procedendo de forma andloga ao caso anterior, seja M = max {a1, as, ..., ay}, entdo,

temos:

M= VM < {(ap + a5 + ..+ ap) < VEM" = VR,

Agora, hrf M=Me lim Vk.M=Me, portanto,
n——+00

n—-4oo

lim {/(a} +ay +...+a}) =M = max{a,b,c}

n—-+oo
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39
Teorema 2.6
Seja (xy,) uma sequéncia. Se (x,,) converge paara "a", entdo, a partir de uma
certa ordem tem-se:
| — x| < & Ym,n > ng Q/‘

Demonstracao

Se (x,,) converge paara "a", entdo, por defini¢do temos:
Dado € > 0, existe ng (¢) € N, tal que:

€
|xn —al < i,Vnzno

e
la — zm| < g,Vm > ng.
Assim, tem-se:
Ty = Tm| = |(wn—a)+(a— )l

\mn—a|+|a—xm|<§+g=5

= |z, —zm| <&, Vm,n > ng.

Fato:
Seja (z,,) uma sequéncia, tal que: x,, — a.

Uma subsequéncia (x,, ) converge para a se, e somente se, qualquer
subsequéncia de (x,,) converge para a

Demonstracao
Sugestao:
(=)
. al = |(xnk —Tp) + (Tn — a)\
e €
< |xnkf:€n|+\xn—a|<§+§:€

= |z, —al <e&,Vng > ng.

(<=) (x2n) € (x2,—1) convergem para a. Dado € > 0 existe ng (¢) € N, tal que:

|xon —a] < ?Vn > ng

NIRGECEN Y

|[Ton—1 —a] < ,Vn > ng.

Dali, segue-se que:

|z, — al <&, Vn > ng.
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Exemplo 2.27
Prove que:
lim {/a =1,Ya > 0.
n——+oo
Demonstracao
Seja K = lim ¥/a= lim a%,entio,
J n—-+oo \/_ n—-+o0o
1
. 1 . an K
K= lim a"@+) = lim — =— =1
n—-+o0o n—-+o0o am K
Portanto,
lim {a=1
n—-+o0o
|
Exemplo 2.28
Prove que:
lim ¥n=1.
n—-+4oo
Demonstracao
Seja
1
K= lim [2n]?"
n—+4oo
Entao, temos:
K=0
2 . L2 . 1 . 11 . 1
K*= lim [(277,)2"} = lim (2n) = lim 2».n» = lim 27K = K = ou
n—-+oo n——+o0o n—-+oo n—+oo
K=1
De sorte que:
. S .
lim [2n]?" =1= lim {n=1.
n—r+00 n—-+oo
|
Corolario 2.1
Se lim x, = a, entdo, lim z,4p=a
n—-+oo n—-+oo @
Demonstracao
Com efeito, (Z14n,T24n, .., Lpin,...) € uma subsequéncia de (z,,) .
Portanto, pelo teorema anterior seque-se que:
lim =z =a
n—-+0oo ntp
[ |

Teorema 2.7 (Permanéncia do Sinal)

Seja (x,,) uma sequéncia, tal que: lim x, = a # 0, entdo,
n——+0o

tem-se: | |
a
|.’En| > 7,V’I’L > ng.
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Majoracoes
Se lim x, = a # 0, entdo,
n—-+4oo
la| = |zn] < |zn —al <e&,Yn>ng = |z,| —|a] > —&,¥n > ng
a
= |z,| > |a] —¢,Vn > ng = |z,| > %,Vn > ng.
Assim, basta tomar ¢ = l%l > 0.
Demonstracao
Dado ¢ = %l > 0, existe ng (¢) € N, tal que:
la| = |zn] < |zn —al <e&,Yn>ng = |z,| — |a] > —&,¥n > ng
a

= |xn| >a| —e,Vn > ng = |z,| > 7,Vn > nyg.

@ Nota O teorema da parnanéncia no sinal nos diz que:
Se a > 0, entdo, a partir da ordem ng, todos os termos da
sequéncia x,, > 0,Yn > ng.
Analogamente, tem-se:
Se a < 0, entdo, a partir da ordem n, todos os termos da
sequéncia T, < 0,Yn > ng.

Teorema 2.8 (Propriedades operatérias)

Sejam (x,,) e (yn) sequéncias, tais que: lim z, =ae lim y, =b.
n——+00 n—-+00

Temos entdo que:
i) EIEOO (Tn +yn) =a+0.

n
) nEIJIrloo (Tn — Yyn) = a —b.
i) lim (cxp) = ac

n—-+oo

(
(
(
(iv) lim (z,.yn) = a.b.
(
(

Algumas Majoracoes:

(4)

(0 + yn) = (a + )] (0 —a) + (yn — D)

< 5+5_€
2 2 7

(i1) Vale ressaltar que:
b= yn| = lyn — b
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(@0 = yn) — (@ = b)| (@0 — a) + (b= yn)]

<z —al+ 16—yl
< §+§_5
2 2 7
(i4i)
lcxy, —ac] = |c|.|(xn — a)]
€
< el.—=¢
||
lexn, —acl < e
(iv)
(Tn-yn) — (a.b) = Xp.yn +xpb— b —ab = x,.yn — b+ +2,b — ad
= zp(yp —b) +b(z, —a).
Assim,
[(@n-yn) — (ab)] = |zn (Yo —b) +b(zy —a)
< znllyn — b+ [b] . 20 — a
< ol =
2M 2 |b]
(v)
1_1‘:'b_yn b — yn
e
o] 12
lyn] > =,Vn>ngeb#0 = — < —,Vn>ngeb#0
2 lynl — [B]
Agora, de (1) e (2) vem:
1_1‘ _ ‘b_yn _ b=yl
Yn b Ynb |y
|b_yn| 2 ‘b_yn|
= — <eg
lynl- 6]~ [6] ]
bI2
= |bfyn|<%.

(7) Dado € > 0, existem n4 (£) ,n2 () € N, tais que:
€
|xn —al < i,Vn >ny
€
lyn — 0] < i,Vn > na.
Agora, tomando-se; ng = max {n; (¢),n2 ()}, segue-se que:

|(®n + yn) — (a+0)| (7 —a) + (yn — b)|
|20 — al + [yn — b

IN

%—&—gzs,VnZnO.

A

Logo,
(X + yn) — (a+ )] < &,Yn > ng.

42
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43
Ou seja,
|
Demonstracao
(74) Dado € > 0, existem ny (€) ,n2 (¢) € N, tais que:
|zn —al < g,Vn > ny
€
[b—yn| < §,Vn > na.
Agora, tomando-se; ng = max {n; (g) ,n2 (¢)}, segue-se que:
(@ —yn) = (@=b)| = [(@n —a)+(b—yn)l
<z —al+ b=yl
e €
< 5 + 5 =g,
Portanto,
l(zn, —yn) — (@ = b)| < &,¥Yn > nyg.
Ou ainda,
ngr}rloo (Tn — yn) = a —b.
|
Demonstracao
(791) Dado € > 0, existe ng (¢) € N, tal que:
|z, —a| < |€—|,Vn > ng,c# 0
c
|czn —ac] = |e]. [(zn — a)
€
< el.—=¢
]
lex, —ac] < e,Vn>ng
De sorte que:
|cx, —ac| < e,,¥Yn > ny.
Dito de outra forma, vem:
ngr}rloo (cxpn) = ac
|

Demonstracao
(iv) Dado € > 0, existem ny (€),n2 (¢) € N, tais que:

€
210b”

|z, —al < Yn > ny (e).
E procedendo de forma andloga, temos:

|z, | < M,¥n

5
lyn, — b] < W,Vn > ngy (g).
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(Tnyn) — (a.b) = xp.yp +xpb— b —ab=x,.y, — x,b+ +x,b — adb

= Zn(Yn—b)+b(z, —a).
Agora, tomando-se; ng = max {n; (g) ,nz2 (¢)}, segue-se que:

|(#n-yn) — (a.0)] |0 (Yn = b) + b (2n — a)]

< faal - Jyn = bl + [B] - [z — al
< M-t =¢
2M 20
Portanto,
|Tn .y — a.b] < e.
Demonstracao
(v) Dado € > 0, existe ng (¢) € N, tal que:
e [ol*
[b—yn| < ,Vn > ng
e
|b] 1 2
[yn| > =,Vn>ngeb#0 = — < —,Vn>ngeb#0
2 lynl — [B]
Assim,
1 o 1‘ _ 'b_yn _ |b_yn|
Yn b Ynb Ynbl '
e
|b] 1 2
[y | > ?,VnZnoeb;ﬁO:>m<m,Vn2ngeb7€0.
Agora, decorre de (1) e (2) que:
i_l‘ ‘b_yn _Ib_yn|
Yn b Ynb [Yynbl
b— b* 2
boyal _ B 2
lynl- 16— 2 o[ [b]
1 1
———‘ < &g,Yn > nyg.
Yn b

De sorte que:

Demonstracao
(vi) lim (w—"> = lim z,. lim (i) =a.3=2%0b#0.

n—+oo

Proposicao 2.1 ( Teste da Razao )

44

€]

(2

Sex, >0, Vne lim It = [ <1, entdo, lim z, = 0.
n—+oo Tn n—o0
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Sejar € R, tal que: L < r < 1efixemos € =r — L > 0, por definicdo de limite existe ny € N, tal que:

I"H—L’<7‘—L,Vn2no (1)
Ty,
Decorre de (1) que:
Intl o LV > 1m0 = Tnpt < 7En < Tn, ¥R N0 2
Ln

Logo, 0 < Zp41 < &, VN > ng e, portanto, a seqiiéncia (x,,) é limitada inferiormente por zero, e
decrescente, a partir da ordem ng, sendo portanto convergente.

Sejaa = lim x,, se a fosse positivo, entdo, teriamos:
n—-+o0o

. X 1 a
lim —F

=—-=1
n—+00 Ty a
Isso contradiz a hipétese de ser lim 2+t = [ < 1.
n—+oo In
Portanto, a = 0. [ |

Exemplo 2.29

Para ilustrar o teorema, estude a convergéncia das seqiiéncias descritas a seguir:

n! .
s

(i) (zp), com z,, = (9) (zp), com x,, = %T;, r>0;

n! .
1.35...(2n—1)°

(v) (xy,) ,com z, = 2—27a> leb>0.

(#44) (), com x,, = (iv) (zn), com z,, = 20.p > 0;

(7) Com efeito, tem-se:

e N (o ) L n \" 1 1 \"
n (n+1)" Rl (n+ )" \n+1) n+1) °

n
Como ngrfoo (1 - ﬁ) = é < 1 ( Verifique este fato! ), segue-se pelo teorema da razdo que:
|
lim — =0
n—+4oo N
|
(49) (zp), com x,, = %T: r > 0.
Observe que:
n |
it T T Lk-—0<l
T (n+1)n'rm n+1
Logo, pelo teorema da razdo para sequéncias, temos:
r, — 0<= lim — =0.
n—-+oo nl
|
(4i1) (zp,), com x,, = 71.3'5”7(!2”_1);
n 1).n! 1.35.....(2n—1 1 144+ 1
Tntl _ (nt1)n _ G-l _n+l Ity 1y
T 1.35....2n—1).(2n+1) n! 2n+1 24+ 2
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De sorte que: & luz do teorema da razao para sequéncias, temos:
n!

o n oo 1.3.5... (2n — 1)
(iv) (x,,), com
nP
In 27
Note que:
Topr _ (n+DP 2" 1 (n 1\ 1 Ll SRR B
T, 272 np 2°\ n ) n 2 ’
Logo, pelo teorema da razdo para sequéncias, temos:
P
T, — 0<= lim ”—:o.
n—+oo 2M
(v) (x,) ,com
nb
T, =—,a>1eb>0

Com efeito,

$"+1_(“+1)bf_1 nt 1\’ _1 1+lp—>k—1<1
= = = - = :

Tn a.a nb

Logo, pelo teorema da razdo para sequéncias, temos:
b
z, — 0<= lim — =0.
n—4oo q"
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1. Sejam a, b, c € R ( corpo ordenado completo ), taisque: 1 <a <b<ce

b — a = ¢ — b, mostre que:
Inb Inc

Ina ~ Inb

Queremos mostrar que:
Ina.lnc < (Inb)?,

onde: 1 <a<b<ceb—a=c—bsendoa,b,cno corpo ordenado R.

De fato, pela comparagao entre as médias geométrica e aritmética, temos:

1 1
Vina.lne < w =Invac < ln(a;_c) =1Inb,

e, portanto,
Ine Inb

Vina.Inc <Inb <= Ina.Inc < (Inb)* <= — < .
Inb  Ina

2. Dados A, B C R ndo-vazios e limitados, seja
A+B={z+y;zcheycB}

limitado. Prove que:
sup (A + B) = sup A+supB

ParaVz € A, Vy € B, temos: x < sup 4 e y < sup B, donde obtemos:
x4y <sup A+ supB.
Logo, sup A + sup B é uma cota superior para o conjunto A + B por conseguinte, vem:
sup (A+ B) <sup A +sup B.

Agora, dado £ > 0 existem xg € A e yg € B, tais que:

xo>supAf§eyo>supr§:>x0+y0>supA+supr§.

Portanto, sup A + sup B € a menor das cotas superiores, ou ainda,

sup (A+ B) =sup A + sup B.

3. Num corpo ordenado completo R, se a e a + = sdo positivos e n € N, mostre que:

(a+z)" >a™ +na" ‘.

Basta notar que:

(a+z)" =a" +na" o+ ... 42" >a" +na" .

47
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4. Prove que:
(2) ngr}rloo{‘/ﬁz 1,a > 0.

Sugestdo: Use o fato de
1+2)" >1+nz,x>—1.)

1° Caso: a > 1: {/a > 1, existe hy, >0:

Ya = 1+h,=a=1+hy,)" >1+nh,
a—1

n = n =

Agora, pelo teorema do sanduiche seque-se que:
h, — 0,

e, portanto,
lim {Ya= lim (1+h,) =1

n—-+4oo n—-+oo

Procedendo de forma andloga, temos:
2°Caso: a > 1: ¢/a < 1,existe k,, > 0:

1 1 1
Y e B e <
Va 1+ k, T k)" T 1tk

1 1
— 14nk, <-=nk,<-—1=
a a

1 /1
= 0<kn§.(—1).
n a

a luz do teorema do sanduiche, obtemos:
k, — 0.

De sorte que:

lim ¥a= lim ( 1 ):

n—-+oo n—+oo \ 1 —+ kn

Decorre dos casos (1) e (2) que:
lim {a=1,a>0.

n—-+oo

(i) lim /n =1

n— oo

Basta notar que:

De sorte que:

lim /n= lim (1+h,)=1

n—oo n—oo

48
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n
5. Considere (z,,), com z, = 1+ Z % Entdo, prove que: 0 < x,, < 3.
j=1

Fatos que ajudam:

FI)
n! > 2771 wp > 2.

De fato,

(i) Paran = 2: 2! > 2271 = 2:

(ii) Supomha vélido para n : n! > 2"~1.
Entao, falta mostrar para n + 1.

Vejamos
m+D'=mn+1).n>n+1).271>22m7 1 =2,
Portanto,
(n+ 1) >2".
F2)
n—1 1 1
n!>2 n>2= — < —.
n! — 2n—1

n
Ty, =1+ Z 4 Entdo, prove que: 0 <z, < 3.
=1

Com efeito, temos:

n

1 "1 1 1 1
0 < zn:1+;ﬁ<1+; =14+l4 g+t ..

2n—1 22 277,—1

1 1

l—3 2
Portanto,

0<z, <3.

6. Sejam k € Ne a > 0. Se a < x,, < n* para todo n, prove que:

lim /z, =1.

n—oo

Com efeito,

a<a, <nt = Ya< fa, < Vnk = (n)"
Ora,
lim Ya=1¢e lim ("n)kzl.

n—oo n—oo
Segue-se dai e do teorema do sanduiche que:

lim /z,, = 1.

n—roo
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7. Sejam a, b, ¢ > 0 no corpo ordenado completo R, entdo, prove que:

(a+b).(b+c).(c+a) > 8abc

Basta notar que:

Portanto,

8. Prove que::

a—&—b.b—i—c.a—l—c > VabVbe/ac = (a+b).(b+¢).(a+¢) > 8a.b.c.

2 2 2

(a+0b).(b+c¢).(c+a) > 8abe

li -k s ™ ™ ™ -0
nL)II;O ITpn = ni}% (Sen (272> .sen (37) .sen (47) ...8en (ﬁ)) = U.

A priori, observe que:

T

Ln

<

() () ) () < () )
7(rn!)2 =t
trt1 7" (n!)? v

= 3T = s — K=0<1
tn [(n+1)nl]” 7 (n+1)

Dai, pelo teorema da razdo para sequéncias, obtemos:

Além disso,

lim ¢, =0.
n—o0

Por conseguinte, pelo teorema do sanduiche, vem::
lis 0, = i (sen (57) sen (g5) sen (7)o oven (7)) =0
n1—>H;o Ty = nl_)II;o sen 52 .sen 32 .sen YE ...sen 3 =0.

9. Dados a,b € Rep > 1, entdo, prove que:

Com efeito,

o+ 0" < 27 (af” + [b[").

la+] < [a| + 5] < 2max {|a] , o]}

Por conseguinte, temos:

Logo,

la+ 0" < (la] + B)" < 27 (max {|al , [B]})” < 2" (af” + [BI")

ja+ 0" < 27 (|af” + [b[").

™

) =tn

50
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10. Sejam A, B conjuntos de nimeros reais positivos. Definamos

AB={z.y; z€AeyecB}.

Prove que se A e B forem limitados,entdo,

(7) A.B ¢é limitado, sendo
(#7) sup A.B =supA.supB (4ii) inf AB =inf A. inf B

(i) Com efeito, Va1 € A, Vy; € B, existem aq, as, by, be € R, tais que:

{a1<x1<a2

— {a1hy <z < asbs.
by < y1 < b {11_ 1Y1 = a202

Logo, A.B ¢ limitado.

(ii) Vo € A,Vy € B, tem-se: © < supAey <supB = z.y < supA.supB.
Isto €, sup A. sup B € uma cota superior para o conjunto A.B e, portanto,

sup A.B <sup A.supB.

Agora, dado € > 0, existem xo € A e yy € B, tais que:
€ €

>supA————— >supB——————,
w0 = Sup (sup A + supB) €Yo = sup (sup A + supB)

Dai, obtemos:

A B :
To.y9g > supA.supB- (sup A+ sup ).e [( ¢ )}

(sup A + supB) supA +supB
2
€
. > A. B—  Ee——— -
040 Sup A.sup B—e [(sup A + sup IB%)}

2
€

—| >0.

(sup A + sup B) }

Dito de outro modo, sup A. sup B é a menor das cotas superiores para o

To.yg > supA.supB—e, pois, [

conjunto A.B. Logo,
sup A.B =sup A.sup B.

11. Dados a, b,e no corpo ordenado R, prove que:
la—bl<e=|b|—e<]a| < |b|+¢

conclua que
la —bl <e=a<|b+e.

Basta notar que:

la| — o] < |la—0b] < e la| < |b| 4+ ¢

e = e = |b] —e < |a| < |a|] < |b|] + ¢,

|b] — |a| < |la—0b] < e [b] — e < |a]

51
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12.

além disso, vem:
a<l|a|<|b|+e=a<|b+e.

|
Para determinar o valor de ”a” de uma grandeza foram feitas, em laboratdrio,
n medic¢des.Os valores encontrados foram x4, o, . . . , x,,. Resolveu-se adotar
como estimativa de ”a” o valor para o qual a soma dos quadrados dos erros
das medidas fosse minimo. Que valor € esse?
Solucio
Seja
2 2 2
Pa)=(a—x1)" +(a—x2)" + ...+ (a—x,)",
entdo, fazendo as manipulacdes algébricas necessarias, obtemos:
®(a) =na® —2a () + o2+ ... +x,)+ (22 + 2+ .. +22).
De sorte que, a abscissa do vértice produz
1+ 20+ ...+xp,
ay = .
n
|
. Use a defini¢do para provar que: (x,,), com z, = 2 + 12—;’, Ty — 2.
Majoracoes:
_9l=1]9g4nn 9o —_|lnn| _lnn . n _ 1 1 Dai
|£Cn |_ +n3 = |3 | = 3 <n3—n2<€:>n> = al,
basta tomar ng > \/g .
Dado £ > 0, existe ng (¢) > \/g, ng (¢) € N, tal que:
1 1 Inn
no> ng=n>y-= 5 <e=|r, 2= 12+ —F5 -2
€ n n
Inn Inn - n -
= — | = =% 5 = 5 E.
n3 n3 n3  n?
Portanto,
Inn
n
[ |

. Use translacdes e reflexdes para esbogar o grafico da fungéo f,

definida por:
f(x) =1 —2tg||

A priori, usando a definicdo de médulo, tem-se:

2tgz, x>0 2tgz, x>0
Yy = 2tg|z| = =y =
2tg(—x), =<0
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x>0

o O
AV
8 8
7\'”
50
o0
a2
I«
_
——
I
&
00
fhe)
a
_
I
N
=

1-2tgx, >0
z <0

1+2tgx,

y312tg|x|{

Agora, obtemos um esboco do grafico de f :

[1—2tg |zl

f ()
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2.4 Intervalos Encaixantes Reais

Definicao 2.8

54

Uma sequéncia de intervalos encaixantes reais é uma
sequéncia s = ([an, by)) satisfazendo:
(ar<as<...<apn<...<by<...<by<b
(ii) Ve e R,e > 0,In € N: b, —a, < e.

Teorema 2.9 (Teorema dos Intervalos Encaixantes)

Sejam [ag, bo] , [a1,b1] ..., [an,bn], . . .uma sequéncia de intervalos

satisfazendo as seguintes condigoes:

(¢) [a1,b1] D [a2,b2] D ..., .. D fan,by] D ...

( Cada intervalo da sequéncia contém o seguinte: ... D [apn,by] D [ant1,bnt1])
(i) Ve > 0, existen e N: b, —a, <¢

(ou seja, a medida que n cresce o comprimento do intervalo [ay,, by, vai tender a zero)
LODLD... ]I(n—l) oI, > ]I(n+1) ..., onde:

]Ij :[ajvbj];comj:1,2,.-.,11,...

Antes de passarmos a demonstracdo, veremos um fato basico que ajuda:

F1) Se um nimero real "a" € tal que:
0<a<eVe>0,

entdo, a = 0.
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Demonstracao

Com efeito, 0 < a < €, para a > 0 tome € = %

Dai obtemos: 0 < a < % Absurdo!

Logo, a tinica possibilidade é: a = 0. |
Demonstraciao

(Existéncia)

Seja A = {ay,...,an,...} ={an : n € N} el, 1) C I, entdo, temos:

an < apy1 < bpg1 < by, Vn e N

A é ndo-vazio e limitado superiormente, visto que: b,, € uma cota superior para A.
Seja xg = sup A como x( € a menor das cotas superiores para A, tem-se:

an < a9 < by, Vn € N. (1)
(Unicidade)

Se x( € outro nimero real, tal que:
an < Yo < bp,Vn € N <= —b, <yo < —a,Vn € N. 2)
Agora, de (1) e (2) segue-se que:
—(bp —an) <yo—x0 < by — an <= |yo — 20| < by —an <e,Ve > 0.

Logo, yo = o ( Unico ). [ |
% Nota

1. Os intervalos serem fechados é necessdrio, por exemplo se escolhermos
I, = [0, %), entdo, temos:

DL

I, = ® (vazio )

Il
-

n

2. Os intervalos serem limitados é essencial. De fato, tome, por exemplo,
I,, = [0, +00), entdo, tem-se:

ﬂ}ln:@(vazio)
n=1

Teorema 2.10 (Teorema de Bolzano-Weierstrass)

Toda sequéncia limitada de niimeros reais admite pelo menos uma subsequéncia convergente.

Demonstracao

com efeito, (x,,) é uma sequéncia limitada, entdo, existem a, b € R, tais que:
a<z, <bV¥neN: (z,)Cla,b

oL D... ]I(n—l) oI,D ]I(n+1) ..., onde:

I = [aj, b5] = [

b
i,—l,comj:l,Q,...,n,...
27727

Dai, segue-se que:

|b—q

|an —IL’0| S |bn _an| - on
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Agora, passando ao limite, obtemos:
|b—a
lim |z,,, — x| < lim =0.
n—>oo| K O| T n—oo n
Portanto,
lim x,, = xg.
n—oo nK 0
|
Outras forma de demonstrar veja uma das referéncias [2, 6,10, 11, 13, 19]
Poderiamos demonstrar usando o resultado do teorema sobre sequéncias
monotonas limitadas.
Proposicao 2.2 (Convergéncia Monétona)
Se (xy,) € uma seqiiéncia mondtona limitada.
(i) Se (x,,) € ndo-decrescente, entdo, x,, — a, onde a = sup A e A = {x,,; x,, < xpy1, n € N}.
(1) Se (x,) é ndo-crescente, entdo, x,, — b, onde b = inf B e B = {x,,; x,, > xp41, n € N}. N
Demonstracao
(7) Dado £ > 0 existe ng € N, tal que:
a—e< Ty, <y <a<a+e Vn>ng.
Logo, |z, — a| < &, Vn > ng, ou ainda, z,, — a. [ ]
(#4) Andloga! (Faca!).
Sugestao:
Ty < Tp, <b4+€,Yn >ng (1)
e sendo b o infimo da seqiiéncia (z,, ), entdo, temos:
b<a,, Vn, 2)
de modo que:
b—e<b<x,Vn. 3)
Portanto, combinando (1) e (3) segue que: x,, — b. [

Problema 2.1
Considere a sequéncia (z,,), tal que: z1 = 1 € 41 = /2y, prove que: =, — 2.

Demonstracao

Com efeito, x5 = V/2, entdo,
IS.Tl<LE2<2:>1SIR<£CTH_1<2:>2S2:En<2xn+1<4.

Dai, obtemos: (z,,) é mondtona crescente.
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Além disso,

1<V2< V2, <\ 22,41 <V4=2.

Por conseguinte, vem: (z,,) é limitada, em particular, (x,,) é limitada superiormente.

Logo, (x,) converge. Digamos lim x,, = L, entdo, lim 41 = L.
n— oo n—oo

Agora,
L= lim z,; = lim V2, = V2L.
n—oo n—oo
Dai, vem:
L=2
L=VL=1?=2L = ou
L = 0. (Ndo convém )

Portanto,

lim z,, = 2.

n—oo

2.5 Sequéncia de Cauchy

Deﬁnigﬁo: Seja (x,,) uma sequéncia. Dizemos que (x,,) é de Cauchy, quando:
Dado ¢ > 0 existem ng (¢) € N, tal que:

[T — Tpn] < eVm >n > ng

Xy X . Xme-1) Xngy Xn R
| | |
I Ll

I ) 1

(A) A sequéncia de Cauchy nos diz que: para n arbitrariamente grande todos os termos

da sequéncia estdo proximos uns dos outros.

(B) Uma sequéncia converge para "a"se toda vizinhaga de ”a"contém todos os termos
da sequéncia a partir de uma ceta ordem n € de se esperar que: as sequéncias con-

vergentes sejam de Cauchy e vice-versa.

Exemplos

Exemplo 2.30

Use a defini¢do para mostrar que (x,,), com z,, = = é de Cauchy.

1
n
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Majoracoes
Fixemos m = 2n
[Zm — Zn| = [T2n — 20| = L1 :‘1_2 :i<8.
2n  n 2n 2n
Dai, obtemos: n > é Assim, basta tomar ng > i
Dado € > 0, existe ng (€) > 5=, ng (¢) € N, tal que:
n > nozn>i=> L1 2‘1_2 =i<€.
- 2e 2n  n 2n 2n
e Jam — | = |zom — 2| = | — & ‘12 1
2n n 2n 2n

= |$m_$n|: ‘132n_55n| < e, Vn > ng.

de sorte que: (x,,) é de Cauchy.

Exemplo 2.31
Use a defini¢do para mostrar que (x,,), com z,, = Inn ndo é uma sequéncia de Cauchy.

Majoracoes
Escolha fixar m = 2noum = 3n

|Tm — Tn| = |T2n — 2n] = [In(2n) —In (n)| =

2
In <”)‘ =2 =In2>¢c=
n

Dadoe = § > 0, existe ng (¢) > 5=, no (3) € N, tal que:

[T — n| = |T2n — 2p] = |In(2n) — In (n)| =

De sorte que: (Inn) ndo é de Cauchy.

Exemplo 2.32
Use a defini¢do para mostrar que (z,), com x,, = (—1)" ndo é de Cauchy.

A sequéncia (z,) = ((=1)") = (=1,1,—1,... — 1" ...).
Escolha um valor apropriado fixo, por exemplo, m = 2n, poderia ser m = 3n
|Zm — Zon—1] = |Zon — Top_1| = |[(-1)*" = (=1)*" | =2>e=1.

Logo, (x,,) ndo é uma sequéncia de Cauchy.

Exemplo 2.33
Se0<r<le|r,t1 — x| <r™paratodon € N, mostre que:

(2,) é de Cauchy.

2 1
In <”)‘ = [In2[=ln2>¢c=-.
n 2
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Majoracoes

Fixemosm =n+1

Dai, escolha 0 < r < {/e.

Demonstracao

Portanto, (z,,) é de Cauchy.

Teorema 2.11

Seja (x,,) uma sequéncia.

59
T — Tp| = |Tpp1 —xn| <1 < e
Dado ¢ > 0, com 0 < r < {/z, existe ng (¢) € N, tal que:
[Tpi1 — 2] < 1™ <e=
[T — 2n] < &,Vm >n > ny.
|
() converge para a se, e somente se, (x,,) é de Cauchy ©

Majoracoes

Ty — Tpn| = |Tm —a+a— x|
< Jem —al +la— x|
€ €
< §—|—§:5,Vm,n2no

(=) (zn,) converge para a => (z,,) é de Cauchy.

Demonstracao

Dado € > 0, existe ng (¢) € N, tal que:

3
|£17m 7a| < g,Vm Z no

5
la — x| < §,Vn > ng.

Dai, segue-se que:

T — Tn| = |Tm —a+a—xz,|
< |xm7a|+|a7$n|
< < + . >
—+ - =¢&,Ym,n > ny.
) 92 ) s 1o 10
Portanto, (z,,) é de Cauchy.
(«<=) (=) é de Cauchy = converge para a
(2,) é de Cauchy = (z,,) € limitada,.
De fato, dado € = 1, existe ng (1) € N, tal que:
[Tn| = |Zne| < |zn —@n,| <1,V >ng

= zn| <1+ |zp,], ¥ > ng.
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assim, basta escolher

M =max {|z1|,|z2], ..., [Tno|, 1 + |0 |}

Logo,
|xn] < M,Vn.

Dai, segue-se do teorema do Bolzano-Weierstrass que existe subsequéncia
convergente.(Zy, ), Tn, — a, tal que:

|l‘n - a‘ = |xn — T, + Tny — a|

IA

|Tn, = Ty | + 20, — al

g—i—%:s,VnZno.

Portanto, (,,) converge para a. [ |

N
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2.6 Um Pouco da historia do matematico Cauchy

Augustin-Louis Cauchy, matematico, engenheiro e fisico francés foi o pioneiro no estudo da andlise real
e complexa e da teoria dos grupos de permutacdo, fazendo ainda contribuigdes pioneiras para a mecédnica do
continuum. Nasceu no dia 1° de agosto de 1789, em Paris, e faleceu em 23 de maio de 1857, em Sceaux — Franca.
Além da Franca, ele também morou na Suica e na Itélia.

Cauchy foi um dos matemadticos responsaveis pela introdugéo do rigor na Matemadtica e foi o primeiro a divulgar
e defender a forma rigorosa de se fazer Matematica (apresentagdo de definicdes e regras). Particularmente, em seus
livros Cours d’analyse de 1’école Polytechnique, escrito em 1821, Résumé des legons sur le calcul infinitésimal, de
1823 e Lecons sur le calcul différentiel, publicado em 1829, Cauchy apresentou uma fundamenta¢do completa do
Célculo, estabelecendo o cardter que ele tem nos dias de hoje.




Capitulo Apéndice A

3.1 Graficos de Funcoes Elementares

Exemplo 3.1
(i) f(2) =2

(ii) f (2) = =2

Exemplo 3.2
(i) f(2) =2
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(ii) f (z) = —a®

Exemplo 3.3

() f(x)= V=

Exemplo 3.4

(i) f(z)=V-=
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(ii) f () = —v—x

Exemplo 3.5

f(x)zmz{ Ve,

V-,

Exemplo 3.6
(@) f(z) =3

(i0) f (z) = —

8=

= 1
_—“'_"H‘-’_
’-"‘__F.-H_f
y=—V-x
2
x>0
<0
Y y = Ixl
1
2 1 1 2
y
1
Y=z
—
2__‘—‘--—1.,2_\ 1 2
A
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Exemplo 3.7
() f (@) = =

¥
0 X
(i) f (z) = — 35
y
0 x
9
5
B
-11
-14
17
20
Exemplo 3.8
O A
TR L z<o
y
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Exemplo 3.9
(i) f () = V&

y
y=3x
X
0
(ii) f () = =V
ydl
y=—x
> X
0

Uma pausa para comentar sobre a funciao exponencial de base “c”

Seja
1 n
an = <1+—> — 2,718 =e.
n
entdo, fazendon = 1,2, 3, .. ., tem-se:
ag = (141)°=2
1\2
ay = <1—|— 5) =2,25
1\?
as = (1 + g) >~ 2,37

Dai, continuando com o processo, segue-se que:

1 n
an:<1-|-—) —2,718... =e.
n
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Cujo valor é aproximadamente !
e~ 2,718281828459045235360287

Exemplo 3.10
(i) f(x) =e” (i) g () =Inz

> y=e” y=x
1
/ P /’” y=linx
0. 1 x
(i) f(z) =e™" (i) g (z) = —Ina
" y=x
\
y=-lnx
" x

10 nimero "e"é uma constante matemadtica que € a base dos logaritmos naturais. Por vezes ¢ chamado nimero de Euler (ndo confundir com
a constante de Euler) em homenagem ao matematico suico Leonhard Euler, niimero de Napier, em homenagem a John Napier, ntimero de
Neper, constante de Néper, nimero neperiano, niimero exponencial e outros. A primeira referéncia a constante foi publicada em 1618 na tabela
de um apéndice de um trabalho sobre logaritmos de John Napier. No entanto, este ndo contém a constante propriamente dita, mas apenas uma
simples lista de logaritmos naturais calculados a partir desta. A primeira indica¢@o da constante foi descoberta por Jakob Bernoulli, quando
tentava encontrar um valor para a seguinte expressao (muito comum no célculo de juros compostos):

an=(1+21) —2,711828... =¢
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Exemplo 3.11
Inx x>0
) = 1 = ’
(i) f (@) = In { . a0
yl
/ — oy
= 0 / 1 -
o
\ / y=mhi
\\ /
Il
(i) f (z) = [In[z]|
y 1
o
[\ y=Inix]
/ \ 5
\\\ / I\\\.‘\ /r/,//
N/ N\ /
—i1 0 1 *
Exemplo 3.12
f@) =2 +1]
() f(2) = 55
y \ 1
o
0 1
Sk
\\
\
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(i) f(z) = A5 +1

y g
== 1
%E‘"‘m\
N 1
\ o
~\| y= -1 + 1
".
\
e _ 1
(iid) f () = | 5 +1]
y [ g
/ T
1
_-___-_""“"H..
0 1
-1
y= x—1
Exemplo 3.13
—x >0
. _ _‘xl _ (& bl X -
i =e =
(D n { e~ ")z <0
? y= e—lxl
0

(ii) yo = e~ ==l
( Observe que: este grafico foi obtido de y; = e~ 1%l deslocando uma
unidade a direita )

i g
= e_lx_ll
e
0 1
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(iii) yo = e~ |*+1]

( Observe que: este gréfico foi obtido de y; = e~!*! deslocando uma

unidade a esquerda )

-1 0
Exemplo 3.14
(i) yr = el (id) yo = el
y 4
% y=el /
\ /
\ /
\
N /
/
N //_/
\\.
L
f |
0

( Observe que: este grafico foi obtido de y; = e!*! deslocando uma

unidade a direita )
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(iii) yy = el*+1l
( Observe que: este gréfico foi obtido de y; = e/*! deslocando uma

unidade a esquerda )

y A
\\ /
\\ /
\
N\
\
\
\\
<
= alx+1|
\“\, _ A F=E
N 1
-1 o0 x
Exemplo 3.15
v =

y

pilllis
| II

R

/ \

J I.

/ \

f‘l ‘

/ \

\ .
S S T
e - — .y
(1) y2 = 447
O gréfico de yo = |zi € obtido de y; = |71\ deslocando 1 unidade 2 direita.
y Il
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é obtido de y; = ﬁ deslocando 1 uma unidade a

(i) y3 = Ixiil\
O grafico de y3 = |zi1|
esquerda.
vt

|

[0 i

[ T

/ \

/ \

/ \

.ri ‘\\\\ 1

/,..// o
1 0 o
Exemplo 3.16
(i)y=x
y —
///’/’
/’//
"4 y=vx
/
Ifll
0

(i) y1 = v —1
O gréfico de y; = v/x — 1 é obtido de y = v/ deslocando 1 unidade a

direita.
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(i11) yo = Vo +1

O grifico de yo = /& + 1 é obtido de y = /= deslocando 1 unidade &

esquerda.
V4 //,
/’/ J
s
E
; y=vx+1
|;
-1 0
3
Exemplo 3.17
(i)y =z
y E
~ y=¥%

5 x
P
(i) y = V& — 1 é obtido de y = ¢z deslocando uma 1 unidade 2 direita.
y »
e
//_
/ y=Vx-1
> X
0
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(791) y = /= + 1 é obtido de y = ¥/« deslocando uma 1 unidade a esquerda.

y L
/"/—/’_'_
S
/ y=Vx+1
-1} 0
]
o
Exemplo 3.18
(i) y = a°
y
f
/
."flI
/ y=x3
7o x
.';II
/
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(i) yo = (x4 1)* é obtido de y = 23 deslocando uma 1 unidade a esquerda.

y

3.2 Funcdes Pares e Impares

Definigdes:
Seja f : X — R uma fung¢o. Dizemos que:

(i) f épar,se: f(x)=f(—x),Vxe X =D(f)
(#4) f é impar, se: f (z)

Exemplos

Verifique quais das fungdes sdo pares ou impares:

Exemplo 3.19
f : R — R definida por: f (z) = 2>

Basta observar que:

(~a)® = a2

f (=)

Logo, f é uma funcdo par.
Esbogo do gréfico f (x) = 2

*X

y=(@+1)>

—f(=z),Vee X =D(f).

f(x),VeeD(f)=R.
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Exemplo 3.20
f : R — R definida por: f (z) = 2®

com efeito,
f(=2) = (~2)’ = —2® = —f (x) Yz € D(f) =R.

Logo, f é uma funcio impar.

Esbogo do gréfico f (x) = 3

-2 [} 2

Exemplo 3.21
f: R — R definida por: f (z) = \/|z]
Basta notar:
f(=2) = V=] =zl = f (z) Ve € D (f) = R.
Logo, f é uma funcéo par.
Esbogo do grifico f (z) = \/|z]
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Exemplo 3.22
f:[=1,2] — R definida por: f (z) = 2.

Cuidado

f(=2)=(-2)" =2® = f (a),
ndo vale Vo € D (f) = [~1,2], por exemplo, f(2) = 2% e f (—2) nfo

estd definida no intervalo. Logo, f ndo é uma funcéo par nem fmpar.
Assim, devemos ter o cuidado com a funcdo e se vale a
simetria para todo valor do dominio da fungdo.

Esbogo do gréfico de f (z) = 22, Vx € [-1,2]

o

Atencao

A tnica fungdo par e impar ao mesmo tempo é a funcdo

identicamente nula
f: R— R
x— f(x)=0

f(=xz) = 0= f(x), féuma fungdo par
f(=x) = 0=—f(x), féuma funcio impar.
Exemplo 3.23
f:R\ {0} — R definida por: f (z) = +

xT

com efeito,

f(=a) = - = —f(2),¥z € D(f) =R\ {0}.

Logo, f € uma func¢do {mpar.
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Esbogo do grafico de f (z) = 1

Exemplo 3.24
f : R — R definida por: f (z) =sinx

f(=z)=sin(—z) = —sin(x) = —f (x),Ve € D(f) = R.

Logo, f é uma funcgdo {mpar.

Esbogo do gréfico de f (x) = sinx

iamiE, S B

/—6 & =2 2 v [

=

Destacando
Dominiode f : D (f) =R.
Imagemde f : Im (f) = [-1,1]
Periodode f : p(f) =2«
Exemplo 3.25
f : R — R definida por: f (z) = cosz

Basta observar que:
f(=z) =cos(—x) =cos(x)=f(z),Vx e D(f) =R.

Logo, f € uma fungéo par.
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Esbogo do gréfico de f () = cosz

Destacando
Dominiode f : D (f) =R.
Imagemde f : Im (f) = [-1,1]

Periodode f : p(f) =2«
Exemplo 3.26
A fungdo tangente f: A= {z €R:x# % +km,k € Z} — R, definida
por:
f(z)=tgz.

Basta observar que:

f(=2) =tg(—2) = —tg(x) = —f (z),Ve € D(f) = R.

Logo, f € uma func¢do {mpar.

Esboco do gréfico de f (x) = tgz.

-2

Destacando
(i) Dominiode f : D (f) ={zx € R:x # § + km, k€ Z},
(i) Imagemde f : Im (f) =Re
(#i1) periodode f : p(f) = .
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Exemplo 3.27
A fungdo cotangente [ :A={z e R:z#km ke Z} — R,
definida por:
f(z) = cotgx.
Basta observar que: f (—z) = cotg (—x) = —cotg (z) = —f (2),
Va € D (f) = R. Logo, f é uma fungdo impar.

Esboco do gréfico de f (x) = cotg x.

Destacando
(i) Dominiode f : D(f) ={x eR:z # km,k € Z},
(7i) Imagemde f : Im (f) =Re
(#i1) periodode f : p(f) = .

Exemplo 3.28
Afungiosecante f:A={reR:a0# 5 +krkeZ}—R,
definida por:

f(z) =secz.

Basta observar que:
f(=z) =sec(—z) =sec(z) = f(z),Yz € D(f) =R.

Logo, f é uma funcéo par.
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Esbogo do gréfico de f (x) = sec x.

Destacando

(i) Dominiode f: D (f) ={z € R:z # % + km, k € Z},
(77) Imagemde f: Im (f) ={yeR:y<—lou y > 1}e
(it) periodo de f : p (f) = 2.

Exemplo 3.29
A fungdo cossecante [ : A ={x € R:x # kn,k € Z} — R, definida
por:

f(x) = cossecz.

Basta observar que:
f (=z) = cossec (—z) = —cossec () = —f () ,Vx € D(f) =R.

Logo, f € uma func¢do fmpar.

Esbogo do gréfico de f () = cossec z.

1
|f HE
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Destacando

(1) Dominiode f: D (f) ={zx € R:z # km, k € Z},
(¢7) Imagemde f: Im(f) ={y e R:y < —lou y>1}e
(#i¢) periodo de f : p (f) = 2.

Exemplo 3.30

Fungdes trigonométricas pares e impares:

le/—-e\u/oi\v/;\b ‘. GM 2 U/

(a) cos (—0) = cos 6 (b) sin (—0) = —sin 6

(i) cos(—0) = cosf (#i) sin(—0) = —siné.
Consequéncias

(i) sec(—0) =sect (it) cossec(—0) = — cossec
(1ii) tg(—0) = —tgb (iv)  cotg (—0) = —cotg.

3.3 Funcao Inversa

Sejay = f (x) uma fungdo injetora:

Fatos

(a,b) € G(f) < (b,a) € G(g).
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83
Dito de outro modo, temos:
(a,b) € G(f)<=b=f(a)
= g(b)=glf(a))=a
= g)=a
<~ (b,a) eG(g) = G(f_l)

2. Toda fung¢do injetora estritamente crescente ( ou decrescente ) no seu dominio, admite inversas

Definicao:
Seja g : Y — X uma fungdo. Dizemos que: g é ainversade f : X — Y, se:
(@) (gof)(@)=xVeeD(f) (i) (fog)(y)=y,Vye D(g)
y & X
NS
fog Y
x L v
+
gof X
&
y
y=x
/
/
- >4 _—
- / o
0 /] x
/l
/
@ Nota
(4)
y & X
NS
feg Y
(i) Cuidado
1
1 -
[ # 7

(#41) Notagdo

g € a fungdo inversa de f

g=f"
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(i) g: Y — X éafuncdo inversade f : X — Y
Afirmacio 1: f: X — Y € injetora.

De fato,
Vo, o2 € X @ f(21) = f(22) = g (f (1)) = g (f (z2)) = 71 = 22

Logo, f & injetora.

Afirmacdo 2: f é sobrejetora.
com efeito,
VyeY:dreX:x=g(y) = f(z)=F(9gW) =y

De sorte que: f € sobrejetora.
Consequentemente, vem: f € bijetora.

Conclusao:

f: X — Y invertivel <= f é bijetora.

Alguns textos do Ensino Médio chama invertivel de inversivel.

Exemplos

Exemplo 3.31
Seja f : R — R uma funcdo dada por:

f(z)=—-2z+1.

Determine g = f~!

Solucio
Com efeito,
(fog)(x)=flg(2)]=—2g9(x) +1=u.
Logo,
—29(x)—|—1:x:>—29(x)zx—1:>2g(x):—x+1:>g(x):f*1(x):_x;_l_
Observe que:
_ o [+l —[2c+1]4+1 22-14+1 2z
(Frof@=F1f@)=——F—= 5 -2 T,

(Fo )@ = (7 @) = =277 @) +1= -2 |5 41 - 222
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Exemplo 3.32
Seja f : A — B uma fun¢do,definida por:

fz) =V,
onde: A={x eR:z>0}eB={ycR:y>0}.

Determine g = 1.
Solucio

Defato,g= f~': A — B

(o) @) = Flg@) = Vam =2 = (Va@) =2 = |g(2)| = > 0.

Portanto,

o) = x?

Vale ressaltar que:

(fof M@ =Ff("@)=VI1()=Va2=|z| =2

(f o) @)= @)= @) =(\2) =z ==

85
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Exemplo 3.33
Seja f : R — R, definida por:

Solucao
De fato,

De sorte que:

y=Vx =

Vale salientar que:

Exemplo 3.34
Seja f: A={z €R:z >0} — R, definida por:
f(x)=Inz.
Solucio

Defato, f :{r €R:2 >0} —Reg=f1:R—{xecR:y>0}
(fog)(x)=[f(g(x) =Ing(x)]=2z=g(z)=e"

86
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De sorte que:

y=x
/
J'f
17
1 -
el ' i y=lInx
= Poai
0 J’/l X
rd
/
/
/

Note que:
(fof M@ =f(f")=l[f" ()] =h(")=zne=uz
Ine=1
(fTof)@=f"(f(e) =@ =e" =g

Exemplo 3.35

Sejaf:{reR:z#2} — {y € R:y # 1}, definida por:

@)= =5

Pede-se:

(i)g=f1 (ii) Esbogo dos gréficos de f e f~1.
Solucio

(2) Por definicdo, temos:

_ 9@
Fa) = I o) =) -2
— g() —29(x) = —20 = g (1) [~ 7] = ~2a
= @)= =
(i) Esbogo dos grdficos de f e g = f~1.
f(2) =35
y \\
1 em——
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Exemplo 3.36
Seja f : A — B uma fung@o, definida por:

f(l'):vx—l,
onde: A={zeR:x>1}eB={ycR:y>0}.

Afirmacdo 1: f é injetora.

De fato,
VLL’l,ZCQ S R:f(l‘l):f(ilfg):>\/il‘1—1=\/172—1
2 2
— (\/.231—1) Z(\/Z‘Q—l) :>|33‘1—1|:|372—1|
= 21— 1=29— 1= 21 = x9, vistoque z1, 22 > 1.
Logo, f € injetora. |

Afirmacido 2: f é sobrejetora.

Note que:
y=Vr—-l=—=z—-1=9y> =2=1+¢%
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Com efeito,
Vy € CD(f)=B:Fax=1+4y>ecD(f)=A:
f@) = fA+y)=Vi+y2-1=lyl =y

Portanto,: f é sobrejetora. Por conseguinte, vem: f € bijetora.

Agora, a fungdo inversa da funcdo f, serd dada por:

g=ft{reR:2>0} — {ycR:y>1}.

3
y , P
/ 5 e
/ = ; = %
/ fx)=x"+1 <
/ e
/
.-rlr /
/ P
/ rs
/ 7
rd ~ "
,"/’ — =
| ; Sl ] 1) = — 1
1 o A _— [Hx)=vx—-1
/ ‘fl
0 1 X

Uma pausa para alguns comentarios:

Em alguns textos do Ensino Médio, achar a inversa de uma fung@o usa-se "trocar x por y e expressa y como

funcdo de z"."Parece mégica da forma que se procede. A titulo ilustrativo, escolha:
f(x) =22
Vejamos y = 22, trocando z por 3, vem:
y=ao =z =9y = y=+Vr
e agora, expressando y como funcdo de z, quem € a funcdo inversa?:

g9(x) =V
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Vale ressaltar que: a equacdo dada ndao é uma fungdo

x =y

Neste caso, 0 esbo¢o grdfico nem funcdo representa. (Um elemento do dominio x > 0 tem duas imagens)



Capitulo Apéndice B

4.1 Funcao Exponencial

Definicao 4.1

Seja a um niimero real, tal que: 0 < a # 1 e seja f : R — RT uma fungdo.
Dizemos que f é exponencial de base a se:

f(x) =a”

e satisfaz as seguinte condigoes:
1) a*tY = a®.a¥
2)al =a

3)a>1: fécrescente: v1 < x3 = a™* < a*2

1 < To=—=ax0—x1>0=a"2"" >1

Z2

>1=a"" <a™ = f(21) < f (x2)

a®t

f(xy=a*a>1

Exemplos

Exemplo 4.1
(A) f(z) =27

/ fia) =2
4
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(B) f (z) = e**

(CY0 < a<1: fédecrescente: 1 < o = a®* > a2

1
0 < a<l=->leri1<ax9=—a9—21>0
a

Z1

>1

To—I1
= <) >1=—=a""" " >1=
a a*2

= " >a" = f(z1) > f(22).

flx)=a*0<a<]1

Exemplos

(A) f () = (2)"
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(B) f(z) = = (1)"

-

|
o

\ fo0 =

Uma pausa para alguns questionamentos e comentarios:

1. O porqué das restri¢des a base a?

Uma resposta comum de alguns: queremos que a fun¢éo exponencial admita
inversa. Ora, estamos definindo uma funcdo, as retri¢des devem bastar em
si mesma. Vejamos de fato uma explicacdo plausivel. A saber:

(A). Na defini¢do o que aconteceria se a = 17 A fungfo € constante.

(B). Se a < 0, ilustrativamente, escolha a = —2, entdo,

f@)=(=2)".

Observe que:

=

2)2 =2

&,ﬁ
N
DN | =
N———
Il

4 (_2)2

V)
~—
S
|

~
A~
=1 o
~
Il

|
.
)
i~}
|
9

Dai, segue-se que: f ndo define uma fungéo.

2. f é injetora:

Basta notar que:

T
a
=1

— xry __ o
flr1) = f(z) = a" =a =
= a"*" " =1,coma>0
= 1 — 22 =0= 21 = 2o.

Logo, f € injetora. |
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3. fésobrejetora: y € RT,Vy € R, Jz € R: y = a?, isto é, Im (f) = RT.
De sorte que: f € bijetora.( f admite inversa )

4. Vale a pena ressaltar que: se uma funcéo f : R — R tem a propriedade
a®* vV = a®.aY,

entdo, ndo pode assumir o valor 0, salvo no caso de f (z) = 0.

De fato,

flaty)=[f() f(y)

Se existir algum xg € R, tal que: f (z¢) = 0, entdo, segue-se que:

fx) = [fllz—=0)+ o
f (@ —=o) - f(x0)
f(fﬂ—iC())'O:O

paratodo z € R.

5. Se a fungdo f : R — R ndo € identicamente nula e satisfaz
flaty)=Ff(2) fy) <" =a"a",
entdo, f é necessariamente positiva para todo = € R, ou seja,

f(x) >0, Vz e R.

Com efeito,

Ou ainda,
f(x)>0,VzeR.

Dito de outro modo, a luz dessa propriedade
fla+y)=[f(x)-f),
tanto faz dizer que o contra-dominiode f é R :
CD(f) =Rcomo CD (f) =R".

A vantagem de tomar o contra-dominio de f como R™ reside na sobrejetivi-
dade de f.

94
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Exemplos

1. (i) f (x) =2~ l==1 (i) f(z) =2~ l=+1]
(4)

=y

yo = 27 12=1l este grafico é o mesmo do grifico anterior, destacando a
translacdo de uma unidade a direita

e

Destacando:

D(f)=R
€
Im(f)={yeR:0<y<1}

(i1) f () = 271+
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y2 = [ () =271

Yo = 2- 1241l ggte gréfico foi obtido de y; = 2‘“”', sendo transladado uma

unidade a esquerda.

\

Destacando

D(f)=R
€
Im(f) ={yeR:0<y <1}

4.2 Funcao Logaritmica

Definicao 4.2

96

Seja a um niimero real, tal que: 0 < a # 1 e seja g = f~' : Rt — R uma funcdo. Dizemos que f é
logaritmo de x na base a se:

g(x) = log,

e satisfaz as seguinte condicées:
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97
A fungdo inversa da exponencial f : R — R™ descrita por
f(z)=a®
de base a é a funcéo f : R™ — R dada por:
9(2) = 7 (2) = log, . .

Consequéncias da defini¢ao

glf (@)] =log, [a"] =z <= log, [a"] ==

e

flg(@)]=a%® =al® = g = l°8® = ¢
Afirmacao

0<a#1l, aeR x>0:log, 2% =alog, x.
Demonstracao

Sejam w = log, z“ e y = log, =, entdo, queremos mostrar que:

w = qy.
Vejamos,
w = log, x® a® =z
e = e > a" = (a¥)"
y = log, = ay =z

Dai, segue-se que:

a¥ = (a¥)" = a™ <= w = ay.
Portanto,

w = ay < log, z* = alog, =.

(1) y = a® <= log, (y) =log, (a*) ==

(ii) log,z =y <= a? =z <= a'% % =z
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2)
log,1 = 0+<=d’=1.
e
log,a = y<=a’=a"'<=y=1.
3)
fzy)=f(2)+f(y).Vz,y €RT.
Ou ainda,

log, (xy) = log, « + log, y.

4) f é uma fungdo injetora:

Vai, 20 € RT : f(21) = f(22) = 21 = 29

5) f é uma fungdo sobrejetora:

VyeR, Iz =a¥ €R': f(a¥) =log, (a¥) =y

6) Mudanca de base para logaritmos: Va, b,z € Rt e a,b # 1
log, =
log, b"

a

log, x =

Sejam w = log, « y = log, x e k = log, b, entdo, queremos mostrar que:

w:g@)y:wk.

k
1° Modo:
T =b"Y ]
a¥ =b"
r=a¥
Se w =log, x y = log, x e k = log, b, entdo, tem-se: = e
e
b=a*
b=a"

Dai, obtemos:

Por conseguinte, vem:

y=kw<= w= %
Logo,
1 log, =
og, T =
B log, b

98
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2° Modo:
log. 7 — log,, x
So log, b
Seja log, © = y, entdo temos: = bY. Assim,
1
log, z =log, (bY) =y.log, b <y = %8
log, b
De sorte que:
log,
1 = =4
e T log, b

7) Sejam 1, 72,0 € RT € a # 1, entdo tem-se:

(i) o, (122) = log, (1) + log, (v2)
(i1) log, () = log, (21) — log, (v2)

(7) Sejam log,, (x122) = w, log, (1) = y1 e log, (z2) = ya, entdo, queremos
mostrar que:

w =y + Y.
Vejamos,
log, (z122) = w 1T = a¥
log, (z1) g e =
08, (T1) =1 T =
a —— —— e
© © Y1 Y2
’ T1X9 = a’"a
log, (x2) = ya To = a¥?

Decorre dai que:
a¥ = gVrty2

Portanto,

w =Y + Ya.

Ou ainda,

loga (xliE?) = loga (‘Tl) + loga (xQ) .

(4) 1° Modo:
Sejam log,, %) = w, log, (x1) = y1 e log, (z2) = y2, entdo, queremos
mostrar que:

w =Yy — Y2
De fato,
r1 ) — T __ jw
log,, (wz)—w =0 o _ g
log, (z1) = z = a¥ i
8o (T1) =91 __ N .
€ © 21— ¥ yi-ve
oy Zo av2 5
log, (x2) = ya T2 =a

99
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e, por conseguinte, vem:
a’ =a"T? = w =1y — yo.

2° Modo:

Bastaria notar que:
Z1 — _
log, (:172) =log, (w175 ") = log, (1) +log, (z3) .
Agora, como log, (z5") = —log, (z2), segue-se:

x _
log,, (x;) = log, (z17; 1) = log, (71) — log, (z2) .

8) 1° Caso: a > 1: f é crescente:
VCL’l,ZEQ S RY . T < Tog — loga 1 < loga Zo.

f~1(x) = log, x

0 1 X

f(z)=a"ef~!(z) =log,x

Exemplos:

(4) f (z) =logy
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(B) f(x) =lnx =log,

2° Caso: 0 < a < 1: f & decrescente:

V1,20 € RT 12 < g = log, 1 > log, xs.

f(x) =a*

) y=x

0<a<il \\

f1(x) =logq x

—_—

] x

Exemplos

(A) f (@) = log @

v
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(B) f (z) = —Inx

Usando a mudanga para base a do logaritmo dado.
Sejam x,a > 0,a # 1 ek € R, k # 0, entdo, temos:
log,z 1 log,z 1

= = —. .1 s, 1 =1.
log,a* k'log,a k 8a T, POLS, [08q @

A titulo ilustrativo, tome como exemplo:

logew _ Iz _ Inz = —Inz pois, Ine=1
log, () ~In(e7!)  —Ilne pots: -

logr x =

Problema 4.1
Determine x € R, de modo que:
() e* —2e"+1=0 (i)l —1)=1  (iad) 274 = 32.

Solucao
(1) Fagamos t = €®, entdo a equagdo toma a forma:

(€")? =26 4+1 = 0<=t?—2+1=0

—(=2)+4/(-2)* —4.11
2
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Agora, voltando e substituindo o valor de t = 1, obtemos:
0

t=e"=1=¢e"=¢e" = 2=0.
[ |
(i)
In(z?-1) = l<sa’—l=e<r’=c+1
— 1 ==+Vve+ 1.
[ |
(#i1)
2l = 32 e 2l = 2P
r—4=5
— ‘.’E—4|:5:> ou
r—4=-5
- ou - ou
r=-5+4+4 rz=-—1
[ |
Exemplos
1. (i) f(z) =lnx
"
sl

(i) f(z) = —Inzx
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Observe que:

Usando a mudanca para base a do logaritmo dado, temos:

log, x 1 log,x 1 .
4 =— =22 =_1 , 1 =1,
log,a* k'log,a k O8a T, POIS, 108, ¢

log,r x =

com z,a>0ek eR, a# 1.

A titulo ilustrativo, tome como exemplo:

logez _ _Inz _ Iz = —Inz pois, Ine =1
log, () In(e7!)  —Ine pois. -

log:r x =

x
1] 1 %

2. f(z) = [logyg (z — 1)]

(i) y1 = logyq ()

¥
/f‘.
(i1) y2 = logyo (v — 1)
y
/"'/f
/
P
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(iii) ys = [logyg (z — 1)

\\ -
\ ~
\ //
0 1 2 *
Destacando
Dominiode f: D (f) ={x e R:z > 1}
Imagemde f: Im (f) ={y € R:y > 0}.
1
3. f(2) = In o] = { nz, x>0
, <0
y 3
1\ 0 1 x4
Calculos auxiliares:
r=1
f@)=0=hz|=0<=In Jz| =0 |z| =’ =1 = ou
z=-1

Sédo os valores que cortam o eixo x ( ou zero da fungéo f )
4. f(xz) =12 —1In|z||
Inz, x>0

:1 =
v =lnle] In(—z), z<0
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y &’
1\ © 1 x
y2 = — In |z|, este gréfico, foi obtido de y; = In |z| fazendo uma reflexdo em

torno do eixo z, ou seja, a parte positiva ficou negativa e a parte negativa
ficou positiva, graficamente, temos:

TN T

ys = 2 — In ||, este grifico, foi obtido do gréfico anterior y; = — In|z| transla-

dando duas unidades para cima, graficamente, temos:

y E
-¢? 0 e? *
Calculos auxiliares
Determinando os valores que cortam o €ixo x
fz) = 0=2-Injz|=0<=hnz|=2<=In.|z| =2 =
x = e?
lz] = = ou
r = —e?.

Sédo os valorer que cortam o eixo = ( ou zero da fungio f ).
E, finalmente, obtendo o gréfico de f () = |2 — In|z||, vale destacar que:



Exercicios: Pensando Um Pouco Mais 107

este gréafico foi obtido do anterior, refletindo a parte negativa em torno
do eixo z, ou ainda, a parte positiva ou nula permanece a mesma e a

parte negativa girou em torno do eixo x e ficou positiva.

Destacando

D(f)={yeR:z#0}
e |

Im(f)={yeR:y>0}.
5 f(z) =Inl|z + 1]

Inx, z >0
In(—z), <0

(1) y1 = Infz| = {

(#4) y2 = In |x + 1], este gréfico é obtido de y; = In |z| anterior deslocando

ou transladando uma unidade a esquerda
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Destacando
D(f)=R-{-1}
€
Im (f) =R.

Inz, x>0
In(—z), =<0

y2 = In|z — 1|, este grifico € obtido de y; = In |z| deslocando ou transladan-

do uma unidade a direita

Destacando

[ o]

108
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7. f(z) =|ln(z+1)|
Yy =Inzx

y2 = In(x + 1), este gréfico é obtido do gréfico anterior transladando uma

unidade a esquerda.

y3 = |In (z 4 1)|, este grafico é obtido do gréfico anterior, fazendo a reflexdo
em torno do eixo x a parte positiva ou nula, permanece a mesma, a parte

negativa refletida em torno do eixo z fica positiva.

Destacando

D(f)={zreR:z> -1}
€
Im(f)={yeR:y>0}.

109



Capitulo Apéndice C

5.1 Esboco dos graficos das func¢oes trigonométricas seno e cosseno de

periodo fundamental 27

cos (x) = cos (z + 27) e sin (z) = sin (x + 27)

1. A funcdo cosseno f : [0,27] — R, definida por: f (x) = cosx

y

1

Esboco dos graficos das funcdes trigonométricas

1. A funcgéo cosseno [ : R — R, definida por: f (z) = cosz

/\/\/\A\/\/\/\
fESEATENCA N AT O K e e

—&
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Destacamos

(i) Dominiode f : D (f) =R,
(73) Imagemde f : =1 <cosz <1=Im(f) =[-1,1]e
(#i¢) Periodo de f : p (f) = 2.

2. A fungdo seno f : R — R, definida por:

f(z) =sinx

Destacamos

(¢) Dominiode f : D (f) =R,
(7) Imagemde f : =1 <sinz < 1= Im(f) =[-1,1]e
(#i1) Periodo de f : p (f) = 2.

A seguir, consideremos os tridngulos AOBC' e AOAT
sdo semelhantes pelo caso L.A.L. (lado, angulo e lado )

Dai, obtemos:

AOBC ~ 02OAT — AL 04 AT 1
BC OB sinf  cos@
— AT:smO:tge.
cos

Veja figura a seguir:
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3. A fungdo tangente f: A={z€R:x#% +kmkeZ} — R,

definida por:
f(z)=tgz
, I Y | ]
; i i !
i 1 1 1
. 1 | 1
N | 1 I
. I 1 1
1 | | I
1 | i - i
AR VN
2z 2 2 2
] [ 1 ]
]
: : : i
b 1 I 1
| I | |
' -— 0 - :
Destacando

(i) Dominiode f : D (f) ={z € R:x # L + km, k€ Z},
(7i) Imagemde f : Im (f) =Re
(#i1) periodo de f : p(f) = .

4. A fungéo cotangente f: A ={x € R:x # kmr k € Z} — R, definida

por:
f(x) = cotgz.
1 Y 1 1
1 1 1
1 \ 1 \ 1
1 1 1
] 1 ]
I 1 I
I ) ]
] ] ]
T T X
—rr: m 0 L T 3m 2m
: 2 2 : 2 |
1 1 1
] 1 1
1 1 1
I 1 ]
| PEENET S f
Destacando

(¢) Dominiode f : D (f) ={x e R:x # kn,k € Z},
(74) Imagemde f : Im (f) =Re
(i7) periodo de f : p (f) = .
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5. A fung@io secante f: A= {x €R:x# % +km k€ Z}— R, definida

por:
f(z) =secz.
y 3
1 . .
—7 LE i 4 3m 2
2 2 _ 2
-1 /\
« —r————
Destacando

(i) Dominiode f: D (f) ={z € R: 2 # § + km, k € Z},
(72) Imagemde f: Im (f) ={y e R:y < —1lou y > 1}e
(#i1) periodo de f : p (f) = 2m.

6. A fungéo cossecante f: A ={x € R:x # kmr k € Z} — R, definida

por:
f (x) = cossecx.
y
1
w m

_L_' 2 0 2 i X

2

Destacando

(i) Dominiode f : D (f) ={z € R: z # km,k € Z},
(i9) Imagemde f : Im (f)={yeR:y<—1lou y>1}e
(#i7) periodo de f : p (f) = 2.
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5.2 Periodo de cada Funcao Trigonométrica dada

1.
f(z)=sin(kx+b),k>0:p(f) = 2%
Exemplos:
A. f (z) =sin(2z)
y1 =sinz, p(y1) =27
y 1
1 '""""""""""""""""""":
0 ir T 3T I21’[ ;
2 ? :
I . - - S i
Destacando
D(f)=R
p(y2) =21
I (f) = [~1,1]
(i)
2
y2 =sin (2z), p(y2) = 77( =T.

O esboco do gréfico foi obtido do anterior, com cada ponto do grafico de y; = sin z foi dividido por 2.

Y 4
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Destacando
D(f)=R
p(y2) =m

Im (f) = [~1,1]

y1 = 3sinz, p(y1) =27

Destacando
D(f)=R
p(y2) =2m

Im (f) = [-3.3]
(i)

1
Yo = 3Sin(

O esbogo deste grifico, foi obtido, onde: cada ponto do grifico de y; = 3 sin x foi multiplicado por 2.

y

>7p(’y1) =

2w

2
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Destacando
f)=R

D(
p(y2) = 4w
Im (f) = [-3,3]

2.
f(x)=cos(kz+b),k>0:p(f) = 2%
Exemplos:
A. f (z) = 3cos (4z)
(4)
y1 = 3cosz, p(y1) = 2m.
y
eri x
Destacando
D(f)=R
ply) =21 (id)
Im (f) = [-3,3]
Y2 = 3cos (4z), p(y2) = %T - g

116
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Destacando
D(f)=R
p(y2) =3

Im (f) = _37 3]

Problema 5.1

Use translagdes e reflexdes para esbogar o grafico da fungio f
definida por:

fle) =1 =2tg |zl

A priori, usando a defini¢do de médulo, tem-se:

2tgz, x>0 2tgzr, x>0
y1:2tg|m|={ s <:>y1={ &

2tg(—z), =<0 —2tgz, <0
y

I ] 1 I

[} 1 1 I

I I | I

1 1 ] 1

I I | I

I I | I

I I ] i

] ] ] i

1 1 1 1

I | | I . X

3n _ . T 0 n n 3
] 2 2 2

] 1 I ]

I ] ] ]

1 1 ] 1

1 1 1 1

I I 1 I

I 1 ] 1

2tg 1] —2tgz, x>0 —2tgz, >0
= — €Tl = <= =
b2 & u 2tgz, <0

X

N
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1-2tgx, >0
<0

1+2tgx,

y312tg|x|{

Agora, obtemos um esboco do grifico de f :

fla) =11 -2tglz|l

=
.......... [~ .
|||||| £od-g----
sk Rlew__.
}
- \ o
Y\\v
llllllllll Bl -
|
|%||munq-
\I\\\\\ |
uuuuuuuuuuu P .
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5.3 A distancia de um ponto e uma reta
Teorema 5.1
Seja L : ax + by 4+ ¢ = 0 a equacdo de uma reta ndo-vertical e seja
Py (xo,y0) € L. Entdo, temos:
lazo + byo + ¢|
d(Py,L) = ——————
== ;
Demonstraciao
De acordo com a figura, tem-se:
Ya Liax+by+c=10
¥
.“IG >
d(Py, L
cosf = % = d(Py, L) = |PyI|.cos = d(Py, L) = |yo — y1] - cos 6. (1)
0
Agora,
I(m07y1)6L<:>am0+by0+c=0<:>yo:—%xo—l—c). (2)
Observe que:
_a 20, 9, a\? a® + b2
tgG——Z:>1—|—tg 0 = sec 0—1—1—(—5) =2
ou ainda,
Va? + b2 b
secG:L:>cos0: 1o 3)

B VEE
Além disso, substituindo (2) e (3) em (1), obtemos:
(_gmo B g) b Jazo+byo + . [b]
Va2 + 52 6] Va2 + b2

d(POaL):‘yO_ b b

De sorte que:
_awg + byo + ¢

d(P07L)_ \/m
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5.4 Lei dos cossenos usando a distancia entre dois pontos

Teorema 5.2

Seja 0 € R o dngulo AOB e sejam A (a.cos 0, asind) , B (b,0) em z2 +y2 = a2, comb > a, entio, temos:

d*(A, B) = a® + b* — 2a.bcos () o

Q;Q /"'_—__"‘\\
5
o ™

7 AN
a il

oy
\/

Basta calcular a distancia entre A e B, vejamos:
d*(A,B) = (acosf—b)’+ (asinf —0)°
= a”(cos® +sin®0) — 2a.bcos ().

~__ B(0)

/_.-"'_'_-__‘_""'--\_
=]

Demonstracao

Agora, como cos? f + sin® = 1 segue-se que:

d*(A, B) = a® + b* — 2a.bcos ()
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5.5 Uma prova simples do cos(a-b) usando a distancia entre dois pontos e

a lei dos cossenos

Teorema 5.3

Sejam a,b € R e sejam A (cosa,sina), B (cosb,senb) e C (1,0) em 22 + y? = 1, entdo, temos:

cos (a —b) = cosacosb+ senasinb

Q
|
L \\\“\\\\\\\\\ X ¢ H }
a— 8% \d a+6 a—2§ a a+d
\ \
Demonstraciao
A priori, a distdncia de A até B, serd descrita por:
[d(A,B)]* = (cosa—cosb)®+ (sena—senb)>
= (cos2 a + sen? a) + (cos2 b+ sen? b) — 2[cosacosb+ sen asen b]
= 2—2[cosacosb+ senasend]
5.1
Por outro lado, a lei dos cossenos para o tridngulo AAO B, nos da:
[d(A,B)? =12 +1% —2cos (a — b). (5.2)
Agora, comparando (1) e (2), obtem-se:
2—2cos(a—b) =2—2[cosacosb+ senasend].
Portanto,
cos (a — b) = cosacosb + senasenb.
|
Consequéncias:

C4) cos (a+ b) = cosacosb — sinasinb.
Demonstracao

Com efeito,

cos [a — (—b)] = cosacos (—b) + sinasin (—b).
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Como cos (—b) = cosb e sin (—b) = — sin b segue-se que:

cos (a + b) = cosacos (b) — sinasinb.

Notagdo: sinz = sen x (seno do dngulo x)

Consequéncia:

Fazendo a = b em cos (a + b) = cosacos (b) — sin a sin b, obtemos:

a = b= cos (2a) = cos® a — sin® a.

C5) sin (a —b) =sinacosb —sinbcosa

De fato,
sin (@ — b)

cos {g —(a— b)} = cos [(g —a) —&—b}
= cos (g—a) cosb — sin (g—a) sinb
= sinacosb — sinbcosa.

De sorte que:
sin (a — b) = sinacosb — sinb cos a.

C3)sin(a +b) =sinacosb +sinbcosa

De fato,
sin [a — (—b)] = sina cos (—b) — sin (—b) cos a.
Agora, sabendo-se que cos (—b) = cosb e sin (—b) = — sin b, obtemos:
sin(a + b) = sina cos b + sin b cos a.
Consequéncia:

Fazendo a = b em sin(a + b) = sina cos b + sin b cos a, vem:

a =b=sin(2a) = 2sinacosb.

122
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C}4) Sejam a,b € R com a,b # Z, entdo, temos:
tga+tgb

tgla+b)= 1—tgatgh’

te (a+b) sin(a+b) sinacosb+sinbcosa
a = = .
& cos(a+0b) cosacosb—sinasinb

Agora, dividindo numerador e denominador por cos a cos b # 0, vem:

sin a cos b + sin bcos a

_ cosacosb cosacosb

tg (a + b) - cos a cos(b) __ sinasinb
cos a cos(b) cos a cos b

sin a + sin b

cosa cosb
sina sinb
cosa’cosb

_ tga+tgh
 1—tgatgh’
Portanto,
tga+tgb
t b) = —=———.
gla+?) 1—tgatgh
|
Consequéncia:
_ _ _tgattgd .
Fazendo a = bem tg (a + b) = $5 715, obtemos:
2tga
“ g (2a) 1—tg2a
|
Cs) Sejam a,b € Rcom a,b # 5
tga —tgb
tg(a—b) = 294" 82
1+tgatgh
Basta notar que: tg (—b) = — tg (b)
tga 4+ tg (—b tga —tgb
tefa+ (=b)] = =D _ .
1—tgatg(—b) 1+tgatgd
[ |

Cs) Para todo a € R, tem-se:

(i) cos’a = 71“023(2“) (ii) sin’a = 71_(:025(2“)
Com efeito,
(i) cos(2a) = cos’a—sinae sin?a=1—cos’a
= cos(2a) = cos’a — (1 — cos” a)
= 2cos’a =1+ cos (2a)
— cos’a= M.

2
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Logo,

1 2
cos?a — H%W)

Procedendo de forma andloga, obtemos:

(i4) cos(2a) 2

cos’a —sin®ae cos?a =1—sin’a

— cos(2a) = 1 —sin®a —sin’a
= cos(2a) =1 —2sin’a
—  2sin?a =1 — cos (2a)
— sina= 1_#8(2@.
De sorte que:
sin®a = Ls(m.

2



Capitulo Nem tudo sao flores
Como diz o matemaético Prof. Dr. Daniel Cordeiro de Morais: em seu livro, Manual de Redacao Matematica:
Sociedade Brasileira de Matematica: SBM, 2018.

"Cuidado para definir realmente aquilo que se deseja:

Ndo compre nem venda gato por lebre"

No Ensino Médio, € comum os textos afirmarem: toda fun¢do trigonométrica € periddica, podemos ter

fi(xz) =sinz e f3 () = sin (ax), com o € R\Q (irracional).

"Uma propriedade fundamental das fungées trigonométricas é

que elas sdo periodicas.”

Refletindo um pouco sobre o tema, se encontra um contra-exemplo, basta
escolher, de forma mais geral, escolhendo o € R\Q( irracional ), podemos

caracterizar infinitos contra-exemplos, para tanto, basta mudar o valor do «
f (z) =sinzx + sin (ax),

com « € R\Q(irracional). Mostre que: f ndo é uma fungéo periddica.

A priori, considere duas funcdes periddicas, por exemplos:

(i) f () = sin z,com periodo fundamental p (f) = 27

e seja « € R\Q( irracional ), em particular, escolha o = 7 e a fungéo
g dada por:
(ii) g () = sin (7z), com periodo fundamental é p (f) = 2Z = 2.
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Generalizando g com o € R\Q( irracional ), temos:

g(z) =sin(az),a >0

Afirmacao:

Seja g com o € R\Q( irracional ), a fungdo definida por:
g (x) =sin (ax), a > 0.

Entao, g € periddica e tem periodo fundamental:

Por defini¢do, temos:

f(z+p) f@)<= f(x+p) —f(x)=0
sin (ax + ap) = sin(ax) <= [sin (ax + ap) — sin (ax)] = 0.

Note que:

sin (a 4+ b) = sinacosb + sinbcosa
sin (e — b) = sinacosb — sin b cos a.

b f— g utv
Agora, fazendo { at Y s obtemos:{ “ 2 Assim.
a—b=v b= 5"
sin (u) — sin (v) = 2sin YY) cos vty .
2 2
[sin (ax + ap) —sin (ax)] = 0
2sin (%) . Cos (am + ?) = 0
sin (%) . Cos (oza; + %) = 0
Se ax = g entdo,
sin (%) .sin (%) =0 = sin® (%) =0 = sin (%) =0
ap 2k
:>7:k1ﬂ':>04p:2k1ﬂ',]€1€z7:>p: ,kleZ,
o
De sorte que f é periddica. Além disso, o menor valor positivo de p é quando
ki =1.
Logo, o periodo fundamental da funcio g é:
2
p=—
o

= sin(a + b) —sin(a — b) = 2sinbcosa.
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6.1 Algumas simulacdes com valores de o € R\ (), onde:
f (z) =sinx + sin (ax)

1. f(x) =sinz + sin (ﬁx),a =2.

N \/J % AV ETV X \J I \u/‘\/ AN | N g T N ™ | an NS | N5

2. f(z) =sinz + sin (7x), @ = 7.

Depois de algumas simulagdes, vamos arriscar um palpite ou
inferir que seja provavel ( conjecturar). Serd que a fungdo f
definida por:

f(x) =sinx + sin (ax),

com « € R\Q( irracional ) é ndo periédica?

Conjectura:
Seja f uma fungdo definida por:

f(z) =sinx + sin (ax),

com « € R\Q( irracional ). f ndo é uma funcéo periddica.
Demonstraciao
Por defini¢do, temos:

flat+p) = [(2)
sin (z + p) +sin (ax + ap) = sinz + sin (az) <

sin(z+p) —sinz = —[sin(az+ ap) —sin (ax)]. (1.1)
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Vale a pena observar que:

sin (a 4+ b) = sinacosb + sinbcosa
sin (a — b) = sina cosb — sin b cos a.

at+b=u

a—b=w

Agora, fazendo { , obtemos: {

= sin(a + b) —sin (e — b) = 2sinbcosa.

. Assim.

sin (u) — sin (v) = 2sin (“;U> cos <u;”’> .

Além disso,

sin (u) —sin (v) =

sin(z +p) —sinz =

. U —v u—+v
2sin cos .
9 i r+p—2x 2 +p
sin | ———— ] cos
2 2

= 2sin (g) cos (x + ‘g)

e de forma andloga, temos:

sin (u) —sin (v) =

— [sin (ax + ap) —sin (ax)] =

—2 [si

. U —v u—+v
2 sin cos .
() ()

((ax+ap)ax> <ax+ap+ax)}
n{ g Jeos | ———5——

= 2sin (%) cos (a:c + %) .
2 2

Agora, levando

sin(z +p) —sinz =

2 sin (g) . COS (:13 + g)
sin (]22) . COS (x + g)

sin (g) .cos(z) =

— [sin (e + ap) — sin (ax)]

—2sin (%) . COS (aac + %)
—sin (%) . COS (ozx + %) .

. [ap
—sin (7) .cos (ax).

Se x = I, entdo, sin (%) =0= F =kim = ap =2k, ki € Z,

2 b
por outro lado, temos:

Se aw = 5, entdo, sin (§) =0 =L = kow = p = 2kym, ky € Z.

k

Dai, vem: a2kom = 2k1m — o = Tirscom ko # 0. Absurdo! Visto que:

o € irracional.
De sorte que f ndo é periddica.

128
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6.2 Algumas proposicoes sobre func¢oes periodicas
Proposicao 6.1
Seja f uma fungdo periédica de periodo p > 0 e seja g (x) = f (ax), com
a > 0, entdo, g ¢ periodica de periodo ©
o
Demonstracao
Com efeito, f uma fung@o periddica de periodo p > 0, entdo, tem-se:
flaz +p) = [ (az),
para todo x € D (f) ( dominio de f ).
Agora,
g(w+2)=rsla(e+2)] =s(ar+p) = flaz) = g (@).
De sorte que: g € periddica de periodo £. |
Proposic¢ao 6.2
Seja f uma fungdo periédica de periodo p > 0 e seja g () = f (ax + b), com
a>0eb € R, entdo, g é periddica de periodo .
®
Demonstraciao
Com efeito, f uma fung¢do periddica de periodo p > 0, entdo, tem-se:
f(lax+b)+p)=f(ax+D),
paratodo x € D (f) ( dominio de f ).
Agora,
py b _
g(x—i—E) = f [a(x—ka) +b] = f((az +p) +b)
= f((ax+b)+p) = flazx+b) =g (z).
Portanto, g é periddica de periodo £ |

Exemplos
Exemplo 6.1
f (z) = cos (2z), periodo de f :
27
p(f)=—=m

Facamos os esbogos gréficos de y; = cosx e y2 = cos (2z). Salientando
que: yo € obtido de y; dividindo cada ponto do grafico deste por 2.
Vejamos



Exercicios: Pensando Um Pouco Mais 130

(i) y1 = cosx

(i) y2 = cos (2x)
Observe que p periodo de ¥y é:

27
ply2) = =7
y
1
x
L U x 3 T
4 2 T
=1
Destacando
Dominiode f : D (f) =R
Imagemde f: Im (f) =[-1,1]]={yeR: -1 <y <1}
Periodode f : p(f) = m. |
Exemplo 6.2
f(z) =sin (%), periodo de f :
27
p(f)= I = 4.
2

Facamos os esbogos gréficos ys = sin (%) obtidode y; =sinz
onde cada ponto do gréfico de y» € obtido de y; multiplicado
por 2. Vejamos
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(1) y1 = sinz, periodode y1 : p(y1) =27

Y 4

(i1) y2 = sin (%), perfodo de 2 : p (y2) = 47

y

Destacando:

Dominiode f : D (f) =R
Imagemde f:Im(f) =[-1,1]={yeR: -1 <y <1}.
Periodode f : p (f) = 4.

131
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6.3 Funcoes Trigonométricas Inversas

L. (&) f:[0,7] — [-1,1]

f(z) =cosx

= [-1,1] < f é bijetora.

(#4) f ¢é injetora, sobrejetora Im ( f)
1,1] — [0, 7] , é dada por:

A fungdo inversade f, f~1: [~1,

f~(x) = arccosx

Exemplo 6.3

Calcule:
(i) sin {2 arccos (73)} (i7) tg (arccos (3))

Solucio
(1)
3
sin [2 arccos <\2[>] = sin (2u) = 2sinucosu

S

Seja u = arccos ( 5

), entdo, temos:

3
cosu = T,Vu € [0,n].
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Agora,
sinu = 1-—cos?u
2
= 1- (X
2
1
SR
4 4
Dai, vem:
1
sinu = ii,Vu € [0, 7]
Assim,
. 1
sinu = —.
2
Portanto,

sin [2 arccos <\g§>] = sin (2u) = 2sinwucosu

_ Gl VB _ V3
S T27 2 2
[ |
(i)
1 sin u
tg (arccos ()) =tgu =
3 cos U
Seja u = arccos (1), entdo, cosu = %, Vu € [0, 7).
Assim,
sinfu = 1-—cos?u
(5)
= 1 — -
3
1
S
9 9
Dai, vem:
2v/2
nu— Y8 V2
3 3
Como sinu > 0, Vu € [0, 7], segue-se que:
. 2V2
sinuy = —.
3
Além disso,
sinu %
COS U 3
2v2 3
= —. - =2Vv2
3 1 V2
Portanto,
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2.6 f: [-5,%] — [-1,1]

4 ¥
[ 1 R :
_"i 0 Tfi x
7| !
______________ el
(#4) f é injetora, sobrejetora Im (f) = [—1, 1] <= f é bijetora.
A fungdo inversade f, f~': [~1,1] — [—Z, 3], é dada por:
Y (z) = arcsinz
__________________ L
' 2 !
It 0 4 x
: m i
................ _E..-------_--------_-_l

Exemplo 6.4
Calcule:
(i) cos [2arcsin ()] (i1) tg [2arcsin (3)]

Solucio

(4)

1
cos [2 arcsin (2” = cos (2u) = cos® u — sin® u

Com efeito, u = arcsin (%) se, e somente se, Sinu = %, Yu € [—%, g] .
Agora,
cosu = 1-—sin®u
2
1
= 1—(=
2
1 3
= 1--=2,

4 4
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Dai, vem:
3
cosUu = ii.
2
Como cosu > 0, Vu € [—g, %] segue-se que:
V3
cosuU = —.
2
Portanto,
1
cos [2 arcsin (2>} = cos(2u) = cos’u — sin’u
3 1 2 1
T4 4 42
Ou ainda,
1 1
cos |2arcsin | — = -
2 2
[ |
(i)
1 2tgu
tg |2arcsin [ —
4 1—+t92u
Seja u = arcsin (%), entdo, sinu = % [ g g]
Assim,
cosu = 1-—sin®u
N 4
B 115
N 16 16°
Dai, vem:
V15
cosu = ——.
4
Como cosu > 0, Vu € [—g, %] segue-se que:
V15
cosU = —.
4
Além disso,
tou = sin u _ i
v = osu __‘125
1 4 1
415 /15
Portanto,
(1 2tgu
tg{QanEu1<4)] = tg[2u] T+ ig%
9 L 2

215
15
16

15

15
2 1
1 1+
1+ <7ﬁ15> 15

~2V15 15

V15

5 16 8
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3.(0) f:(-3,2) —R
f(x) =tgz

B I ]

(#i) f é injetora, sobrejetora Im (f) = R < f € bijetora.
A fungio inversade f, f 71 : R — (fg, g) ¢é dada por:

f(z) = arctgx

(T

Exemplo 6.5
Mostre que:
(i) seclarctg (—3)] = V10 (i3) seclarctgx] = V1 + 22.
Solucao

(4)
sec [arctg (—3)] = V10

Seja u = arctg (—3), entdo, tgu = —3,Yu € (-5, %) .

Assim,
sec?u = 1+tgu
= 1+(-3)
= 10.
Dai, vem:

secu = £v10.
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Como secu > 0, Vu € (—g, g) segue-se que:

secu = V10.
Portanto,

sec [arctg (—3)] = V10

|
(1)
sec [arctg x| = secu
Seja u = arctg x, entdo, tgu = x, Vu € (fg, g) .
Assim,
seclu = 1+tg’u
= 1+2°
Dai, vem:
secu = +v/ 1+ 2.
Como secu > 0, Vu € (fg, g) segue-se que:
secu =/ 1+ x2.
Portanto,
sec [arctgx] = secu = v 1+ a2
|

4. (i) f: (0,71) — R
f(z) =cotgz

(i) f é injetora, sobrejetora Im (f) = R <= f é bijetora.
A fungdo inversa de f, f~! : R — (0, 7) é dada por:

f(x)= g — arctgx = Arccotgx
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y1 = Arctgx
______________________________ nt?
Z
0 X
i
-3
Yo = — Arctgz
LV
.......................... e
z
X
i
........................ —=

Y= g — arctg x = arccotgx

(Serd provado no exemplo a seguir)

A fungdo inversade f, f~! : R — (0, 7) é dada por:

7 (@)

ral =

= arccotgx
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Exemplos

Exemplo 6.6

Mostre que:

(i) & —arctga = arccotgz, Vy € (0,7) (#i) sin [arccotg (\/ﬁ)] .

Solucio
(1)

g — arctgx = arccotgz, Yy € (0, 7)

De fato,
™ ™
y = E—arctgx:arccotgx,<:>arctgx:§—y<:>
sin (2 — cos
o= tg(5-y)= R —
2 cos (3 —y) siny

< 1 =cotgy <= y = arccotgx, Vy € (0, 7)

sin [arccotg (\/g)} =sinu

Seja u = arccotg (\/§) entdo, cotgu = /3, Vu € Yy € (0,7).

Assim,

cossec’u = 1+ cotg?u

1+ (\/3)2

Dai, vem:
cossecu = +2.

Como cossecu > 0, Vu € (0,7), segue-se que:

cossecu = 2 <

1
:2<:>sinu:§.

sinu
Portanto, )
sin [arccotg (\/ﬁ)} =sinu = ok
]

Exemplo 6.7

Calcule:

. 1
sin |arccotg —3 =7

Solucio

Seja u = arccotg (_71) entdo, cotgu = _71, Yu € (0,7)

COS U —1
cotgu = - = —
sinu 2

sinu = —2cosu
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Agora,
cos?u +sin®u = 1
cos?u+ (—2cosu)’® = 1
5cosu = 1.
Dai, vem:
1 _ 2
V5 V5 2
cosu = ou = sinu= ou :>s1nu——5, Yu € (0, )
1 2
VA V5
Logo,

sin [arccotg (—

5.f:00,3)U[r, 25) — A, dada por: f (z) = secx
onde: A={yeR:y<—-louy>1}

f(z) =secx

ra| =
I

A fungdo inversade f, f~1: A — [0, 2) U [, 3F)

onde: A={xr € R: 2 < —1loux >1} édadapor:

1
! () = arcsecx = arccos ()
T
Prove que

1
Yy = arccos <> = arcsecz, |z| > 1.
x

1 1
Yy = arccos () = cosy=— <=1 = =secy <= Yy = arcseczx.

cosy

1
! (z) = arcsecz = arccos (:z:)
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fo

b o 1 x

6. f:(-=m —=%]U(0,%] — A, dada por:f (z) = cossec x
onde: A={yeR:y<—-louy>1}

f (z) = cossecx
¥

N

ral &

Problema 6.1

™
y = 5 — arcsecx = arccossec x,Va i |z > 1

Solucio

Com efeito, temos:

Y = g—arcsecx@arcsecm:g—y@
(7r ) 1 1
r = sec — = = <
2 Y cos (3 —y) siny

< I = COSsSeCy < Y = arccossec .

/&

4 miE o
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