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Prefacio

Introducao a Espacos Métricos e Andlise Funcional

A matemdtica abrange uma vasta gama de 4reas e disciplinas, duas delas que desempenham um papel
fundamental em vérias dreas sdo os espagcos métricos e a andlise funcional. Esses conceitos sdo fundamentais na
compreensdo e no estudo de estruturas matem-ticas, bem como na andlise de fun¢des e operadores.

Um espago métrico € um conjunto ndo vazio equipado com uma fungdo de distdncia, chamada métrica,
que mede a distancia entre dois elementos do conjunto. Essa métrica satisfaz certas propriedades, como a nao-
negatividade, a simetria e a desigualdade triangular. A partir dessas propriedades, podemos deduzir vdrias outras
e teoremas sobre 0s espacos métricos, como continuidade, convergéncia e completude.

Os espagos métricos tém uma ampla aplica¢do em diferentes areas da matematica e além dela. Eles sdo usados
para estudar topologia, teoria dos conjuntos, andlise real e complexa, geometria, teoria das probabilidades e muitas
outras disciplinas. Além disso, os espacos métricos fornecem a base para outros conceitos importantes, como
espacos normados e espacos métricos completos, como os espacos de Banach e os espagos de Hilbert.

A andlise funcional, por sua vez, ¢ um ramo da matem-tica que estuda espacos vetoriais de fungdes e
os operadores entre esses espacos. Ela combina os conceitos da dlgebra linear com a andlise para entender
as propriedades e comportamentos das fungdes e seus espacos. A andlise funcional tem uma ampla gama de
aplicacdes, desde fisica tedrica até engenharia e a economia.

Os espacos de fungdes estudados na andlise funcional podem variar desde espacos de fungdes continuas
até espagos de fungdes diferencidveis ou integraveis. A andlise funcional também investiga operadores lineares
definidos em espacos de funcdes e estuda suas propriedades, como continuidade, limites, comportamento espectral
e propriedades de adjuncio.

Um dos resultados fundamentais na andlise funcional é o Teorema do Espaco de Sobolev, que estabelece
condicdes sob as quais € possivel diferenciar fun¢des ndo diferencidveis. Além disso, a andlise funcional tem uma
conexdo {ntima com a teoria de distribui¢des, que é uma generalizag¢do do conceito de fungao.

Em resumo, os espacos métricos e a andlise funcional sdo dois ramos importantes da matemadtica que
desempenham um papel central em vdrias dreas. Eles fornecem ferramentas e conceitos fundamentais para a
compreensdo e o estudo de estruturas matem:-ticas, fun¢des e operadores, e sdo amplamente utilizados em diversas
aplicagdes tedricas e préticas.

Escrever um texto desta natureza demanda tempo e nos causa uma certo cuidado adicional pela equipe, pois se
teme cometer os erros que ensinamos evitar. Por este motivo, sugestdes, correcdes, comentarios, antecipadamente

agradecemos, devem ser enviados para um dos endere os:

cjs@poli.br

was @poli.br
galdino@poli.br
jornandesdias @poli.br
juca@ufc.br

Recife, 27 de julho de 2023



Conteudo

Copiright

Corpo Editorial

Agradecimentos

Dedicatoria

Prefacio

DOI

Contetdo

1 Introdugio

1.1

1.2

Conjuntos Finitos e Infinitos . . . . . . . . . . . . e
1.1.1  Enumerabilidade . . . . . . .. . .. ...
1.1.2  Conjuntos Nao Enumerdveis . . . . . . . . . . ... .
Fungbes . . . . . . . o e e

2 Espacos Métricos

2.1
2.2
23
24

Definicdoe Exemplos . . . . . . . . ..
Nocdode Convergéncia . . . . . . . . . o v v i i e e e e e e e e
Fungdes Continuas . . . . . . . . . . . e e e e e

Fungodes Contrativas: Aplicacdes . . . . . . . . . . . ... ..

3 Espacos Métricos Compactos

3.1
3.2
33
34
35
3.6

Arzeld- Ascoli . . . . . L e
Fungdes Reais em Espacos Métricos Compactos. . . . . . . . . .. . ... o oo
Espagos Lineares Normados . . . . . . . . . . . . e
Convexidade . . . . . . . . . . ..
Funcionais Lineares . . . . . . . . .. .. ...

EspacoDual . . . . . . . . e

4 Espaco de Banach

4.1
4.2
4.3
44
4.5

Teorema de Hahn-Banach: Caso Vetorial . . . . ... ... ... ... ... ... .......
EspacoDualdoDual . . . . . . . . .
Operadores Lineares . . . . . . . . . . L e
Operadores Lineares Compactos . . . . . . . . v v v v v v it e e e e e e e e e
Principio da Limitacdo Uniforme:

Convergéncia Fraca . . . . . . . . . . . L

ii

iv

vi

vii

vii

ix

AN N W N =

14
17
18

22
23
25
29
30
32
33



CONTEUDO

5 Espaco de Hilbert 58
5.1 Fundamentac@o Tedrica . . . . . . . . . . . . L e 58
52 EspacodeHilbert . . . . . . . . L 60
5.3 Bases Ortonormais e Séries de Fourier. . . . . . . . . ... .. .. 65
5.4 Operador Adjunto de um Operador Limitado . . . . . . . .. ... ... ... ... ........ 67
Indice 70
Bibliografia 74



Capitulo Introducao

Frases de Henri Lebesgue

“O unico ensinamento que um professor pode dar, na minha opinido, € o de pensar na frente de seus alunos.”
“Na minha opinido um matematico, na medida em que ele € um matematico, ndo precisa se preocupar com a
filosofia - uma opinido, além disso, que foi expressa por muitos fildsofos.”

“Os matemadticos nunca estiveram em pleno acordo sobre sua ciéncia, embora seja dito ser a ciéncia das verdades
auto-evidentes - absoluta, indiscutivel e definitiva. Eles sempre estiveram em controvérsia sobre o
desenvolvimento de aspectos da matemadtica, e sempre consideraram sua propria idade para estar em um periodo
de crise.”

“... Se alguém se recusasse a ter insights diretos, geométricos e intuitivos, se um fosse reduzido a l6gica pura, o
que nio permite a escolha entre todas as coisas que sdo exatas, dificilmente pensaria em muitas questdes, e certas

nocdes ... nos escaparia completamente.”

Henri Léon Lebesgue nasceu em Beauvais (E uma comuna localizada no norte da Franca e a capital do
departamento de Oise . Dista aproximadamente 79 km de Paris .)
(1875 — 1941, 66 anos, Paris, Franga )

O que é Andlise Funcional? Essa €, sem divida, uma boa pergunta e, como tantas outras, o conjunto das
respostas € infinito. Informalmente, podemos dizer que trata-se de um tipo de andlise matematica sobre objetos
de dimensao infinita. Mas, o que é um objeto de dimensao infinita? Também € uma pergunta com possibilidades
enumerdveis de respostas. Escolhamos um foco para fixar as ideias. Em dlgebra Linear , estudamos os espagos
vetoriais e, em seguida, os espacos de dimensdo finita . Nesse ambito, os ”objetos”, vetores, sao representaveis por
uma combinacio linear finita .

Assim, muito do que se faz em matemdtica (mensurar, comparar, classificar, caracterizar, provar a existéncia
de algo) pode ficar mais tratdvel. Isso é bem razodvel pois lidar com “coisas” finitas € lidar com o controldvel,
em principio. Entretanto, ao considerar, por exemplo, fungdes como vetores de um espago vetorial, a ideia
de representacdo finita perde o sentido. Por exemplo, serd que existe um subconjunto finito e linearmente
independente do espaco C[0, 1] das fungdes continuas no intervalo [0,1] em que todas as fung¢des do espago
possam ser representadas por uma combinacao linear finita de seus elementos? Suponha que existisse tal conjunto,
digamos

B={f1,.s fn}

Entdo, C[0, 1] seria um espago vetorial de dimenséo n, ou seja, dimC|0, 1] = n.



1.1 Conjuntos Finitos e Infinitos

Afirmacao:

O conjunto
S={1,t',#, .., t"}

¢ um conjunto L.I. em C/[0, 1].
Com efeito, dada a equacdo, temos:

Xo-l+ Mt 4+ Xot? + ...+ At =0,

entdo, da igualdade de polindmios segue-se que \op = A1 = Ao = ... =\, =0.

Dessa forma, C'[0, 1] conteria um subespaco de dimendo n + 1, a saber, o espaco gerado por S . Contradigdo.

Sob essa perspectiva, pode-se dizer que Andlise Funcional é uma andlise em espacos de dimensao infinita. De
um modo geral, em um modo simples de dizer, trata-se de uma das dreas mais fascinantes da Matemadtica. Além de
sua prépria importancia tedrica, como sendo uma generalizag@o natural da dlgebra Linear Classica, por exemplo, ela
destaca-se por desempenhar um papel crucial nos mais diversos ramos da Matemdtica como Andlise Nao-Linear,
Otimizacdo, EDP e sobre tudo na moderna Teoria dos Espacos de Banach. o curso de Anélise Funcional como

uma Andlise Matemadtica em espacos de dimensdo infinita.

1.1 Conjuntos Finitos e Infinitos

Conjuntos finitos e infinitos sdo dois conceitos fundamentais na teoria dos conjuntos. Um conjunto finito é
aquele que possui um nimero limitado de elementos, enquanto um conjunto infinito € aquele que possui um nimero
ilimitado de elementos.

Um conjunto finito pode ser contado ou enumerado, o que significa que seus elementos podem ser colocados
em uma sequéncia ordenada. Por exemplo, o conjunto A = {1, 2, 3} € um conjunto finito com trés elementos, e
podemos enumerar seus elementos na ordem em que aparecem: 1, 2, 3.

Por outro lado, os conjuntos infinitos ndo podem ser contados em uma sequéncia ordenada, pois ndo tém
um fim. Existem diferentes tipos de infinitos, e um conceito importante relacionadoA enumeragio de conjuntos
infinitos € a no¢do de enumerabilidade.

Um conjunto € enumerdvel se seus elementos podem ser colocados em uma sequéncia infinita, ou seja, se
existe uma correspondéncia um-para-um entre os elementos do conjunto e os nimeros naturais (1, 2, 3, ...). Isso
significa que podemos atribuir um nimero natural a cada elemento do conjunto, de forma que todos os elementos
sejam eventualmente contados.

Por exemplo, o conjunto dos niimeros naturais (0, 1, 2, 3, ...) é um conjunto infinito enumerdvel, pois podemos
atribuir um niimero natural a cada elemento do conjunto em uma sequéncia ordenada. Da mesma forma, o conjunto
dos nimeros inteiros também € enumeravel, pois podemos criar uma sequéncia ordenada que inclui todos os
numeros inteiros.

No entanto, nem todos os conjuntos infinitos sdo enumerdveis. Um exemplo de conjunto infinito ndo-
enumerdvel € o conjunto dos nimeros reais entre 0 e 1. Este conjunto é chamado de intervalo unitdrio e ndo
pode ser colocado em uma sequéncia ordenada que enumere todos os seus elementos. Isso ocorre porque existem
"muitos mais"ndmeros reais entre 0 e 1 do que nimeros naturais.

Em resumo, conjuntos finitos podem ser enumerados, pois possuem um nimero limitado de elementos que
podem ser contados em uma sequéncia ordenada. J4 os conjuntos infinitos podem ser enumerdveis se seus
elementos podem ser colocados em uma sequéncia infinita, correspondendo um-para-um com os nimeros naturais.
No entanto, existem conjuntos infinitos ndo-enumeraveis que ndo podem ser colocados em uma sequéncia ordenada
correspondente aos niimeros naturais.



1.1 Conjuntos Finitos e Infinitos

1.1.1 Enumerabilidade

Admitimos conhecidos as notagdes usuais da teoria dos conjuntos: relacdo de conjuntos, etc.. Denotamos por
N o conjunto dos nimeros naturais isto é
N=1{1,2,3,...}

Defini¢ao 1.1

Um conjunto A é dito enumerdvel se existe uma correspondéncia injetiva entre os elementos de A e o
conjunto dos niimeros naturais N.

v : A— N, injetiva, 1-1. &

Noutras palavras: um conjunto A é enumerdvel se seus elementos podem ser indexados na forma

ai, az, as,..., p,....

Exemplo 1.1
O conjunto, N, dos ndmeros naturais, é enumerdvel. A aplicacao
p: N — N
n — @) =n.
Exemplo 1.2

O conjunto, Z, dos niimeros inteiros € enumeravel.
zZ={..,-n,...,—2,-1,0,1,2,...,n,...}

A aplicagdo p : Z — N,
2n+1, se n>0

n)=
() —2n, se n<0

¢ injetiva.
Exemplo 1.3
O conjunto, P, dos naturais pares € enumeravel. A aplicacio

¢: P —N, so(n):g
¢ injetiva.
Exemplo 1.4

O conjunto, @, dos niimeros racionais, ¢ enumeravel.

P
Qz{q;p,qeﬂq#o}
P

Todo niimero racional pode ser escrito na forma de uma fragado irredutivel o = g 4> 0.

A soman = |p| 4+ ¢ é chamada de “altura"do nimero racional « . O nimero de fragdes tendo altura n é finito. Por

exemplo, o tnico racional de altura um € o zero. (0 = %)
Tem altura dois os nimeros } e =%, e altura trés, os nimeros,2, 3, =2, S, e assim por diante.
Assim todos os nimeros racionais podem ser escritos numa ordem de altura ndo-decrescente:
1 -1 2 1 =2 -1
TTTY )
A fung¢do ¢ :— N, injetiva, é a fun¢do que associa, a cada nimero em (), um natural.

Proposicao 1.1

Todo subconjunto de um conjunto enumerdvel é finito ou enumeradvel.

)




1.1 Conjuntos Finitos e Infinitos

Demonstracao
Seja A = {aj1,as9,...} um conjunto enumerdvel. Seja B um subconjunto de A. Como B C A existem
naturais ny, nsq, - que correspondem aos elementos de B, dentro da enumeracdo de A. Se existir um maior dentre

oS naturais: nq, ns, ..., B € finito. Caso contrario B € enumeravel.

Proposicao 1.2

A unido, enumerdvel, de conjuntos enumeraveis, é um conjunto enumerdvel.

)

Demonstracao
Sejam Ay, As,... conjuntos enumerdveis. Podemos listar os elementos de cada um desses conjuntos, na
forma:
ail a2 a1z A4
21 Q22 (23 (24

a3y azz2 a3z a34

onde a 1% linha da tabela representa os elementos de A, na segunda linha, estdo os de A,, etc. .. Enumeramos
todos os elementos dessa tabela, pelo “método diagonal": aj; € o primeiro elemento, ai2 € o segundo, as; 0
terceiro, ag; O quarto, ass O quinto,. ..com esta ordenagﬁo, a cada elemento na tabela correspondente um unico
nimero natural, o que estabelece uma correspondéncia injetiva entre | J 4; e N.

Exemplo 1.5

O conjunto de todos os polindmios a coeficientes racionais é enumeravel.

De fato, para cada coeficiente, em tais polindmios, tem-se a chance de escolher uma quantidade enumeravel de
racionais. Isto feito em cada coeficiente e no t€rmo independente, obtemos uma quantidade enumeravel de escolha
dos coeficientes. Portanto uma quantidade enumeravel de polindmios a coeficientes racionais.

Exemplo 1.6
O conjunto de todos os intervalos racionais, i.€., intervalos com extremos racionais, ¢ enumerdavel.

Como o conjunto,Q, dos niimeros racionais, € enumeravel, podemos supor que

Q = {al, as, .. }
Para a; € (@, CcOomo um extremo, podemos construir uma quantidade enumeravel de intervalos, tendo como outro
extremo, qualquer racional diferente de a;. Repetimos o processo agora com a,. Repetindo o processo em a; € Q,
encontramos uma unido enumerdvel de conjuntos enumeraveis ou seja o conjunto de todos os intervalos racionais

é enumeravel.

Proposicao 1.3

Todo conjunto infinito contém um subconjunto enumeradvel.

)

Demonstracao

Um conjunto ¢ dito infinito se apds a retirada de qualquer quantidade finita de elementos do conjunto, ainda
permanecem elementos no conjunto. Seja M um conjunto infinito. Tomemos um elemento a; € M. Como M §é
infinito, encontramos ay € M, ay # a;. Considerando o conjunto {a;, a2}, e o fato de M ser infinito, encontramos

as € M, talque ag # aa, as # ap. Este processo constr6i um subconjunto enumerdvel A = {aq, as, ag, ...} de

M
<?1\ Nota

Deduz-se da Proposigcdo 1.3 que entre os conjuntos infinitos, os “menores’sdo os conjuntos enumeraveis.



1.1 Conjuntos Finitos e Infinitos

Definicao 1.2

Dois conjuntos S e T sdo ditos equivalentes (S ~ T') se existir uma correspondéncia biunivoca entre seus

elementos. Iy

Pela Defini¢do 1.2 um conjunto é enumeravel se é equivalente ao conjunto, N, dos niimeros naturais.
Exemplo 1.7

O conjunto de pontos em [0, 1] é equivalente ao conjunto de pontos em [a, b].

De fato, consideremos a fungao

v: [0,1] — [a,b]
t > ta+(1—t)b

o € injetiva. Na verdade ¢ € bijetiva.

Proposicao 1.4

Todo conjunto infinito é equivalente a algum subconjunto proprio de si mesmo.

)

Demonstracao
Seja M um conjunto infinito. Entdo, pela Proposi¢do 1.4, M tem um subconjunto enumerdvel A =

{ag,a4,ag,...}. Como A e A sdo enumerdveis, existe uma correspondéncia, ¢ : A — A, injetiva.
Seja

©: AUM\NA) — A U(M\A

M\ A
. — ) z, se xe€M)\
o(x), se ze€A

O éinjetiva, AU(M\A)=MeA UM\ A) =M\ Ay & M.
Assim M e M \ As sdo equivalentes.

1.1.2 Conjuntos Nao Enumeraveis

Nossa idéia, agora, € provar que existem conjuntos que ndo sao enumeraveis.
Antes, consideremos a seguinte questdo: 0,5000. .. éigual a 0,4999...7
Inicialmente provamos que 0,999... = 1.
De fato: sejax = 0,999.... Entdo 10z = 9,999. ..
Dai 10z — 2 = 9. Logo z = 1.
Agora deduzimos que 0,5000. .. é igual 2 0,4999. ...
Veja, 0,4999... € igual a 0,5000... se e somente se 4,999... & igual a 5,000..., se e somente se
440,999...=5+<=10,999...=1.

Isto nos auxiliard em nosso primeiro resultado sobre ndo enumerabilidade.

Teorema 1.1

O conjunto de niimeros no intervalo fechado |0, 1] é ndo enumerdvel.




<

1.2 Fungdes

Suponhamos, por contradigdo, que os reais de [0, 1] sejam enumerdveis, e que estdo todos arranjados na forma

0-a11 a2 ais
0-az1 age ags
(1)

0- Gpl  Ap2 Gp3

Na forma exposta em (1) cada a;, € algum dos ndmeros 0, 1, 2,..., 9.
Seja x = 0.b1b2b3 .. ., onde, para by, tomamos qualquer dos nimeros de 0 a 9, diferente daquele assumido
por ai1, e repete-se 0 processo para os demais b}s. Note que x € diferente de todos os nimeros na tabela (1) no

nimero por digito. Portanto [0, 1] é ndo enumerével.

Precisamos de um pouco mais de exatiddao na prova do Teorema 1, em face do que expomos no inicio deste
paragrafo.

Serd que ndo podia acontecer com o niimeros x = 0.b1b2bs . .. 0 que aconte com 0,4999 ... e 0.5000...7

Bem que poderia !! Para esta possibilidade, basta tomar os decimais, em x, diferentes de 0 e 9. Por exemplo,
podemos construir o niimero x, com b, = 2 se a,, = 1,e b, = 1 se a,, # 1.
Exemplo 1.8

O conjunto de pontos, no intervalo fechado [a, b] é ndo enumerdvel. Da mesma forma o conjunto de pontos
no intervalo aberto (a, b) é ndo enumerdvel (a < b).
Exemplo 1.9

O conjunto de todos os nimeros reais € ndo enumeravel.

Definicao 1.3

Se dois conjuntos finitos sdo equivalentes, diz-se que tem o mesmo niimero de elementos. Se S e T

sdo conjuntos equivalentes, arbitrdrios, diz-se que S e T tem o mesmo niimero cardinal e escreve-se

card(S) = card(T). Iy

A cardinalidade do conjunto N dos niimeros naturais € denotada por Ry. Portanto todo conjunto enumeravel
tem cardinalidade aleph zero.

Conjuntos que sao equivalentes ao conjuntos cuja cardinalidade € a “poténcia do continuo", denotada por c.
Assim card(0,1) = ¢, card(R) = c.

Prova-se que se um conjunto, M, tem cardinalidade maior que m entdo o conjunto de todos os subconjuntos

de M, tem cardinalidade maior que m. Portanto ¢ ndo é a maior cardinalidade.

1.2 Funcoes

Seja X um subconjunto de nimeros reais. Uma fungdo f € definida, sobre X, se para cada z € X corresponde
um nimero bem definido, y = f(x).

O elemento y é dito a imagem de z, pela fungdo f. O conjunto f(z) = {f(z); « € X} é dito imagem de X.
O conjunto dos elementos, de X, cuja imagem é o elemento b, é dita imagem inversa de b, e escrito f~1(b).
Assim

f7Hb) = {z € X; f(z) =b}



1.2 Fungdes

O conjunto f~1(B) é definido como sendo o conjunto de os elementos de X, cuja imagem estd em B.
Se f : M — N é uma funcgo e f(M) = N, diz-se que f & sobrejetiva ou sobre N. Em geral f(M) C N.

Proposicao 1.5
A imagem inversa da unido de dois conjuntos é igual a unido das imagens inversas. .

Demonstracao

Sejam A e B dois subconjuntos de X. Queremos provar que
fTHAUB) = fTH(A) U FTH(B)

r€ fY{AUB)= f(r) e AUB = f(z) € Aou f(z) € B=

re f~H(A)ouxe f- (B):>xef HAYu f~YB)

Assim ffl(AUB) c f~Y(A)u ( )
Sezx e fYAUFYB ):>ac “(A)ouz e fYB)= f(x) e Aouf(z) e B= f(x) e AUB =1z €
(AU B). Ass1mf AU f 1(B) C fY(AUB).
Conclusdo: f~*(AUB) = f~Y(A) U f~1(B).
Proposicao 1.6
A imagem inversa da intersecdo de dois conjuntos é igual a interse¢do das imagens inversas. . ’

Demonstracao
Muito similar a demonstra¢ao da Proposigdo 1.5.

Proposicao 1.7
A imagem da unido de dois conjuntos é igual a das imagens. . ’

Demonstracao

Queremos provar que, se A e B sdo subconjuntos de X, entdo

f(AUB) = f(A)U f(B).

ye f(AUB)=y=f(z),zr € AUB. Sex € A,entioy = f(z) € f(A),edai,y € f(A)U f(B). Sex € B,
entdoy = f(z) € f(B),edai,y € f(B)U f(4).
Assim, f(AUB) C f(A)U f(B).
ye f(AUf(B)=ye f(A)ouy e f(B).Sey € f(A),entdoy = f(z), v € A. Daiy = f(x),x € AUB.
Sey € f(B),entdoy = f(x), x € B.Daiy = f(x), v € BUA,ousejay € f(AU B).
Assim, f(A)U f(B) C f(AU B).
Conclusdo: f(AUB) = f(A)U f(B).
Nota

Sejam 7 : R? — R?, w(z,y) = (2,0), A= {(z,y) e R} 0< 2 <1, y=0}, B={(r,y) € R%0 <
x<1ly=1}
Note que ANB =0 en(ANB) = 0.

{(z,y

Por outro lado w(A) Nm(B) = {(x,y); 0 <z <1,y =0}



Capitulo Espacos Métricos

Sobolev introduziu fundamentos para vérias dreas da matemadtica. Os espagos de Sobolev e seus teoremas de
imersdo sdo destaques na andlise funcional. As fun¢des generalizadas (mais tarde conhecidas como distribuicdes)
foram introduzidas por Sobolev em 1935 para solugdes fracas e posteriormente desenvolvidas por Laurent
Schwartz. Sobolev abstraiu a nocéo cldssica de diferenciacdo, expandindo assim o campo de aplicacio da técnica
de Newton e Leibniz. A teoria das distribui¢des € considerada agora como o cédlculo da época moderna.

Sergei Lvovich Sobolev nasceu em Sao Petersburgo (Em 1914, o nome da cidade foi mudado para Petrogrado e,
em 1924, para Leningrado. Em 1991, a cidade volta ter seu nome original.)
(1908 — 1989, 80 anos, Moscou, Rissia )

Um espaco métrico, também conhecido como espaco métrico completo, € um conceito fundamental na teoria
das métricas e andlise matemadtica. Ele descreve um conjunto onde € possivel medir a distancia entre seus elementos
de forma precisa.

Formalmente, um espago métrico é uma estrutura matematica composta por um conjunto ndo vazio X e uma
fungdo de distdncia d : X x X— > R que atribui um nimero real nio negativo a cada par de elementos em X.
Essa funcdo de distincia deve satisfazer as seguintes propriedades:

Ndo-negatividade: Para todos os z, y em X, a distincia entre x e yé sempre ndo negativa, ou seja, d(x,y) > 0.

Identidade dos indiscerniveis: A distancia entre dois elementos € zero se, € somente se, esses elementos sdo
iguais, ou seja, d(x,y) = 0 se, e somente se, x = y.

Simetria: Para todos os X, y em X, a distincia entre x e y é a mesma que a distncia entre y e X, ou seja,
d(z,y) = d(y,z).

Desigualdade triangular: Para todos os x,, z em X, a distAncia entre = e y é menor ou igualA soma das
distincias entre x e z e entre z e y, ou seja, d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).



2.1 Definicdo e Exemplos

Essas propriedades sao conhecidas como axiomas métricos e garantem que a func¢do de distincia definida em
X possui algumas propriedades fundamentais que esperamos de uma medida de distancia.
Um exemplo cldssico de espago métrico € o espago euclidiano n-dimensional, onde os elementos sdo vetores

n-dimensionais e a funcdo de distancia € a distancia euclidiana, dada pela férmula:

onde x; e y; sdo as coordenadas dos vetores x e y, respectivamente. Além disso, os espacos métricos podem
ser completos ou incompletos. Um espago métrico completo é aquele em que toda sequéncia de Cauchy (uma
sequéncia em que a distancia entre termos subsequentes se aproxima de zero) converge para um ponto dentro do
proprio espaco métrico. J4 um espago métrico incompleto possui sequéncias de Cauchy que nao convergem dentro
do espaco.

Os espacos métricos t€m um papel importante em vdrias areas da matematica, incluindo andlise funcional,
topologia, geometria e teoria das probabilidades. Eles fornecem uma estrutura essencial para estudar propriedades
de convergéncia, continuidade, compacidade e muito mais.

2.1 Definicao e Exemplos

Boa parte, dos fatos da Anélise Real, estd ligadaAs propriedades de niimeros reais relacionadas ao conceito
de distancia. Por exemplo, passagem ao limite, para citar apenas uma.
A nogao de distancia, ou métrica, pode ser estendida para conjuntos abstratos.

Definicao 2.1

Seja X um conjunto arbitrdrio de pontos. Uma métrica, em X, é uma funcdo d : X x X — R,

satisfazendo:
(i) d(z,y) >0, Yo,y € X
(ii) d(x,y) seesésex =1y
(iii) d(z,y) = d(z,y),Vr,y € X
(iv) d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2),Vz,y € X.

e S

)

T
T

RS

)

A condicdo iv), na defini¢do de métrica, recebe o nome de desigualdade triangular.

Definicao 2.2

Um espaco metrico é um par (X, d) onde X é um conjunto arbitrdrio e d é uma métrica definida em X.
Em geral nos referimos ao espago métrico X, subentendo-se que existe uma métrica definida, em X, cuja

simbolo omitimos. Y

Exemplo 2.1
Qualquer conjunto ndo vazio pode tornar-se um espago métrico. Seja X um conjunto ndo vazio. A fungdo
d: X x X — R, dada por
0, se z=y
d(z,y) =
1, se x#y

define uma métrica em X.



’.@>

2.1 Definicdo e Exemplos

Portanto X = (X, d) é um espago métrico.

A métrica do Exemplo 2.1 recebe a denominacao especial de métrica zero-um ou mérica discreta.
Exemplo 2.2

O conjunto R dos niimeros reais € um espago métrico.
A métrica, em R, € dada por:

d(z,y) = |z —y|,Vz,y € R

Exemplo 2.3
O espaco métrico euclidiano R".
Um ponto, x, do R™, é escrito como X = (x1,Za,...,Zy).
A fungio d : R" x R" — R, d(z,y) = \/(z1 — y2)2 + - + (¥, — y»)? define uma métrica, sobre R", dita
métrica euclideana.

Para demonstrar que a desigualdade triangular € verificada por d, € instrutivo usar a desigualdade de Cauchy-
Schwarz.
Exemplo 2.4

R™ com a métrica do maximo.

Para quaisquer = (x1, T2, ..., %)y = (Y1, Y2, - -, Yn), pontos do R™, define-se a fun¢io
:R™ x R™ R = i — Vil
do X — R, dy 112%)(” |33z yz|

Verifica-se que dy € uma métrica sobre o R™, de modo que o par (R™, dy) é um outro espago métrico.
Exemplo 2.5

R™ com a métrica da soma.

Parax = (z1,2,...,%n), ¥ = (Y1,Y2, - - ., Yn) pontos do R™, define-se, d; = |z1 — y1| + |z2 —y2| + -+
|7 — Yn|. d1 é uma métrica, sobre R™, e o par (R™, d;) é um outro espago métrico.

Como o R™ é um 56, o que os exemplos, acima, mostram, é que existem, pelo menos, trés modos distintos de

se medir a distdncia entre pontos do R™. O espaco métrico Cla,b]. Lembramos que
Cla,b) ={f : [a,b] — R; [ é continua}.

Consideremos a fungdo d : Cla,b] x Cla,b] — R, d(f, g) = max,c[qp |f(x) — g(z)].
Verifica-se que d é uma métrica. Portanto (Cla,b],d) = C|[a,b] é um espaco métrico.
Exemplo 2.6

O espago métrico /s.

Denota-se por ¢, o conjunto de todas as sequéncias, infinitas, de nimeros reais, cuja soma, dos quadrados de
todos os seus elementos, é finita.

by = {x (x1,29,...); x; ERVi=1,2,... ¢ fo <oo}
i=1

Se x = (x1,x2,...) ey = (y1,¥2,...) sd0 pontos arbitrdrios de /5, define-se a distincia d entre eles, pontos:

d(z,y) = {Z(xz’ - yi)} .

d € bem definida.
1
A funcgio d, que queremos seja uma métrica em /o, estard bem definida se a expressdo {Zfil (22 — yf)} 2

representar um ntimero real, isto € se a série é convergente.

10



2.1 Definicdo e Exemplos

Isto, de fato, ocorre.

Sejam x = ((x1,x2,...), (Y1, Y2, . . .) pontos de {5. Entéo

(o) (o]
E r? <ocoe E r? < oo,
=1 =1

Consideremos, por um instante, os pontos & = (z1,...,%,) €y = (Y1,---,Yn), do R™. Considerando, em R", a
métrica euclideana, pela desigualdade, temos:

d(z,y) < d(z,0)+d(0,%),0 = (0,...,0) € R"

Assim,

[N

{Zyzl(xi - yl)z}

T3
Il
—
—
<
SO STo
N
—
ST

VAN VANRVAN
—~
8]
=
=

independente de n.

Entao, fazendo n tender para co, obtemos

1
n 2
{Z(xz — y1)2} < 00.
i=1

Portanto d é bem definida.

Agora precisamos verificar se d satisfaz as quatro condi¢des que definem uma métrica. Destas, a tinica que oferece
resisténcia € a desigualdade triangular:

Provar (2) é o mesmo que provar que

{Z(%’ - yi)Q} < {Z(fﬂz - Zi)Q} + {Z(Z‘z - yi)2} (3)

ol
Nl

i=1 i=1 i=1
Sejax; — 2z; = a4, z; — x; = b;. Entdo x; — y; = a; + b;
Podemos escrever (3) na forma.

1 1 1
oo 2 e} 2 [e’s} 2
{Swenn) < {Swr} +{Sor] n
i=1 i=1 i=1

Se provamos a veracidade de (4), (2) fica provado.

Ora, sabemos que (1) é verdadeira, para todo © = (z1,x2,...) e todo z = (y1, Y2, . ..) de {2. Entdo (1) continua
verdadeira se trocamos por —y, isto é y; por —y1, Vi = 1,2, ... Fazendo assim, obtemos

1 1 1
e} 2 0 2 e} 2
{zm + y>} < {zw} + {zw} ,
i=1 i=1 i=1
que ¢é desigualdade (4).
Exemplo 2.7

O espago métrico ..

Denota-se por £, a0 conjunto:

loo = {w = (x1,%2,...), sup |z < oo}.
i=1,2,...

Para quaisquer x = (21, Z2,...) ey = (Y1, Y2, . . .) de Lo, define-se:

d(%y)z sup |93k—yk|~

=1,2,...



2.1 Definicdo e Exemplos

¢, realmente, simples mostrar que d é uma métrica em ¢.
Exemplo 2.8

Subespacos métrico.

Sejam (X, d) um espago métrico e M um subconjunto de X. Como as propriedades de d sdo validas em todo
X. Particularmente valem em M. Entdo (M, d) é um espago métrico, dito subsespago métrico de X.
Exemplo 2.9

Os espacos métricos €p, 1 <p< oo

Ja vimos (Exemplos 2.6 e 2.7) que para p = 2, {5 € um espago métrico, e para p = 00, {o, € um espago
métrico. O caso p = 1, é deixado, como exercicio, a verificagao de que ¢; é um espaco métrico.

Vamos nos ater ao 1 < p < oo.
Desigualdade de Young

Sejam x > o, y > 0. Sep>1e%+$:1,entﬁo

1 1

zy < —aP 4+ —yi. (5)
p q

Existem na literatura matematica varios demonstragoes dessa desigualdade, todas acessiveis e interessantes.

Faremos uma demonstracdo usando extremos de fun¢des de uma varidvel.

Seja, para y > 0, fixado, F'(z) = % + % —xy

Tem-se: F(0) > 0, xh_)rrgo F(z) =+ooe F(yi) =0

Com isto F' deve ter um nimero em algum ponto x de (0, 00), ou seja F'(z) > F(xo), V = € (0, 00).
Devemos ter, entdo, F’(x9) = 0. Mas F’(zo) = 0, acarreta 25" — 3 = 0 ou seja 29 = Y.
Como%—&—%q:l,temosl—l—g:p,egzp—l.

Dai, z, = y>».
Temos F(z) > F(y
Entdo, F'(z) = %p +
Logo

)
q

Ve (0,00).
—ay > L L yry =yt -y =0

)7
y?
q

1 1
zy < —xP + —y1.
p q
é claro que se y = 0, a desigualdade acima permanece vdlida.

Desigualdade de Holder.

Sejam (21,2, ...,2,) € (Y1,Y2, - - -, Yn) pontos arbitrarios do R™. Entdo

S | < (Z |xz-|f’> (Z y|> (6)
=1 i=1 =1

o= i _ |yl

1
(i ailr) (X1 [yl )
il ||

(7 i) 7 (S Iyl

Na desigualdade (5) fagcamos

Q=

Temos )
|z [P Ly

1
P Yy P g Yoyl




2.1 Definicdo e Exemplos

Somando, de 1 a n, em ambos os lados da desigualdade acima, lembrando que 1% + % = 1, obtemos
1 1
n n P n q
L (z |xi|p> (zym)
i=1 i=1 i=1
Como |7 |ziyill < D00 |@il|yil, segue-se a desigualdade (6)

Desigualdade de Minkowski

(lek+yk|p> S<Z|$kp> +<Z|yk|q> ; (7)

para quaisquer z = (z1,Z2,...,2Zn), ¥ = (Y1,Y2, .., Yn) pertencente a R™.

Sejam a > 0, b > 0 e considere a identidade:

-1 -1
(la] + [81)" = (lal + [6)""" lal + (la| + [6])* " [0]. (7
Fazendo a = xy e b = yi, em (7)' de 1 a n, encontramos.
D (wl +1geD)” = (el +yul)”™ 1|901c|+22 k] + ye )P [yl (7)”
k=1 k=1 k=1

Andlise de ZZ=1 (|ek] + yk|)p71 |7 .
. 71 71
Veja que S (il + o) al= Sy Lol 2 = (el + wl)?

Pela Desigualdade de Hoder, obtemos,

D (k] + w1 || < <Z (Jk] + )" (J>

k=1 k=1

Qe
-~
o~
HNgE
-
B
B
]
~
B =

1,1
ou,como = + = =1,
s p+q

n

Z(|xk| + )P | <

k=1
Andlise semelhante mostra que,

D (el +us)™ ™yl < (Z |zk| + yl) )

k=1 k=1
1 1
n D n D
(z |) N (zw)
k=1 k=1

Levando estes resultados em (7)”, temos:
n q
(z o+ ) ) |
k=1

M:
Qe
=
i
s
N
=

(|| +ykl)”>

o~
Il
—

Q=
o
=
Il 3
—
<
ol
b~
v
=

Q=

Z lzk] + yl)” <Z(Ik|+yk|)p>
k=1

k=1

Dividindo ambos os lados por

-

temos N

(; |xk|+yk|> (Zw) (gyup);



2.2 Nocdo de Convergéncia

Por ¢,, 1 < p < oo, entendemos o conjunto de todos as sequéncias, infinitas, x = (z1,z2,...), tais que

ooy we] < oo

EP = {.’E = (1’1,.’132, - )72 |x1| < OO}
1=1

Para z = (21, 29,...), z = (21,22, ...) em {,, define-se

1
oo P
d(z,y) = (E | — yi|p> :
i=1
Como no caso ¢, a primeira preocupagdo € saber se a fungdo d estd bem definida, isto é, saber se a série
o0 DA
> icq @i — yi|? é convergente.

Da Desigualdade de Minkowski, segue-se que,
1

(Z 7 —y> _ (Z s + <—yi>|p>' < (Zm) - (g |y>

i=1 =1 i=1

n % o) % oo %
(zmw) g(zw) +(z|yi|p) .
i=1 =1 =1

pois © = (x1,x3,...) € y= (y1,y2, .. .) estdo em £,,.

3=

Dai

Assim (). |z; — yi|P)? < oo, independentemente de n.

Tomando limite, com n — oo, obtemos,
o0

Z |z — yil” < oo

i=1
Portanto d € bem definida.
Das condi¢des para que d seja de fato uma distancia verificamos, apenas, a desigualdade triangular, por ser a tinica
que apresenta alguma dificuldade.
Devemos provar que,
d(z,y) <d(z,y) +d(z,y),Vz,y,z € .

Isto € equivalente a provar que,

oo » o0 » 00 »
(Z |zi — yi|p> < (Z |lzi — Zi|p> + (Z |2i — yi|p>
i=1 i=1 i=1

Fazendo x; — z; = a;, z; —y; = b;, reencontramos a Desigualdade de Minkowski, que ja mostramos ser verdadeira.

Logo d € uma métrica em Kp, 1 <p<oo.

2.2 Nocao de Convergéncia

Definicao 2.3

Uma bola (esfera) aberta, de um espago métrico X, centrada em xy € X, e raior > 0, é o conjunto.
Br[zo] = {z € X;d(x,x0) <r}

Uma e—vizinhanga do ponto x € X é uma bola aberta, entrada em x, de raio e.




2.2 Nocdo de Convergéncia

Seja M um subconjunto de X. Um ponto x € X € dito ponto de aderéncia de M, se toda e—vizinhancga de x,
contém, no minimo, um ponto de M.
O conjunto de todos os pontos de aderérencia de M é chamado o fecho de M e denotado M. Tem-se M C M.

Proposicao 2.1

O fecho do fecho de M é igual ao fecho de M. (ﬁ =M). N

Demonstracao
Seja x € M. Qualquer e—vizinlhanga, B,(x), de =, contém um ponto z; € M. Seja ¢; = ¢ — d(x1,7) e
consideremos a e; —vizinhanga B, (z1). Be, (1) C Bc(x): pois se z € B, (z1). entdo d(z,x1) < €1 e
d(z,x) <d(z,m1) + d(z1,2) < e+e—e€ =€
Logo z € Be(x). Comoz; € M, B, (z1) contém um ponto zo € M. Entio x5 € B.(z). Logox € M, M c M,

como sempre temos M C M

Proposicao 2.2

Se My C M, entdo M, C M. .

Demonstracao
Seja x € M. Toda e—vizinhanga, B.(z), de x, contém, pelo menos, um ponto de M;.Como M; C M,
Be(x) contém, pelo menos, um ponto de M. Logo x € M.

Proposicao 2.3

O fecho da unido de dois conjuntos é igual a unido dos fechos, isto é,

M; UMy = My UM, N

Demonstracao

Seja x € M, UM,. Toda e—vizinhanga, B.(z), contém no nimero, um elemento y € M; U Ms. Entdo
Bc(x) contém no minimo, um elemento y de M; ou de M. Se y pertence a M1, entdo x € M; edai z € My U Ms.
Se y pertence a M, entdo x € M; e dai z € M; U M,. Se y pertence a Mo, entdo x € M, e dai x € My U M;.
Em qualquer caso se x € M, U M, entio x € M; U M. Por outro lado, se x € M; U M, entio x € M; ou
x € My. Se x € My, entdo toda e—vizinhanga, B, (), de , contém pelo menos, um ponto de M;. Logo B, ()
contém, no minimo, um ponto de M; U M,, e assim z € M; U M,. Se & € M>, concluimos, do mesmo modo,
que z € My U M.
Portanto M; U My C My U M.
Conclui-se, entdo, que My, UMy = M, U M.

Definicao 2.4

Seja M C X. Um ponto x € X ¢é dito ponto limite, ou ponto de acumulacdo, de M, se toda e—vizinhanga

de x, tem infinitos pontos de M.
Um ponto x € X ¢é dito isolado se existe uma vizinhanga de x a qual ndo contém nenhum ponto de M,

diferente de x.

Proposicao 2.4

Todo ponto de aderéncia de um subconjunto M U X é um ponto de acumulacdo ou um ponto isolado de M.

&

[ )




2.3 Fungdes Continuas

Seja « um ponto de aderérencia de M. Toda e—vizinhanga, B, (z), contém, pelo menos, um ponto de M.
Se B¢(x) contém infinitos pontos de M, x € um ponto de acumulacdo de M.
Se B.(x) contém apenas um nimero finito de pontos de M, entdo x ¢ um ponto isolado de M.

Definicao 2.5

Seja M um subconjunto de espagco métrico X. Um ponto x € X ¢é dito ponto fronteira de M, se toda

e—vizinhanca de x contém pontos de M e do complementar de M.

&
Definicao 2.6
Seja {xn }n, uma sequéncia de pontos de um espago métrico X. Diz-se que a sequéncia converge para o
ponto x, se toda e—vizinhanga, Bc(x), contém todos os pontos x.,, a partir de um determinado indice. &

Neste caso escreve-se: x,, — &, com n — 00, ou ainda, lim,,_,- £, = .
Também é comum escrever-se apenas x,, — .
Podemos, entdo, escrever, z,, —> x, se e somente se, dado ¢ > 0, existe um indice natural ng, tal que todos os
termos da sequéncia {x,, }, a contar a partir do indice ng, estdo na e—vizinhanga, B, (z), de x.
Resumindamente:

Zn, — ¥ <= dado € > 0, Ing € N, tal que d(z,,, ) < €, Vn > ng.

Definicao 2.7

sejam A e B subconjuntos de espaco métrico X. Diz-se que A é denso em B se A = B,isto é, se se B é
igual ao fecho em A.

&

Um espaco métrico X ¢ dito separavel se admite um subconjunto, denso, enumeravel.
Equivalentemente, dizer que o espago métrico X € separdvel, significa que existe um subconjunto, M C X,
enumerdvel, talque dado € > 0, para cada z € X, existe z,, € M, de modo que d(z, z,,) < €.

Exemplos

Exemplo 2.10
O conjunto dos nimeros reais € separdvel.
O conjunto, @, dos niimeros racionais, € enumeravel.
Devemos mostrar que Q = R. é claro que Q C R.
Seja z € R. Sabemos que toda e—vizinhanga, B, (), contém algum nimero racional. Entéo x é aderente a Q, isto
é,2 € Q. Rc Q. Conclusio Q = R.
Exemplo 2.11
O plano, R?, é separdvel. o espaco R"™ é separavel.
Exemplo 2.12
O espago C|a, b] é separavel.
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2.3 Fungdes Continuas

2.3 Funcoes Continuas

Sejam (X, d),(Y, d’) dois espagos métricos. Uma fung¢do f :— Y € dita continua no ponto zg € X se, dado € > 0,
existe § = d(xo, €) > 0, tal que d'(f(x), f(x0)) < €, sempre que d(z,zg) < 0.

f é dita continua se € continua em todo ponto de X.

f é dita uma isometria se d'(f(z), f(y)) = d(x,y), paratodo z,y € X.

f é dita um homeomorfismo se € uma bije¢do continua, cuja inversa também é continua. Dois espago sdo ditos
homeomorfisfos, quando existe um homeomorfismo entre eles.

Proposicao 2.5

Sejam f : (X,d) — (Y,d) uma fun¢do dada e xo € X. Entdo f é continua em x se e sé se, para toda

sequéncia, {x,}, que converge a xo, tem-se f(x,) — f(xo).

)

Demonstracao

Exercicio.

Definicao 2.8

Uma sequéncia, {x,}, de um espaco métrico X, é dita fundamental, ou de Cauchy se, dado € > 0, existe
um natural N, tal que d(x,, ) < €,Ym,n > N..
Se toda sequéncia fundamental, em X, converge para um elemento de X, diz-se que X é completo.

Exemplos

Exemplo 2.13
R™ é completo
Exemplo 2.14
{5 é completo. £,,, 1 < p < oo, é completo.
Exemplo 2.15
(C10,1],do) é completo.
Exemplo 2.16
Bla,b] = {f : [a,b] = R; |f(x)| < My, V& € [a,b]} é completo.
Exemplo 2.17
Cila,b] ={f : [a,b] = R; f f: continua}. Para f, g em Cs[a, b], defina-se

da(f,9) = {J2(F(t) = g(1))2dt }", (Csla,b], d2) nilo & completo,

Principio das Bolas Encaixadas

Um espago métrico X é completo se e somento se toda sequéncia de bolas fechadas, encaixadas, com raios tendendo

a zero, tem intersecdo nao vazia.

Demonstracao
Suponhamos X, um espaco métrico completo e By (z1), Ba(z2), . . .,
uma sequéncia de bolas fechadas. Seja d,, = diam S,,.
Por hipétese, lim d,, = 0.
n— o0
Consideremos a sequéncia, {z,, }, onde z; é o centro da bola fechada B;(x;).
—{x, } é uma sequéncia fundamental.



2.4 Funcodes Contrativas: Aplicacdes

Se m > n e n suficientemente grande, tem-se d(z,, z,,) < d,. Mas d,, — 0, com n — oo,

logo para m > n e n suficiente grande, tem-se

d(zy, xm) — 0, ou seja {x,, },, é fundamental.

o0
Entdo existe x € X, tal que lim z, = z,ex € ﬂ B,,, pois como cada bola B,,, contém infinitos termos da
n— oo
n=1

sequéncia {x, }, com a possivel excessdo de um nimero finito deles, 2: é ponto de acumulagio de B,,. Sendo B,,
fechada, x € B,,Vn. Para demonstar a suficiéncia, mostraremos que se X ndo é completo, é possivel construir
uma sequéncia de bolas fechadas encaixadas, cujos didmetros tendem a zero e cuja intersec¢do € vazia.

Seja {x,, }, uma sequéncia de Cauchy, em X, que no tenha ponto limite.

Sejan; € N, tal que d(zy,,, z,) < 5, V' m > ny e considere a bola fechada, B; (z,,, ), centrada em x,,, , de raio 1.
Seja ny > ny tal que d(zn,0,,) < §, ¥V m > ny e defina a, B (xy,), a bola fechada de centro 2y, e raio z.
Bi(zn) C Bi(z1)

Seja n3 > na; d(Tp,, Tm) < § , ¥ m > ng e constinua a bola fechada Bi(2n,). Prosseguindo, temos uma

sequéncia B,, de bolas fechadas encaixadas, com raio, 2,}—,1, tendendo a zero.

oo
n By 75 .
k=1
Se x € N By, entdo x = lim z,. De fato, By contém todos os pontos z,, a partir de z,,. Como

n— oo

k-1 . -
x € By, d(z,z,) < (3)° , Vn> ny, ousejax, — z. Contradi¢ao!!

Definicao 2.9

Seja X um espaco métrico arbitrario. Um espago métrico X éditoo completo de X se:
chX
i) X = X. X édito uma completacdo de X.

Todo espaco métrico X tem um completagdo e todas as completacées de X sdo isométricas.

\\/

Demonstracao

Exercicio.

2.4 Funcooes Contrativas: Aplicacoes

Seja X um espaco métrico. Uma aplicacdo A : X — X € dita uma contragdo, se existe um nimero real «,
0 < a<1,talque
d(Az, Ay) < ad(z,y), Vz,y € X.

Toda contragdo é uma aplicagio continua (uniformente).

Principio da Contragdo: Sejam X um espago métrico completo e A : X — X, uma contragdo. Entdo A tem um
dnico ponto fixo.

Dem: Seja zg € X. Consideremos a sequéncia =, = Ax,_1, n = 1,2,... . Usando a contratividade de A e a

desigualdade do triadngulo, prova-se que se, m > n, entdo
n

A Xy, ) <

d(LL'h 1'0)



2.4 Funcodes Contrativas: Aplicacdes

Como 0 < o < 1, tomando-se limite com n — oo, obtemos

d(Tp, Tm) < € s€ N, M > Ng.

Assim(x,, ), é de Cauchy, em X. Como X & completo, existe x € X; x,, — x.

Tem-se z,, — =, Az, — Az, xn+ 1 — Az. Logo x = Az, ou seja A tem um ponto fixo.
Suponha y € X e Ay = y. Entéo d(z,y) = d(Ax, Ay) < a d(z,y).

Dai (1 — a) d(z,y) < 0. Isto acarreta d(x,y) = 0ouz = y.

Exemplo 2.18
A equacio integral, linear, ndo homogénia, de Fredholm, de 2¢ espécie.

b
1@ =2 [ K@iy +o@) @)
K :[a,b] x [a,b] — R, continua, € dita niicleo.
K (z,y)| < M, V2,y € [a,b].

¢ : [a,b] = R, continua,
f € a solugdo (funcgdo) procurada.

Consideremos o operador

A: Cla,b] — Cla, b
f— Af

onde a funcéo Af é definida por

b
(Af)() = A / K(z.9)f (9)dy + o(z)

Resolver a problema (?), consiste em verificar se o operador A tem um ponto fixo.

- A é bem definido
Para isto é preciso mostrar que Af € C|[a, b], ou seja Af é uma fundo continua.
Ora,
b
Ap@) - (ANl = K [ 1K) - Kol i@+ o) - o)
b
< IM/ |K(21,y) — K(z2,9)[|f(W)|dy + |o(z1) — p(22)]
b
< W[ max @I 1,0) ~ Koo )ldy
o a<y<b
+ o) — p(z2)]
Dado ¢ > 0, existe § > 0, tal que, se |x1 — x2| < §, entdo
€ € 1 1
1) —p(x2)| < ze|K(x1,y) — K(z2,y)| < =
|30( 1) 80( 2)| 2 ‘ ( 1 ) ( 2 )| 9 |/\‘argfj‘§b|f(y)| (b— CL)

Segue-se, dai, que
[(Af)(@1) — (Af)(22)| <€ se |1 — 22| <6,

ou seja Af é uma funcdo continua.



2.4 Funcodes Contrativas: Aplicacdes

- A € uma contragdo

AARLAR) = max [(AR)() ~ (AR) ()]
o b
= s [ KA - Al

< M~ ) o, [ (x) — (o)
d(Afi, Af2) < |AM(b—a)d(fi, f2)

Tomando A, de modo que [A| M (b — a) < 1, a aplicagdo A é uma contrac@o.
Sendo (C|[a, b], dpmaz) um espago completo e A uma contragéo de Cla, b], em si-préprio, segue-se que A tem um

Unico ponto fixo.

Proposicao 2.6

Sejam X, um espaco métrico e A : X — X, uma aplicagcdo continua. Suponha que para algum n € N, a

aplicacdo A™ seja uma contragdo. Entdo A tem um iinico ponto fixo.

)

Escolha x € X e cosidere a sequéncia {A’“”J;} k=0,1,2,... - Usando o fato de que A™ é uma contracdo, temos
A(AF Az, ARy < o (AR A, ARy < oL < oF d(Ax, 2)

Este argumento mostra que { A*"x};_o 1 . é uma sequéncia de Cauchy. Dai, como X é completo, A*"z — .

l—>) Al‘o =X
Axg = klim AR Ax = lim AR 2 = x.

—00 k— 00
Portanto A tem um ponto fixo.

PR

Acho melhor a dem. seguinte: Seja Z o Gnico ponto fixo de A™.
Tem-se: A(A"z) = A"(Azx),Vz € X.
Entdo AT = A(A"T) = A™(AZ). Logo AZ é ponto fixo de A™. Por unicidade AT = T, ou seja T é ponto fixo de
A.
Se x é ponto fixo de A, entdo
Ar =2 A(Az)=Az==x
A’y =x

Ay =z

Logo x € ponto fixo de A™. Como A™ s6 tem um ponto fixo, A s6 pode ter um ponto fixo.
Exemplo 2.19
A equacio integral de Volterna

b
f2) = A / K(2,9) ()dy + o(a)

— K é o mesmo nucleo da equagéo de Fredholm, com a condi¢do K (x,y) = 0,se y > x.
Seja A : Cla, b] — Cla, b]
f— Af, onde

b
(Af)() = A / K(2.9)f (5)dy + o(z)
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2.4 Funcodes Contrativas: Aplicacdes

2

- Para algum valor de n € N, A™ é uma contracdo.
Prova-se, diretamente, que

d(A"fi, A" fo) = max|(A" f1)(x), (A" f2)(2)|

1
< A'max|K(z,y)|max|fi(z) — fo(@)|(b - a)"
Escolhe n de tal modo que

1
A" max |K(z,y)| (b—a)" — < 1.
z,y n!
Entdo A™ é uma contragdo. Pela proposi¢do, recem-de-monstrada A tem um tnico ponto fixo.

Defini¢ao 2.10

Um subconjunto M, de um espago métrico X, é dito relativamente compacto, se toda sequéncia de

elementos, em M, contém uma subsequéncia que converge para algum x € X.

&

Definicao 2.11

Seja M um subconjunto de um espagco métrico X e seja € > 0. Um conjunto A, de pontos de X, é dito uma

e-net de M, se dado qualquer x € M, existe a € A, tal que d(a, ) < e. &

M é dito totalmente limitado, se, para todo € > 0, existe uma e-net, de M, finita.

Defini¢ao 2.12

Um subconjunto M, de um espago métrico X, é dito compacto se toda sequéncia de elementos, em M, tem

uma subsequéncia convergente para algum elemento de M.

&

Exemplo 2.20
Seja X = (5. Seja S = {x € {9; d(z,0) = 1}.

S € subconjunto limitado de /5, mas S ndo € totalmente limitado.

Os pontos
er = (1,0,0,...,0,...)
es = (0,1,0,...,0,...)
€3 = (0,0,1,...,0,...)

permite a S, d(e;, e;) = V2,4 # j.
Em S nio existe e-net finito, se € < 23,

Teorema 2.2

Um subconjunto M de um espago métrico completo X é compacto se e so se é totalmente limitado e fechado.

™

Demonstracio E interessante rever esta parte da topologia métrica. Consulte
Espacos Métrico, E.Lima - Projeto Euclides.

21



Capitulo Espacos Métricos Compactos

Cesare Arzela foi um matematico italiano que lecionou na Universidade de Bolonha e € reconhecido por suas
contribui¢des na teoria das fungdes, particularmente por sua caracteriza¢io de sequéncias de func¢des continuas,

generalizando a dada anteriormente por Giulio Ascoli no teorema de Arzela-Ascoli.

Cesare Arzela nasceu em Santo Stefano di Magra (E uma comuna italiana da regido da Ligtria, Provincia da
Spezia.)
(1847 — 1912, 65 anos, Santo Stefano di Magra )



3.1 Arzela - Ascoli

Em matemadtica, as fun¢des reais em espacos métricos compactos e os espagos lineares normados siao dois
topicos importantes na andlise funcional.

Fungdes reais em espagos métricos compactos:

Um espago métrico compacto é um espago onde € possivel definir uma nog¢ao de distancia entre seus elementos
e, a0 mesmo tempo, possui a propriedade de compacidade. As funcdes reais em espacos métricos compactos
referem-se ao estudo das propriedades e comportamento de fungdes que mapeiam elementos desse espagco para
numeros reais.

Nesse contexto, pode-se investigar questdes como continuidade, diferenciabilidade, integrabilidade e outras
propriedades das fun¢des. Um dos teoremas fundamentais relacionados a esse tema é o Teorema de Weierstrass,
que afirma que toda fun¢do continua definida em um espaco métrico compacto atinge seus valores maximo e
minimo.

Além disso, existem resultados importantes como o Teorema de Arzela-Ascoli, que estabelece condigdes para
a existéncia de subsequéncias convergentes para uma familia de funcdes em espagcos métricos compactos.

Espacos lineares normados:

Um espaco linear normado € um espago vetorial equipado com uma norma, que € uma fung@o que atribui
uma medida de "comprimento"a cada elemento do espago. Essa norma deve satisfazer certas propriedades, como
a positividade, a homogeneidade e a desigualdade triangular.

O estudo de espagos lineares normados envolve a andlise de propriedades das normas e das opera¢des definidas
no espago, como soma de vetores e multiplicagcdo por escalares. Além disso, pode-se investigar conceitos como
convergéncia de sequéncias, continuidade de operadores lineares e espagos completos.

Exemplos comuns de espagos lineares normados incluem o espago euclidiano R", equipado com a norma
euclidiana, e o espaco das fungdes continuas em um intervalo fechado, equipado com a norma do supremo.

A andlise de funcdes reais em espacos métricos compactos e o estudo de espacos lineares normados sdo
fundamentais em andlise funcional e t€m aplica¢des em diversos ramos da matemadtica e em 4reas como fisica,

engenharia e economia.
3.1 Arzela - Ascoli

O teorema de Ascoli-Arzeld, inicialmente, é um critério de compacidade para subconjuntos de Cla, b].

Definicao 3.1

Uma familia, A = {An }acr, de fungdes definidas no intervalo compacto [a, b, é uniformemente limitada

se existe uma constante, M > 0, tal que
|[An(z)| < M,Vz € [a,b],V o € I.
A familia A é dita equicontinua se para todo € > 0 existe § > 0, tal que

|An(z1) — Aa(z2)| < €, para todo x1, x5 com |x1 — 22| < 0, Va €T

Um subconjunto fechado K C Cla,b] é compacto < K é equicontinuo e uniformemente limitado.

Seja ® = {¢} um subconjunto compacto de C|[a, b].



3.1 Arzela - Ascoli

Existe uma § — net {¢1, @2, ..., ¢} de ®. Como cada ¢; € continua, em [a, b],

tem-se |p;(z)| < M;, i =1,...,k, Va € a,b)].
Seja M = max;—1,.. . M; + §
Sendo {¢1, P2, ..., ¢} uma §-net, em ®, para toda ¢ € ®, existe ¢;; d(p, ¢;) < §
Entdo,|¢(z) — ¢i(z)| < §, Vo € [a,b].
Dai

[9(2)] = [¢i(x)| < |p(x) — ¢s(x)] < ga V€ la,b]
ou

(X)) < M; = % Vaelab],Veecd.

Isto prova que ® é uniformemente limitada.

Além disso, cada ¢;, sendo contimua no compacto [a, b], é uniformemente continua. Entdo dado % existe 6; > 0
tal que
€
|pi(w1) — di(x2)| < 35, se w1 — @2 <6
3

Sejad = minkéi.

i=1,...,
Entao |1‘1 — $2| <= \gbz(:cl) — ¢1($2)| < %, Vi= 1,. . .7]{.
Para qualquer ¢ € ®, existe ¢;, tal que d(¢, ¢;) < §

Entao,

lp(x1) — p(z2)| = [p(z1) — di(x1) + Piw1) — di(x2) + Pi(w) — (z2)]
) — ¢i(z1)

< é(xr) — s | +1pi(z1) — di(w2)| + |pi(x) — B(2)]
€ € €
S g + g + g = €.

Portanto ® ¢ equicontinuo.
Suponhamos ® uniformemente limitada e equicontinuo. Para provar que ® é relativamente compacto em C'a, b],

basta mostrar que ¢ é totalmente limitado.
Suponhamos |¢(z)| < K, Vz € [a,b], V ¢ € @, e sejad > 0 tal que
[pla1) — p(a2)| < £, Vo € @, sempre que [a1 — as] <.

Através de uma parti¢do, a = ¢ < 1 < -+ < Tp_1 < x, = b, subdivida o intervalo [a, b] em intervalos de

comprimento menor que 6.
Por cada ponto dessa parti¢ao trace uma linha vertical.

Agora consideremos o intervalo —k < y < k, ao longo do eixo y, e uma parti¢do —k = yo <y < --- < yp_1 <
yp = k, de modo que cada subintervalo, tenha comprimento menor que ¢, e tracemos, pelos pontos dessa parti¢do,

linhas horizontais.
O retangulo [a, b] x [k, k] estd subdividido em np células de comprimento horizontal < § e vertical < £.

A cada ¢ € P, associamos uma poligonal y = (), com vértices nos pontos da forma (zy, ye), diferindo de ¢,

menos de g, em todo ponto xy.
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3.2 Funcdes Reais em Espacos Métricos Compactos.

Temos:
lp(zr) —P(on)| < &
lo(@ha1) — P(Tre1)] < &
lp(zk) — Y(Trt)| < £
Assim, 5
[(an) —wlon+ D <
e

3€
[¥(zr) —¥(x)| < 5 T < < Tpgq,

pela linearidade de ¥, em (zp, Zgy1)-
Seja = € [a, b]. Seja xj, o ponto da subdivisdo que estd mais préximo de z, pela esquerda.

Entao,

p(z) = v()] < lp(x) — p(ar)] + [p(zr) — Plar)| + [d(xr) —P(@)] <e

Isto mostra que o conjunto das poligonais, v, formam um e-net para ®, e existe apenas finitas poligonais v, pois

existem finitos vértices (xy, xy).

3.2 Funcoes Reais em Espacos Métricos Compactos.

Se X é um espaco métrico, uma fungio f : X — R, é dita uma funcao real.
Se, por exemplo, X = Cla, b], entdo f atua sobre fungdes, isto é, as "varidveis"sdo fungdes.
Exemplo 3.1

F: Cla,b)—R

g F(g) = sup g(x)
z€[a,b]

F' é uma funcao real, continua:
Devemos provar que |F'(g) — F'(h)| < €, sempre que d(g, h) < §, € > 0, dado.

Agorad(g,h) = sup |g(x) — h(z)|.

z€la,b

Temos: |F(g) — F(h)| =| sup g(x) — sup h(z)] < sup |g(z) — h(z)]
xz€la,b) z€[a,b) z€[a,b]

ou seja |F(g) — F(h)| < d(g,h).
Exemplo 3.2

Denote por C'*[a, b] o subconjunto de C|a, b], formado por fungdes derivéveis em [a, b].
Seja xg € [a, b], um ponto arbitrério, fixado, e definamos 7' : C'[a,b] — R, T(f) = f'(z0).
T € uma funcao real, ndo continua.
De fato, seja g € Cla,b]; ¢'(z0) =1, |g(z)| <€, Vz € [a,b)].
Considere a funcdo f = fo + g.
Entdo d(f, fo) <e e [T(f) = T(fo)l = |fo(zo) +1 = fo(zo)| = 1.

Proposicao 3.1

Sejam X um espaco métrico compacto e f : X — R wuma funcdo continua. Entdo f é uniformemente

continua. o
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3.2 Funcdes Reais em Espacos Métricos Compactos.

Demonstracao

Suponha que f é continua, mas ndo é uniformemente continua. Entdo existem sequéncias (x,,), (z/,) tais que,

A ) < - e [fn) — Fla)| >,
para algum € > 0.
Como X é compacto, existe uma subsequéncia {x,,, } de {z,}, tal que x,,, — .
Entdo, de x), = x;, — 2y, + Tp,, segue-se que ;, — .
Daf, ou |f(wn,) — f(2)] = § ou |f(al,) — f(2)] = &
Isto contradiz a continuidade de f.

Proposicao 3.2

Sejam X um espaco métrico, K C X um compacto e f : X — R uma funcdo continua. Entdo f é limitada

em K. ®

Demonstracao

Se f ndo fosse limitada, em K, existiria uma sequéncia (x,,), em K, tal que f(x,) — oo.
Como K é compacto, existe uma subsequéncia (z, )i, de (z,), tal que x,, — =,z € K. Entdo, numa vizinhanca
arbitrariamente pequena de x, f assume valores arbitrariamente grandes. Isto contradiz a continuidade de f.

Proposicao 3.3

Uma fungdo continua definida num compacto k, alcanga um minimo e um mdximo, em K.

)

Demonstracao
Seja A = sup f(x).
zeEK
Dadoe= 1, exister, € K; A— 1 < f(z,) <A
(zn)n € uma sequéncia em K. Como K é compacto, existe uma subsequéncia (z,,)r de (x,)n, tal que
Tp, — T, v € K.
Temos A — -1 < f(z,,) < Ae lim f(z) = f(z) =4
k ' k— o0

Definicao 3.2

Uma fungdo f : X — R é dita semicontinua inferiormente (sci), em xog € X, se dado € > 0, existe uma

§-vizinhanga de o, na qual f(x) > f(xg) — €. s

f é semicontinua superiormente (scs) em g, se dado € > 0, existe uma d-vizinhangade xg, naqual f(z) < f(xg)+e.
f € sci(scs) se € sci(scs) em todo seu dominio.
Exemplo 3.3

Toda fun¢do continua é semicontinua inferior e superiormente.
Exemplo 3.4

A fungdo f : R — R, f(z) = [x] = maior inteiro menor ou igual a x, é semicontinua superiormente.
Exemplo 3.5

Alterando, pra mais, o valor de uma fun¢éo continua f, no ponto xg, obtemos uma fungéo scs. Alterando, pra
menos obtemos uma funcao sci.
Exemplo 3.6

Se f € scs, entdo - f € sci.

26



3.2 Funcdes Reais em Espacos Métricos Compactos.

Definicao 3.3

O limite superior, f(x0), da fungdo f, no ponto x, é definido por

lim sup  f(x) p.
=0 x€Bc(xo)

O limite inferior, f(xo), da funcdo f, no ponto x, é definido por

li inf .
El—% {a;EIBI:(azo) f(x)}

A diferen¢a wy(wo) = f(wo) — f(w0) é a oscilagdo de f em x.

Qualquer que seja a funcdo f, a funcdo f é scs e fésci.
Exemplo 3.7

Seja f : R — R uma fung@o real de varidvel real.
Considere f restrito ao intervalo compacto [a, b].

A variagio total, V2(f), de f em [a, b], é definida por
Vb(f) - zn: N ) = e =
(f)=sup » |f(z;) — f(zi—1)],ondea =29 < 1 < -+ < xp =,
i=1
e o supremo é tomado sobre todas as parti¢oes de [a, b].

Seja Bla,b] = {f : [a,b] — R; fé limitada}. Em B[a, b] consideremos a métrica

d(f,9) = sup |f(x)—g(z)|.
z€la,b]

A fungio VP : Bla,b] — R, f + V2(f), é sci.

De fato: dados f € Bla,b] e ¢ > 0, devemos mostrar que existe § > 0, tal que V.2(g) > V?(f) — ¢, desde que
d(f,9) < 9.

Da defini¢io de V,?(f) € possivel escolher uma subdivisdo de [a, b], tal que

n

S 1) — Flainl > V) - &
=1

Seja, 0 = .

Se d(f,g) < & = 45, entdo

De fato:
L [f(zo) — g(z0)| <& = |f(zo) — f(z1)| — |9(x0) — g(z1)| — [g(z1) — fz1)[ <6
2. f(@1) = glz)| <6 = |f(z1) — f(z2)| — [9(z1) — g(@2)| — |g(z2) — flz2)] <&

Dai,

n

Do) = flrim) = Y lg(@i) = g(wima)l <nd+ Y lglan) — flaw)]
k=1

k=1 k=1
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3.3 Espacos Lineares Normados

ou seja

Assim,

3

e Vi(9) > Voi(f) -
O resultado ainda permanece se V2(f) = oc. é preciso, entretanto, conceituar este fato.

Vf, em geral, ndo é continua.
Sejam f(z) =0, gn(zx) = L sin(nz). Entdo d(f,gn) = +
Mas VT (gn) =2 e V{7 (f) = 0. Fungées f para as quais V2 (f) < oo, sdo ditas funcdes de variagéo limitada.

Se uma fungdo f é tal que f(xq) = 400, dizemos que [ scs em xq. Se f(xg) = —o0, dizemos que f é sci em

Zo.

Uma maneira equivalente de dizer que f é sci em x¢, é: dado qualquer h € R, existe uma vizinhanga de x, na
qual f(x) > h. Isto equivale a dizer que f~*(h,00) é aberto, Vh € R.

f € scs em xg se dado h € R, existe uma vizinhanga de zo, na qual f(z) < h. Isto € f~1(—oco, —h) € aberto ,
Vh € R.

Sejam x um espagco métrico compacto e f : X — R uma fungdo sci.
Entdo:
i) f é limitada inferiormente
ii) existe o € X; f(xg) = inf f(x).
z€X

i) Paracadan =1,2,... , os conjuntos ft (—n, 00) sdo abertos em X e
X=r'e-
n=1
N

Como X € compacto, podemos supor X = U [t (—n, 00), para algum inteiro positivo N.
n=1
Assim f(z) > —N,Vz € X.
ii) Seja —oo < ¢ = inf f(x). Suponha que ndo exista x € X, tal que f(z) = £.
k
Entdo X = U e + —,00). Como X é compacto X = U e + —,00), para algum k € N.

n=1

Logo f(z) >€+ E,VmGX.

1
.. > 1
Dai, Ilg)f( flx) >+

= ouseja £ > {+ % Contradigdo!
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3.3 Espacos Lineares Normados

3.3 Espacos Lineares Normados
Definicao e Exemplos

Um espago vetorial (ou espago linear) € um conjunto V', munido de uma operacdo de soma e de uma operacao
de produto por escalar, satisfazendo:

i) (V,+) é um grupo abeliano
ii) se x € V, v e B sdo niimeros reais, entdo a(f8z) = (af)x
iii) («+ p)e=ax+pz,Vr eV Va,feER
ivia(z+y)=ar+ay,VaeRVa,yeV
VVix=x,VxeV
Os elementos de V' sdo ditos vetores e os nimeros reais, «, 3, etc, sdo ditos escalares.
Nestas condi¢des V' € dito um espaco vetorial real.
Se os escalares sdo nimeros complexos, V' € dito um espago vetorial complexo.
Um espaco vetorial V' € dito ser normado se existe uma fungéo || - ||: V' — R, tal que
L||z||>0VxeV
2 M ||=| Az [[,YAER Yz eV
3etyl<lel+lylvVayev

A fungido || - || é dita uma norma sobre V.

Se || - || é uma norma sobre V, entdo a fungdo d(z,y) =|| x — y || define uma métrica em V. Assim todo
espaco vetorial normado é também um espaco métrico.
Um espaco normado completo é dito um espaco de Banach, ou um B-espaco. A completeza é medida pela métrica
induzida pela norma do espago.
Exemplo 3.8

V' = R = conjunto dos nimeros reais.

A norma de um vetor z € R, é seu valor absoluto, isto é, se = € R, entdo || = ||=| z |

R € um espaco vetorial normado e completo.
Exemplo 3.9

2

V=R"={z=(21,...,20);20; € R} || z ||= <fo) define uma norma sobre R”, dita norma
i=1

euclideana.
Note que a norma euclideana induz a métrica euclideana de R™. Portanto R™ é um B-espaco.
Exemplo 3.10

V =R"

@ o= max |z |

Esta norma induz a métrica do maximo em R", que o torna um espago métrico completo, ou seja R™, munido
danorma || - ||o é um espago de Banach.
Exemplo 3.11

V =R"

l =z [+ + [z

A || - |1 induz a métrica da soma, em relagdo a qual R™ é completo.
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3.4 Convexidade

Exemplo 3.12

V=R"p>1

[z lp=l2y [P+ + [ P
R™ ¢ um espaco de Banach, em relagéo a métrica induzida pela norma || - ||, .
Exemplo 3.13

V =Cla,b).

£ 1= max | 50) |

Essa norma é conhecida como “norma da convergéncia uniforme", ou “norma uniforme".
C'a, b], munido da norma uniforme, é um B-espago.
Exemplo 3.14

V=t= {m: (Zn)n; Zwi}

1
o0 2
1ol {z}
=1

{5 é um espago de Banach. (Veja os apontamentos de Analise Real - 2001 — 1).

Definicao 3.4

Uma variedade linear em um espago vetorial V é um subconjunto L, de V, tal que se x©,y € L, entdo
ax + By € L para todo o e 5, escalares.

&

Reservamos o térmo “subespaco’para as variedades lineares que passam pela origem.
Como no caso de dimensao finita, em dimensao infinita existem variedades lineares que ndo sdo subespagos, isto
é, que nao passam na origem.

Exemplo 3.15
Seja L = {z € (o, tais que x tem apenas um niimero finito de coordenadas nio nulas}
L é uma variedade linear em ¢5. Entretanto L néio contém a origem.
Notemos também que: (1,0,0,0,...) € L
(1,1,0,0,...) €L

(1,1,2,0,...) €L

e observe que esta seqiiéncia converge para (1, %, 2%, cey 2%, ...), que ndo pertence a L.
Exemplo 3.16
Seja V um espaco de Banach. Sejam 1, x2, ..., Zy,. .. vetores fixados, de V.
n

A totalidade de vetores, de V', da forma Z c¢;xz; é una variedade linear, em V', denotado por [M].
i=1
[M] é um subespaco de V, dito subespaco gerado por 1, T3, ..., Tp,. - .

3.4 Convexidade

Sejam z e y dois pontos de um espago vetorial V. O segmento ligando x a y € a totalidade de pontos da forma
ax+ Py, a>0,520, a+pf=1
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3.5 Funcionais Lineares

Definicao 3.5

Um subconjunto M de um espaco vetorial V é dito convexo, se dados dois pontos arbitrarios, x e y, de M,
o segmento ligando x a y estd todo contido em M.

Um conjunto convexo é dito um corpo convexo se contém, pelo menos, um ponto interior.

&

Exemplo 3.17

Um cubo, no R?, é um corpo convexo. Um tridngulo, no R3, é um conjunto convexo, que ndo é um corpo

convexo.
Proposicao 3.4
a) o fecho de um conjunto convexo é um conjunto convexo.
b) A intersecdo de conjuntos convexos é um conjunto convexo.
Dem: Simples. .
Definicao 3.6
Sejam x1,%2,...,Tpt1, (n + 1) pontos de um espago vetorial V. Diz-se que x1,%a,...,Ty41 estdo em
posicdo geral se 9 — T1,T3 — T1,...,Tny1 — T1 Sdo linearmente independentes. &
Definicao 3.7
Dado um subconjunto A C V', chama-se fecho convexo de A, ao menor conjunto convexo, fechado, que
contém A. Y
Definicao 3.8
Se x1,Ta,...,Tny1 estdo em posi¢do geral, o fecho convexo de {x1, 22, ..., Tp 1} € dito um simplexo de
dimensdo n, cujos vértices sGo 0s pontos 1,Ts, ..., Tnt1. &
Nota
Se x1,xa,...,Tni1 estdo em posicdo geral, entdo qualquer k + 1 (k < n) deles também estdo em posi¢do
geral.
Proposic¢ao 3.5
Um simplexo com vértice x1, T2, ..., Tn4+1 € a totalidade dos pontos =,
n+1 n
tais que E arTr, ar > 0, E ar, = 1. (x)
k=1 k=1 o
Demonstracao
n+1 n
SejaM = ¢ x; x = E agpxy, ap > 0, E ar =1 3. Claro que M é um conjunto convexo, fechado, contendo
k=1 k=1
{1’1, T2y ,xn+1}.
O simplexo com vértices 1, Zo,...,Ty4+1 € 0 maior convexo fechado contendo zi,x2,...,z,4+1. Logo estd
contido em M.
Por outro lado, todo convexo contendo z1, 3, . .., Z,+1, deve conter pontos da forma (). Portanto a simplexo

com vértices em x1, X3, . .., Tpyt1, contém M.
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3.5 Funcionais Lineares

3.5 Funcionais Lineares

Funcdes numéricas, definidas sobre espagos vetoriais normados, sio ditas funcionais.

Definicao 3.9

Um funcional f : V — R, definido num espago vetorial V. é dito linear se
flaz + By) = af(z) + Bf(y),Va,BERVa,y € V.
Neste caso f é dito um funcional linear real. &
Defini¢ao 3.10
Um funcional linear, f : V — R, é dito continuo na origem se dado € > 0, existe § > 0 tal que | f(z)| < ¢,
sempre que || z ||< 6. Iy
Proposicao 3.6
Seja f : V — R um funcional linear continuo na origem. Entdo f é continuo em V. .

Demonstraciao

Seja (,)n uma seqiiéncia em V, talque x,, — 0, em V. Entdo f(x,) — f(0) = 0, em R, pela continuidade de f
em 0. Tomemos y € V, arbitrdrios e seja (y,, ), uma seqiiéncia em V tal que y,, — y.

Daidentidade, y,, = y, —y+y, e da linearidade de f resultaque f(y,) = f(yn—y)+ f(y). Note que y, —y — 0.
Tomando limite com n — oo, obtemos nll_}I{.lo f(yn) = f(y). Logo f é continua em .

Definicao 3.11

Um funcional linear f : V — R ¢é dito limitado se existe uma constante M > 0, tal que | f(z)| < M || z ||
,NVrxeV. &
Um funcional linear f : V — R é continuo se e s6 se é limitado. ©

Demonstracao
Se f ndo é limitado, para todo n € N, existe z:,, € V, tal que | f(x,,)] > n || 2, ||.
Sejay, = Sfap,n=1,2,... . Entdo, || yn [|= ;; e yn — 0. Mas
flyn) = —— flan) > LV n.
Yo

Logo f(yn) - 0e f ndo é continua.
Reciprocamente, se f é limitada, entdo existe M > O tal que |f(z)| < M ||z ||,Yz € V.
Se (zy,)n é tal que x,, — 0,em V, entdo |f(z)| < M || z ||= f(xzn) — 0, comn — co. Logo f é continua.

Defini¢ao 3.12

Seja f : V — R um funcional linear continuo. Define-se a norma do funcional f, como sendo o niimero,

| £ 1= sup VO
T
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3.6 Espaco Dual

Exemplo 3.18
Sejaa € R™,a # 0 fixado. Defina f : R™ — R, f(z) = (z, a), o produto interno dos vetores x e a.
-f é linear (pela bilinearidade do produto interno)

N fl=lall
f(@)| =@, <l @ ||l al= Y45 <aVeeVie£o.
patsup L < o isoe | FlI<lall. @
w20 || 2|
Por outro lado, sup (@) > Fl@)l _ l(a,0) =l al,ousejal f||>=|a]. D

o Lzl = llall — al
De (I) e (I), tem-se || f ||=| a ||
Exemplo 3.19
Seja f : Cla,b] = R, f(x) = f; x(t)dt,a < b.
-f é linear (linearidade da integral)

N l=b-a.
|f(2)] = /abw(t)dt Sargggblx(t)l/abdt <l = oy (b—a)
i < ael S l<b-a ()
Sejaz(t) = 1Y € [a,b].
Eatto | f 1= sup =T > (a0 = 00) = | “d=b-a (0

De (#) ¢ (#)1, segue-se que | £ [|= b — a.
Exemplo 3.20
Seja 0y, : Cla, b] = R, 0, = z(to), to € [a, b], fixado
dt,.0 € um funcional linear continuo.
O funcional d;,, muito comum em mecénica quantica, ¢ comumente escrito na forma,

Oty = f; x(t)d(t — to)dt, onde 0 é distribuicdo 0 de Dirac, a ser estudada posteriormente.

3.6 Espaco Dual

Seja V um espago vetorial normado e consideremos a totalidade, V' *, dos funcionais lineares continuos, sobre
V.
Para f,g € V*, tem-se que f + g € V*. Além disso, se o é um escalar, entdo of € V™.

Portanto V* é um espaco vetorial, dito espago dual de V. & conhecido que , se f € V*, entdo f é um funcional

linear continuo e || f ||y-= sup |[f(@)]
e#0 || 2|l
v+ € uma norma sobre o espago vetorial V*. Assim, V* é um espaco vetorial normado.

éanormade f.

Na verdade || - |

Se V' é um espaco vetorial normado , entdo V* é um espaco vetorial normado completo (um espago de
Banach).
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3.6 Espaco Dual

Seja (f,)n uma seqtiéncia fundamental em V*. Entdo dado € > 0, existe ng € N, tal que
| fro = [ llve< €,¥V n,m > ng.

Dai, | fo(z) — fm(z)| <€l z|,Yz V.
Para cada x € V, fixado, a seqiiéncia ( f,,(z)),, é fundamental, em R, portanto converge para, digamos, f(z) € R,
isto é

lim f,(x) = f(x).

n—oo
i) f é linear.
flax+py) = lim fo(az+ By) = lim [afo(z) + Bfa(y)] =
= o lim fu(z)+ 8 lim f(z) =af(z)+Bf(y),Ve,feRVa,yeV.
ii) f € limitada
Dado € = 1, existe n,, € N, tal que
H Jn— fn-i-j |

Dai ” fn+j HV*SH fn HV* +1,Vj,Vn > ng
ou

v < I,VTL > novvj

B < (] |

ve +1),Y5,Vn >mng,x #0

[fnti @] < (I fo My +1),¥5,Yn 200, Vz €V

Tomando limite, com n — 0o, obtemos

[f @) < (Il fu |

v+ e Ve eV

Logo f € limitada.
iii) f, — f,em V™,
Temos | fr(z) — fm(z)] <€ x |,Va € V,¥n,m > ng.
Fixemos n > ny, arbitrdrio, e tomemos o limite nessa desigualdade com m — oo.
Obtemos,

|[fol) — f(z)| <€l x],Yn>ng,VaeV.
Dai

W <e,Vn>mng,VaxeV,x#0,
0 que acarreta

| fo—fllv-<e,¥Yn>ne.

Exemplo 3.21

Seja V = R", e consideremos f : R™ — R um funcional linear continuo.
Para qualquer x € R", tem-se © = x1€e1 + « - - + xn€,, onde {e1,...,e,} é a base candnica do R™.
Entdo, f(z) = z1f(e1) + -+ znflen) =z1fr +- -+ 2nfo.

Temos, | f(2)| = [z1f1 + - +anful <[ Il (f1,---, fa) |
AN s ) |
Denotamos por F o vetor (fi,..., fr) € R™.

Temos
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3.6 Espaco Dual

PACDIENACD]

Zllre = [N g

=[l £

R":H (flv .- >fﬂ) |

| f Il (gny-=sup R
a0 |

Logo || f l(rn)-= {Z ff} :

i=1
Exemplo 3.22

Considere a mesma situacdo do Ex. 3.21, mas tomemos para norma, em R”, a norma do maximo:

I 2 1= max fa,|.
Temos,
< maxfz|([fif + 4 [l
= (me) [l
i=1
R A=A
i=1
+1, sef;>0
Por outro lado, se g = (21, ..., %), onde x; = —1, sef; <0 temos,
0, sefi=0
flx [z
17 1= sup LU S VOO oy ot (sgnf)fo = il -+ 1l
w20 [z~ o |l

n

Portanto, || f ||v-= Z | fil.
i=1
Exemplo 3.23

Mesma situagdo dos exemplos anteriores, agora com a norma, em R"”, dada

n v
por || [|, {Zlﬂ%lp} > 1.
i=1

Tem-se, 1 1
Z T 1
|f<x>||z1f1+~~+xnfns<2|m|p> (qu) =1
=1 i=1
ou
f(@)] < (Zfi|q> Iz,
1=1
Dai,

I £l (_qu) (@)
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3.6 Espaco Dual

Por outro lado,

X _ _
17 = sup L 5 W) oy — (1o sgngi, . 1117 sgn ).
z#£0 | x ||p lly ||p
Temos,
1
D 1
iy llp= {IAIST9P e 1l GOPE = (A7 e [T = f() = AL+ Ll
Assim,

1

Z|fl‘q n 1_% n q
IS llv-= <an = {qu} = {Z fi|q} (B)
Z|fzq> i=1 i=1

I/

Por (a) e (), segue-se que

ye= {Zmlq}
i=1

Exemplo 3.24
Funcionais lineares sobre C'
C={z=(x1,29,...); z, = 0,comn — oo}
| 2 ||= sup, @

Sejaf:C — R

z— f(z) = Zfixi, Z|fi| <0
i=1 i=1

um fucional linear continuo.

o

o= Y_Ifil-

=1

Entdo || f |

De fato:

oo

<= lwllfil<=Y_Ifillz]  (a)
i=1

i=1

oo
C*§:Z|fz’|
i=1

[f(z)] =

o0
meﬁ
i1

I

o0 N
Por outro lado, se Z | fil = a, dado € > 0, existe N tal que Z |fil >a—e.
Seja = =
1, se f, >0
—1,se f, <O n< N
0,sef,=0
0,sen>N

N N
f(.l?*) = Zs.gn(fn)fn = Z |fz‘ >a—€
i=1 i=1
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3.6 Espaco Dual

Dai,

|f(2)] > |f(z%)] > i\)ﬂ —6Ve>0 (b)

Tzl = -

oo
= E | fil
i=1
Todo fucional linear continuo, sobre ', é da forma descrita acima.

I/ lle== sup

De (a) e (b) segue-se que || f |

De fato: Sejae, = (0,...,0,1,0,...) aseqiiéncia com 1 na n-ésima posi¢do e zero nas demais.
Seja f € C*, e denotemos f(e,,) por fi,.

n
Sex = (x1,...,2,,0,...),entdo x = x1e1 + - -+ + zTpe, € f(x) = Zfzxz
i=1

o0 o0
Se f é limitado, entdo Z |fi] < oo, pois se Z | fn] = 00, entdo V H, existiria N tal que
i=1 i=1

N
> |l > H.
=1

Mas ai,

1, se f, >0
-1, se f, <0 n< N
0,se f,=0

0,sen>N

sex = (xp)ex, =

teriamos, | f(z)| = Z(sgnfi)fi = Z |fil > H=H || = ||. (Contradigéo !!).
i=1 i=1
O conjunto dos elementos © = (z1,...,%,,0,...) é denso em C.

Um funcional linear continuo é unicamente definido por seus valores numa parte densa.

{(f17f2a7fﬂa)72|fn < OO} :El-
=1

Prova-se que o espaco dual de ¢ € o espaco de todos as sequéncias limitadas.

Isto mostra que C*

Seja X um espaco de Banach, sobre R. Sejam D C X um subespaco linear, xEspaco!subespaco densodenso
f@)| <C | z|,Ya € D. Entdo, f se estende
de maneira tinica a um funcional linear continuo F : X — R, tal que |F(2)| < C || z ||,V € X.

em X, e f: D C X — Rum funcional linear continuo,

Sejauw € X — D. Existe (up), em D, tal que u,, — u, com n — oo. Entdo (u,), é uma seqiiéncia
fundamental e

|f(un) - f(um)| = |f(un - um)| < c || Up — Um ||7

acarreta que (f(u,)), € uma seqiiéncia fundamental em R.
Seja F(u) = lim f(uy,)

n—oo
- I ¢ bem definida.
Para isto devemos mostrar que o valor de F' em u, independa da seqiiéncia (u,,) que converge a u.
Seja pois (vy, ), uma outra seqtiéncia em D, tal que v,, — u, com n — 0.
Temos,

[f(un) = f(on)| < C llun —on [<{l[ un = v | + [l v =vn [I}
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3.6 Espaco Dual

Dai,

[f(on) = F(u)] < [f(on) = fun)| + [f(un) = f(u)]
< Cllun—vll+lv—=ovn || +[f(un) = f(u)]

|f(vn) — f(u)] = 0,com n — oo, ou seja f(v,) — f(u), comn — oo.

- F' é linear
flau+ o) = nh_)rr;o fnlou, + Bu,) = oznli_{I;o flup) + ﬁnh_{%O f(vn) = aF(u) + BF (v).
F/D=f.
-F' € tnico.
Seja G uma extensdo de f. Entdo para todo u € X,
G(u) = li_>m f(up) = F(u).
Logo G = F.
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Capitulo Espaco de Banach

Frases de Stefan Banach

“Um matematico € uma pessoa que pode encontrar analogias entre os teoremas. Um melhor matematico € aquele
que pode ver analogias entre provas e o melhor matematico pode perceber analogias entre as teorias.”
“Matemadtica € a criacdo mais bonita e poderosa do espirito humano.”

“Eu te digo que estudar humanidades no ensino médio é mais importante do que a matemdtica - a matematica é
muito afiada Um instrumento, ndo é bom para as criangas.”

“Matematica € tdo antiga quanto o homem.”

Stefan Banach nasceu na Cracévia (Império Austro-Htingaro - cidade no sul da Polonia)
(1892 — 1945, 53 anos, Ledpolis, Unido Soviética , atual , Ucrania )

O Teorema de Hahn-Banach é um resultado importante na teoria funcional dos espagos vetoriais normados.
Ele fornece uma maneira de estender uma funcao linear limitada definida em um subespaco para uma fung¢ao linear
limitada definida em todo o espago vetorial, preservando certas propriedades.

Existem diferentes versdes do Teorema de Hahn-Banach, e aqui vamos nos concentrar no caso vetorial. A
versao vetorial do teorema estabelece o seguinte:

Teorema 4.1 (Hahn-Banach - Caso Vetorial)

Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K (que pode ser os niimeros reais, os niimeros complexos ou

um corpo localmente convexo) e seja W um subespaco vetorial de V. Se f é uma forma linear limitada
definida em W, entdo existe uma extensdo de f para uma forma linear limitada g definida em V, ou seja,
g:V—> K, tal que g(z) = f(x) para todo x em W, e ||g|| = ||f||, onde ||.|| | denota a norma da fungéo

linear.

vV

Uma consequéncia importante desse teorema € que ele permite a construcao de funcionais lineares continuos em
espacos normados a partir de funcionais lineares definidos em subespacos. Isso tem vdrias aplica¢des significativas,

como:



4.1 Teorema de Hahn-Banach: Caso Vetorial

Separabilidade de conjuntos: O Teorema de Hahn-Banach é frequentemente usado para separar conjuntos
convexos. Por exemplo, dado um ponto e um conjunto fechado convexo que nio o contém, é possivel usar uma
forma linear para separar o ponto do conjunto, estendendo a forma linear de um subespaco que contém o ponto.

Existéncia de extensdes continuas: O teorema € usado para estender fun¢des definidas em subespacos de um
espaco vetorial normado para o espago inteiro, preservando certas propriedades, como continuidade ou limitacao.

Dualidade de Espacos!vetoriais normadosespagos vetoriais normados: O Teorema de Hahn-Banach estabelece
uma conexao importante entre um espaco vetorial normado e seu espaco dual, que consiste em todos os funcionais
lineares continuos definidos no espago original. Ele garante que o espago dual é nao vazio e fornece um método
para construir funcionais lineares continuos no espago dual.

Essas sdo apenas algumas das aplicacdes do Teorema de Hahn-Banach. Sua versatilidade e importancia na

teoria funcional dos espacos vetoriais normados o tornam um resultado fundamental para o estudo desses espacos.

4.1 Teorema de Hahn-Banach: Caso Vetorial

Seja X um espago linear e consideremos um funcional p : X — R, com as propriedades,
() pz) >0,VeeX
(2) pz +y) <p(@)+py),Va,yeX
(3) plax) = ap(x),Va e R,a >0,V z € X.

Definicao 4.1

Um funcional, como p, satisfazendo (1) — (3) é dito um funcional convexo.
Se apenas as condigdes (2) e (3) ocorrem, entdo p é dito um funcional sublinear.

Toda norma é um funcional convexo.

Sejam M um subespaco, proprio, de um espago vetorial X e xo € X — M. Sejam My o espago gerado
por M e {xo}, My = [M U{xo}], f: M — R um funcional linear e p : X — R um funcional sublinear,
tal que

f(z) <p(z),Vz e M.
Entdo f pode ser estendido a um funcional linear F : My — R, de modo que

F(z) < p(z),¥Vzx € M.

My 55RO (F(z) < p(z),¥ 2 € Mp)
|

M-LR  (flz)<p(z),YzeM)

A hipétese f(z) < p(x),V x € M, acarreta

fly) = f(y2) = flyr —y2) < plyr —y2) = p(y1 + o — y2 — Zo)
< py1+20) +p(~y2 — x0),V y1,y2 € M
Dai,
—p(—y2 — o) — f(y2) < p(y1 +x0) — f(Y1),Vy1,92 € M (%)a
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4.1 Teorema de Hahn-Banach: Caso Vetorial

Em (x)4, fixemos y1, e deixemos y» variar em M.

Entdo, o conjunto {—p(—y2 — zo) — f(y2);y2 € M} é um conjunto de nimeros reais, limitado superiormente,
logo tem um supremo.

Seja a = sup{—p(—y2 — 20) — f(y2); y2 € M}

Em (x)4, fixando yo € M, e deixando y; variar em M,

Obtemos

b=1inf{p(y1 +x0) — f(y1);91 € M}.

Assim, a < b
Existe um nimero real ¢, tal que a < ¢y < b
Dai, para todo y € M, tem-se,

—p(=y —x0) = f(y) < co <ply+mo) = fly) ()5
Como g ¢ M, qualquer x € M, pode ser escrito na forma x = y + ax(, de modo tnico, onde o € R,y € M.

Consideremos a funcao
F:My—R, F(z) = F(y + azo) = f(y) + aco

F' é linear:

Se ' =y + axgez” =y" + Bxg pertencem a My, entdo 2’ + 2’ =y’ +y" + (a + B)xg € My e
F@'+a2")=fy' +y") + (a+B)eo = f(y) + aco + f(y") + Beo = F(a') + F(2")
Também,
F(Az) = F(Ay + Aaxo) = f(Ay) + daco = Af(y) + Aaco = AN[f(y) + aco] = Af(x),V A € R.

Sey € M,entdoy = y + 0xzp e F(y) = f(y). Assim F' é um funcional linear que estende f. Resta mostrar que
F(z) <p(x),Va e M. Sejax =y + axg € My. Se a = 0, entdo F(x) = f(y) < p(y) = p(y + axg) = p(z).

se a > 0, entdo, de ()5, obtemos,
Co Sp(g+xo> —f<g>
o o

aco < ply + axo) — f(y)

J(y) + aco < p(y + axo)
F(y + az) < p(y + axo)

F(z) < p(x).
Se o > 0, entdo, de —p(—y — x0) — f(y) < co, obtemos

—p (=% —m0) = (%)
—p(—% —mo) <co+ f

~ap (~4 )  aco +af (2
p(y + axo) > aco + f(y) = F(x)

Dai,
<o
(%)

ou seja, F'(z) > p(x).
Logo F(z) > p(z),V x € M.

Teorema 4.2 (Hahn-Banach)

Seja X um espaco vetorial real, M um subspaco de X, p : X — R, um funcional sublinear, e f : M — R
um funcional linear, satisfazendo f(x) > p(x),¥ « € M. Entdo existe um funcional linear F : X — R,
tal que F(z) = f(z),Yax € M, e F(z) > f(z),Vx € X.

<3
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4.1 Teorema de Hahn-Banach: Caso Vetorial

Seja X um conjunto e suponhamos definida uma relagdo R entre os elementos de X. O conjunto X é dito
“parcialmente ordenado"por R, se
(1) aRa (Reflexividade), ¥ a € X
(i) aRb e bRe = aRec (Transitividade), ¥ a,b,c € X
(7it) aRbebRa = a=b,Va,b e X
‘R é dita uma relagdo de ordem parcial, definida em X. Se R é uma relagdo de ordem parcial, em X, e, dados
quaisquer dois elementos a e b, em X, tem-se aRb ou bRa, diz-se que R é uma relacdo de ordem total, em X.
Neste caso X é dito um conjunto totalmente ordenado.
Exemplo 4.1

Seja X = R e definamos a relagdo R como sendo a relagdo < (menor ou igual).
A relacdo < € de ordem parcial em R, pois:
a<a,VaeR
a<beb<c=a<cVabceR
a<beb<a=a=0b
Portanto o conjunto dos niimeros reais € parcialmente ordenado, segundo a relagdo de ordem <.
Além disso a relacdo de ordem <, em R, € total, pois quaisquer dois niimeros reais podem, sempre, ser comparados.
Assim R € um conjunto totalmente ordenado, segundo a relagdo de ordem <.
Sejam X um conjunto parcialmente ordenado, pela relagcdo de ordem R, e A um subconjunto de X. Um elemento
a € X, é dito um limite superior de A se yRa,V y € A, isto é todo elemento de A estd relacionado com a.
Se X € um conjunto parcialmente ordenado, um elemento a¢ € X € dito elemento maximal de X se aRy implica
a=y.
Um conjunto parcialmente ordenado X, segundo a relacdo de ordem R, € dito indutivamente ordenado se qualquer
subconjunto totalmente ordenado de X, tem um limite superior.

Todo conjunto ndo-vazio, indutivamente ordenado, tem um elemento maximal.

Do Teorema de Hanh-Banach)
Consideremos o conjunto § = {)/‘\, fé linear , festende 1 ]/"\(x) <p(x),Vze Df}, onde D]?é 0 espaco vetorial
dominio de ]?
- S € ndo vazio.
Note que o préprio funcional linear f € S. Além disso, pelo Lema 4.2, S contém outros elementos afora f.
Em S consideremos a relagdo de ordem: ]?1, fg € S, entdo ﬁ < fg & f\g estende fl fg estende fl significa:
Dj C D;ef/Df = h
- § é parcialmente ordenado, segundo a relagdo <.
()g<g,VgeSs.
Ora, D3 = Dy, donde D; C Deg/D; =49
(ii) seg<heh <, entiog < {
§<ﬁ<:>{AD§CDE E<Z<:>{AD§CDE
h/Dg =g Z/Dﬁ = h
Dai, Dy C Dye l(z) = h(z),Y x € D;.

o~

Como Dy C D;, temos £(x) = h(x),V x € Dg.



4.1 Teorema de Hahn-Banach: Caso Vetorial

Em Dj, h(z) = §(= ). Logo /(z) = g(z ).V x € Dy,
Assim D C D; eK/D fg,ousejag<€
(m)Seg<heh<g,entaog—h

~ D; C D ~ D: C Dy
hea ! 29C ho ) h<ge R la
h/Dg=7g

A

9

Entdo Dj = D;; eg( )= ( r),Va e D;
h( )= @;( z),Ya e Dy

Logo,D@\CDﬁeg() h()VCEEDEZD’g\.
SejaT = {fa} um subconjunto, arbitrario, totalmente ordenado de S. 7 € parcialmente ordenado, e quaisquer dois
elementos de 7 sdo compardveis, segundo a relacdo <.
- 7 tem um limite superior.

Seja fo funcional definido em U, D 7o da seguinte forma: se v € Uy D
Defini-se ]?(x) = fa(m)
—Ua D fa ¢ um subespago vetorial.

Sex € UQD]?Q, entdo x € Dfa’ para algum «. Mas Dfa é um subespaco de X, logo Sz € Dfa,V B eR.
Dai Sx € Uana.

Sex,y € UyD+s 7 entioxr € D+ 7, para algum o, y € D , para algum . Sendo 7 um conjunto totalmente
ordenado, D C D ou D C D
Suponhamos D C D Entaox y € D ex+y € DA
Dai, z +y € U, D o
—fé bem definida

Sex € D; ex € Dj,entdo f(z) = fu(z) e f(z) = fr(x).
Agora ou fa estende f,\ ou o contrdrio. Em qualquer caso fa( )= f,\(x) Logo f(a:) é bem definido.
— f é linear, estendefef( ) < p(x),VaeUaDs
—J?a < f, Vo

Dy © Dseh/D; =f.

Entdo f € um limite superior de 7, em S. Portanto S € indutivamente ordenado.

7 entdo x € Df , para algum a.

Pelo Lema de Zorn, existe ' € S, elemento maximal de S.
Entéo F é um funcional linear, estendendo f, tal que F(x) < p(z),V z € Dp.
-Dp = X.
Se Dp ¢ X, existe g € X, 29 ¢ Dp. Pelo lema 1 F pode ser estendida a um funcional linear F’, o qual
estende f e F'(z) < p(x),Yx € [Dp U{zo}].
Assim F’ € S e também estende F'. Contradigdo!!. Entéo x( ndo pode existire Dp = X.

Teorema 4.3 (Teorema de Hahn-Banach - Caso Normado - 1)

Sejam, X um espaco linear normado, M um subespaco de X e f : M — R, um funcional linear limitado.
Existe um funcional linear limitado F : X — R, extensdo de f, com || F ||=|| f |I.

Demonstracao
Sejap: X = R, p(z) =[ f[lll = |
Entdo, f(x) < [f(2)] <[l £ || = ||= p(z),V 2z € M.
Tem-se: p(x) >0,Va e X
p(x+y) <p(x)+py),Ve,yeX
plaz) = |alp(z),Va e R,Vz e X
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4.2 Espago Dual do Dual

Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe um funcional linear F' : X — R, talque F/M = fe F(z) < p(x),Vz € X

Assim |F(z)| <|| f |l z ||,V € X e F € um funcional linear continuo, com

TEN<I A1 (e

Por outro lado, sendo F' uma extensdo de f, tem-se

I FIIEI. (s
De (x)g ¢ (x)7. seguese que || F [ =] f .

Teorema 4.4 (Teorema de Hahn-Banach - Caso Normado - 2)

Seja xo um vetor ndo nulo de um espago linear normado X. Entdo existe um funcional linear limitado
F:X —>Ruulquel| F|=1eF(xo) =| zo |-

V)
Demonstraciao
Seja M = [{zo}ef: M =R
)\Io — f()\IQ) =)\ || Zo ||
f é um funcional linear, f(xq) =|| xo ||.
Além disso, f(Axg) = A || zo ||=|| Azo ||=]] £ IS 1.
Por outro lado,
T A\x
azo ||z | Azo ||
x€eM
Assim, || f ||I=1
Pelo Teorema 4.3, existe F' : X — R linear, continuo, tal que F/M = fel| F|=| f ||=1
Claro que F(xg) = f(zo) =| o ||
Teorema 4.5 (Teorema de Hahn-Banach - Caso Normado - 3)
Seja M um subespaco de um espago linear normado X e suponha x1 € X é tal que d(x1, M) = d > 0.
Entdo existe um funcional linear limitado F || F' ||= 1, tal que F(x1) =de F(x) =0,Va € M. ©

Demonstracao
Seja M1 = [M U {x1}] o subespago gerado por M e {x1}.
Para qualquer y € M, tem-se y = = + az1,x € M, € R, de modo unico.
Seja f : M1 = R, f(y) = ad.
f é bem definida, lineare f(y) = 0,Vy € M, f(z1) = d.
- f é limitada.
Sejaa # 0. Entio || y |[=| @ + azy =] ~a(~£ —21) = |al || ~£ — a1 |

. x .
—feMed=d(x,M)= mlél]f\‘/[ | 1 — 2 |I=] - |I> dousejall y [|> |a|d

Dai |f(y)| = |a|d <|| y ||,V y € M;. Portanto f é limitadoe || f || < 1.

Por outro lado, dado € > 0, existe x € M; || x —z1 ||[< d+ €.

Seja z = =iy Tem-se || z [|=Le |f(2)] = ”ﬁ(;:fll“)l = Hw_dxl” e|f(z)| > di_ire
Logo || f ||> d%e. Como € > 0, segue-se que || f ||> 1.

Assim || f ||= 1.

Existe F' : X — R, linear continua, tal que F//M = fe| F [=| f ||
Logo existe F' : X — R linear continua, tal que F(x) =d, F(x) =0,Vax € M, || F ||= 1.
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4.2 Espaco Dual do Dual

4.2 Espaco Dual do Dual

Seja X um espago linear normado real. Denotamos por X* o espaco (de Banach) de todos os funcionais
lineares continuos, definidos em X.
X* € dito espago dual de X.
Como X* € um espaco linear normado, faz sentido falar no espaco dual de X*, dito segundo dual de X, denotado
por X**.
Um elemento de X ** €, entdo, um funcional linear continuo, definido em X*.
SejaJ : X — X**, J(x) = 2" € X**,onde 2’ : X* — R atua da seguinte forma: z”(f) = f(z),V f € X*
cJp e X

J, define um funcional linear continuo, sobre X *.
Jo(f+9)=2"(f+9) = (f+9)(x) = f() + g(x) = Jo(f) + Ju(9),V f,g € X"
Jo(af) = " (af) = (af)(@) = af(2) = au(f), ¥ a ER,Y [ € X",

Além disso,

A - | T2 ()] — sup |f ()]
rex: Ifllx< g0 I £ llx=

Pelo Teorema de Hahn-Banach, se © # 0, existe fy € X', tal que fo(z) =|| = ||, || fo ||= 1.

Assim : (f)‘
|z |= fo(z) < sup |f(z)| = sup —— 2
lIfFlI<1 S IE4]

<sup ||z = = ||
f+#£0

= ||Jz||X**

Isto mostra que J € continuo e, mais ainda, € uma isometria.

2

Em resumo: J : X — X** € um operador linear, continuo, isométrico, injetivo.

Definicao 4.2

Se o operador J : X — X**, acima, é também sobrejetivo, diz-se que X é reflexsivo.

&
Exemplo 4.2
O espaco /5.
62:{ (z1, 22, ... Zx <oo}
1
| [le,= {Z z; }
{5 € um espago de Banach.(Hilbert).
—) Todo funcional linear limitado f : {2 — R, é da forma f(z Z x; fi,onde f; = f(e;), sendo e; o elemento
de /5 com 1 na i-ésima coordenada € zZero nas demais =
‘Se f:ly =R, f(z lefz, ¢ limitado, entdo Zf2 < 0.
i=1 1N1
Caso contrdrio, para todo M, existe N € N, tal que Z ff =My>M
i=1

1
Sejax = (f1,..., fn,0,...), ||zl = Mg.
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4.2 Espago Dual do Dual

Entdo f(x Zf? My = Mg Mg = M ||| > M¥ ]|

Contradi¢do com a continuidade de f.

A= {iff}é
| (&) ()

AHE (Z ff) ©

Por outro lado, || f|| = sup |f(x)|.

lzll<1

[N
Il
N
(¢
ol
N
N———
M|
8
S

Tomando = = ((sgnfi)|fil,---, (sgnfn)|fnl,-..), obtemos

£l = Sup If @) = |f(2)] =D (sgnfi) filfil = Y fF
i=1 i=1

De (0) e (C0), [| /]

= (z o)
- A aplicacdo

T:£2_>£§7(f1)f27“-)€€2HT(flaf%'"):f

onde T'(f1, fo,...)(x) = f(z) = Z x; f; é linear, isométrica e sobrejetiva.
i=1
- A aplicagdo J : lo — £5F

x +— Jy,onde J;(f) = f(x) & sobre.
Sejam g € ¢4 e x € (5. Fixado z € {5 a aplicagdo
¢5 — R é um elemento de £5*.

9= g(x)
Seja F' € ¢3*. Defina g : {5 — R, g(z) = F(Tx).

g € 0% e existe um dnico z = (g1, g2, .. .) € fa, tal que g(x szgz
=) F=J,.
i=1

. Portanto /5 € reflexivo.

Teorema 4.6 (Teorema da Representacio de Riesz)

(Co).

Sejam X um espago de Hilbert, com produto interno denotado por <,>, e f : X — R um funcional linear

limitado. Entdo existe um vinico y € X, tal que f(z) =< z,y >,V € X. Além disso, ||f|x- = ||yl x-

Q

Demonstracao Dem: Unicidade:
SezeXef(z)=<z,z>VreX,entdo<z,y—z>=0,VaeX.
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4.2 Espago Dual do Dual

Em particular, tomando x = y — 2z € X, temos ||y — z||? =<y — 2,y — 2 >= 0.

Logoy —z=0ousejay = z.
Existéncia.

Seja M = {z € X; f(z) =0} = f~1(0). Como f €é continua, M & fechado.

Se f =0, entdo M = X, e, nesse caso, tomamos y = 0.
Se f # 0, entdo M & X.

Sendo M um subespaco fechado e préprio, existe w € X tal que w € ortogonal a M.

Existe um unico escalar «, tal que o vetor y = aw, satisfaz o teorema, isto é

f(z) =<z,a0w>VzelX.

Sex € M,entdo 0 = f(x) = a < z,w >, é verdadeiro para qualquer «, uma vez que w é ortogonal a M.

Se x é miltiplo de w, isto é, se z € [{w}], entdo x = Sw, e podemos supor [ # 0.

Entdo

f(x) =Bf(Bw) = Bf(w) =B <w,ow >= fa < w,w >
ou seja

f(Bw) =< Bw,y >& flw) =a < w,w >.

_ _fw) _ f(w)
Logo a = <wffv> = quﬁr
Desta forma o vetor y = <J;(“;})> = ﬁcgﬁ% w, satisfaz
fl@)=<uz,y>VaeMVuzeuw.
f(x)

Sejax € X. O vetor x — Sw, com 3 = ) pertence a M.
Temos z = x — fw+ Pw .
—_—— —~~

eM €fw]
Dai,

f(z) = fx — Pw) + f(fw) =< & — fw,aw > + < fw,aw >=< z,qw >=< z,y >V € X.

Além disso,
|f(z)]

[l

f@ S Wl <yy>
[ ] Iy

[f(@)] =] <zy>[<lzllyl =

Também || f || x+ = Sl;é% #0 = |yl

Portanto || f||x+ = ||y||-

<llyllz #0 e [IFllx- <yl

Teorema 4.7
Todo espaco de Hilbert, X, é reflexivo.

Demonstracao

Devemos provar que J : X — X** z — J,, onde J,(g) = g(x),V g € X*, é sobrejetiva.
Seja € X**. Devemos encontrar z € X, tal que J, = F ,isto &, J,(g) = F(g),V g € X*.

SejaT : X — X*, T, = f,onde T,(z) = f(z) = (x,y).

T ¢ uma funcio linear continua e isométrica e sobrejetiva. O funcional g : X — R,

g(x) = F(T,) é linear e
l9(x) = |F(T:)| < [|F[[]|]]
Assim g € X*.

Pelo teorema de Riesz, existe um tnico z € X, tal que g(x) =< z,z >,V € X.

Como g(x) = F(T,), temos F(T,) =< z,z >,V € X.
Dai, J,(T,) = Ty(2) =< z,a >=< z,z >= F(T,),Vz € X.
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4.3 Operadores Lineares

Entdo J, = F.

4.3 Operadores Lineares

Sejam X e Y espacos de Banach. Qualquer fungdo definida em X, ou em parte de X, com valores em Y é
dito um operador (aplicacdo, transformacao, etc...)
Um operador A : D(A) C X — Y € dito linear se:
) D(A) é um subespaco de X
i1) A(ax + By) = aA(z) + BA(y),V a, B escalar,V z,y € X.

.

Definicao 4.3
Um operador linear A : X — 'Y é dito limitado se existe uma constante M > 0, ||Az|ly < M||z||x,Vz €

X. Y
Definicao 4.4
Um operador linear A : X — Y é dito continuo, se dado € > 0, existe § > 0, tal que
|Az — Az'||y <€, sempre que|l|z —2'|| <& s
Proposicao 4.1
Um operador linear A : X — 'Y é continuo < é limitado. .

Definicao 4.5
Seja A : X — Y um operador linear limitado. A norma de A é definida como sendo o infino dos niimeros
M > 0, tais que | Az|ly < M||z||x,Vz € X.

Por L(X,Y) denotamos o “espago vetorial"de todos os operadores lineares continuos A : X — Y.
Assim, se A € L(X,Y), define-se,

[Allz(x,y) = nf{M > 0; | Az|ly < M||z||x,Vz € X}

&
Proposicao 4.2
Se A e L(X,Y), entdo
I1Allecx,vy = sup{l|Azl; ]| < 1} = sup{1£5l* 2 # 0} = sup{||Az]; |z = 1}. .
Demonstragao
Semelhante ao caso X* = L(X,R)
Proposic¢ao 4.3
Se'Y é um ‘espago de Banach, entdo L(X,Y) é um espago de Banach. .

Demonstracao
Semalhante ao caso X* = L(X,R)
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4.3 Operadores Lineares

Definicao 4.6

SejaT : X — Y um operador linear. Diz-se que T tem um inverso, se para todo y € Y, existe um tinico
z € X tal que Tx = y.

O operador inverso de T é denotado por T~".

&
Proposicao 4.4
Se T é linear e T—! existe, entdo T~ é linear. o
Demonstracao
SejaTxy = y1, Twa =y
Como T é linear T'(cvy 1 + @oy2) = 121 + oy
Agora s =T y, 20T tys = an T lys + 0T lys = cqwy + aswe = T Haryr + asys)
Logo 7! é linear.
Teorema 4.8
Sejam X um espaco de Banach e U € L(X, X).
Se |U|| < g < 1, entdo o operador I — U tem um inverso continuo e
_ 1
-0y < 7
—q .

Demonstracao

A condicdo ||U|| < 1 acarreta a convergéncia da
série [+ U +U?+---+U" +---
SejaV:ZU".

n=0
EntaioV(I-U)=(I+U+---+U"+-- I -U)=I+U+---+U"+--+)—
_(U+U2+...+Un+1_|_...):[

Também (I —U)V = 1.
Logo, (I —U) "t =V.
Alémdisso, |[V|| < |1 + |U[[+ -+ U™+ <1+g+-+¢" 4+ < 7.

q

Seja Uy : X — Y um operador linear continuo, onde X e 'Y sdo espacos de Banach. Suponha que Uy tem

um inverso Uy ' € L(X,Y). SeU € L(X,Y) e ||U| < ﬁ entdo o operador V- = Uy + U tem um
0

inverso continuo V=" ¢

= Ul 1T i
1% 1 < Il 0_ Yo
I Ih= 1=lUg tUIl = 1=[1Ug Tl

Demonstracao
SejaW =U; 'V =1, + Uy 'U.
Tem-se [[Uy U < U H[|IU]| < 1
Entao, pelo teorema anterior, W tem uma inversa continua
W=re W < ey < o e
Temos, Uy 'VW ™! = I, edai, VIW ! = Uy e VWU, ' = I,
Entéo,

VWUt =1, e WUV = I,
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4.3 Operadores Lineares

Logo, W~ 'U; * é uminversode V. V' = W—1U; .
Além disso,

—1
IV=H = W0 < W06 < it

Uy ol
@ Nota

O Teorema 4.9 esta afirmando que o conjunto dos operadores lineares continuo, de um espaco de Banach X

no espago de Banach'Y, que sdo invertiveis, é aberto.

Definicao 4.7

Sejam X e 'Y espacos de Banach e A : X — Y um operador linear. Se g € Y™, entdo f = go A € X*.
O operador A* : Y* — X* g~ A*g = g o A é dito adjunto do operador A.

A* é um adjunto do operador linear.

Proposicao 4.5

O adjunto da soma de dois operadores lineares é a soma dos adjuntos de cada operador.

Demonstracao
A: X — Y, linear; B: X — Y, linear
A+ B: X =Y, linear
(A+B)*: Y* — X*, linear
—) (A+ B)* = A* + B*.
(A+B)*(g) =go(A+B)=goA+goB=A*g+ B*g=(A*+ B*)g

Proposicao 4.6

(kA)* = kA* k € R.

Demonstracao
(kA)*g = g(kA) = kg(A) = kA*(g)
@ Nota
=1
I"'g=gol=1Io0yg

Teorema 4.10

Seja A : X — Y, linear continuo, onde X e 'Y sdo espagos de Banach.
Entdo A* é continuo e | A* || ziy+ x+) = | Allz(x,v)

Demonstracao
Temos, A*g = f,g € Y*.
Entdo [A*g(x)| = |g(Az)| < |lgll[lA=] < [[gl[I Allll=]

A" g(x)]
oo ATl P20 T,
[|A*|| = sup = sup
20 [1glly- g20  llglly-
lglly =l Allzcx,v)
< =sup |4 = [[Allzx,v)
90 lgly~ 970

Assim, A < [|A]l. (%)
Por outro lado,

50



4.4 Operadores Lineares Compactos

[Azlly = sup |g(Az)[ = sup [A"g(x)| < sup [[A"[[lgllll=]] < [A"[l]l[

g g g
llgll<1 llgll<1 llgll<1

Sup,so LAY < || A% ou seja Al < |A*| (%)

[E]

De (%) e (xx), segue-se que | A*|| = || AJ|.

4.4 Operadores Lineares Compactos

Sejam X e Y espagos lineares normados. Um operador linear A : X — Y € dito compacto se transforma
conjuntos limitados de A.
Todo operador compacto, é continuo, pois transforma conjuntos limitados em conjuntos limitados.
Se X é um espaco linear normado de dimensao finita,e A : X — Y € linear, entdo A é compacto.
De fato: Note dim A(X) é finita. Note ainda que A é limitada.
Se C' C X élimitado, entdo A(C) é limitado num espaco de dimensio finita. Logo A(C') é relativamente compacto.
Se X é um espaco normado, de dimensio infinita, entdo o operador identidade I : X — X € limitado, mas nfo é

compacto.

Sejam X um espagco normado e E um subespaco fechado de X, F distinto de X.
Entdo existe y € X, tal que ||y|| = 1 e |y — z| > 3 para todo z € E.

Demonstracao
Sejayg € X — E, e sejad = d(yo, E). Devemos ter d > 0 (Por qué)
Seja rg € E; ||y0 — JJQH < 2d.

Yo—To
Tomemos y = g, .-

Temos

ly —

_ Hy —x0 — |lyo — wol|w
o — o

1 d
= m”yo (Yo — (= + |lyo — wol|x)[| > = od

—. Ve E.

A bola unitdria de um espaco normado de dimensdo infinita X ndo é compacta. O

Dem(ms‘tracﬁo Construimos uma seqiiéncia (z,), na bola unitdria de um espaco normado X, tal que
20 — Tl > 3,Y n,m.

Sejazy € X Hle =1

Considere os subespago fechado £y = [z1] & X

Pelo Lema 1, existe 75 € X, [|z2|| = 1, tal que d(z2, Ey) > 1

Seja By = [z1,%2] G X. Existe z3 € X, ||z3]| = 1, tal que d(x3, E2) > 3, efc...

Construimos uma sequéncia (), na esfera unitdria de X, tal que ||z, — 2., || > %,‘v’ n,m

Entdo (z,,), ndo tem qualquer subsequéncia convergente.

Sejam X,Y e Z espagos de Banach, A : X — Y um operador compacto e B : Y — Z linear limitado.

Entdo B o A é um operador compacto.

<3
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4.5 Principio da Limitacdo Uniforme:
Convergéncia Fraca

Demonstracao

Seja K C X um conjunto limitado. Entdo A(K) é relativamente compacto em Y, ou seja A(K) é compacto em
Y. Como B é continuo, B(A(K)) é compacto em Z.

Como B(A(K)) C B(A(K)), segue-se que (B o A)(K) é relativamente compacto em Z.
@ Nota Se X E> Y £> Z, A compacto e B limitado, entdo AB é compacto.

Teorema 4.11

Se A, B : X — Y sdo operadores compactos, entdo
i) A+ B é compacto
1) NA é compacto, A € R

Demonstracao

1) Sejam, K C X, um conjunto limitado, e (z,,) uma seqiiéncia em K.

(llzall < M, ¥ n)

Existe uma subseqiiéncia (2., ); de (2,,) tal que (Ax,;) é convergente.

Como B € compacto, existe uma subseqiiéncia (z,,;, )i de (zy, ), tal que (B, ) € convergente.
Note que (Az,,;, ) € uma subsegiiéncia de (Az,,; ), e portanto convergente.

Assim, (z,,; )i € subseqiiéncia (z,,), tal que (A + B)(2y,, ) € convergente. Logo A + B € compacto.

Teorema 4.12

Seja A : X — 'Y um operador compacto. Entdo A(X) é um espago separdvel.

Demonstraciao
Seja B,,(0) = {z € X; ||z]| < n}. Temos

oo o

X = Bu(0)e Yo = AX) = | Qn,Qn = A(B,)

n=1 n=1

Como A é compacto, ), é compacto, portanto separavel.

Dai U Q,, é separdvel e Y = U Q., é separdvel.

n=1 n=1

Teorema 4.13

Se A : X — Y é um operador compacto, entdo A* : Y* — X*, o adjunto de A, é também um operador

compacto.

Q

Demonstracao
Adiado até o estudo das convergéncias fraca e fraca-x.

4.5 Principio da Limitacao Uniforme:

Convergéncia Fraca

Seja M um subconjuto de um espaco normado X. Entdo,

1) M é dito nunca denso em X, se intM = ()
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4.5 Principio da Limitacdo Uniforme:
Convergéncia Fraca

1) M é dito ser de primeira categoria em X, se M € a uniio enumerdvel de conjuntos nunca densos em X

Conjuntos de 1= categoria sdo também chamados conjuntos magros.

144) M € dito ser de 2%categoria em X, se M nioéde 1~ categoria.

Exemplo 4.3
1-Todo conjunto finito {x1 . z,} em R é nunca denso em R
2- Em R, todo conjunto, no maximo, enumeravel é de l%categoria.

3-Qéde l%categoria, em R

Principio dos Intervalos Encaixados

Sejam M;D M,D Mj3D - - - uma seqiiéncia d sbconjuntos fechados nao vazios, de um espago de Banach X,
tal que lim diam(M,) = 0. Entdo existe um dnico ponto u € M,,, V n.
n—oo

Todo subconjunto aberto ndo vazio, U, de um espago de Banach X, é de 2% categoria.

Se U nio fosse de 2%categoria, entdo U seria de l%categoria. Assim existiria

{M,,}, uma seqiiéncia de subconjuntos de X, tal que U = US°M , intM,, = ),V n.
Consideremos a bola fechada B, [a] = {u € X; ||u — a|| <7}

Seja a € U . Existe uma bola fechada B, [a], centrada em a, tal que B, [a] C U,

para algum 7 > 0. Como intM; = (), existe a; € intB, [a] tal que d(aLMl) > 0.
Note que se d(b; M) = 0,V b € intB, [a], entdo, como M] € fechado, tem-se que

be M;,Vb € intB, [a]. Logo intM; # . Contradigio!!

Entdio existe 0 < r; < %, tal que M NB,, [a] = 0.

Repetimos o raciocinio, agora, a partir da bola fechada B, [a], obtendo uma bola fechada
B,, [a], talque My N B,, [a] =0,0 <ry < 2t

Indutivamente, encontramos

B,.[a 2B, [a] 2B,,[a] 2, lim 7, =0 M,,NB,, [a] =0,V n
n— 00

Pelo principio dos intervalos encaixados, existe um unico ponto u € B, [a,],Vn =1,2,...

Como M,, NB,., [a,] = 0,V n, segue-se que u ¢ M,,,V n. Mas u € B, [a] C U = UM,,. Logo u € M,
para algum n. Note que ,de inicio, u ¢ M,,,V n. Mas M,, = intM,, U (OM,,) e se u ¢ M,,, entdo u ¢ int M,,,
e u ¢ O M,,. Portanto podemos afirmar que u ¢ M,,.
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4.5 Principio da Limitacdo Uniforme:
Convergéncia Fraca

Proposicao 4.7

Seja M um subconjunto de um espago de Banach X, e suponha M de 1 2 categoria em X. Entdo existe um

ponto u € X, tal que uw ¢ M. Além disso X — M é de 2%categoria. o

Demonstraciao

Pelo Teorema de Baire, X ¢ de 2%categ0ria. Como X =MU (X —-M),e M éde 1%categoria, segue-se que
X -Méde2™ categoria, pois a unido de dois conjuntos de l%categoria ,éde 1%categoria .

Assim se X — M = UM,,, entdo intM,, # (), para algum n, ou seja X — M # 0.

Consideremos o conjunto,

M = {f € C'[0,1]; existe z, € [0,1) tal que f/ () existe}

Lembremos que C' [0, 1] é um espago de Banach ( em relagdo a norma da sup).

Proposicao 4.8

O conjunto M é de 1= categoria em C [0, 1].

Demonstracao

Seja M,,={f € C[0,1]; existe z, € [0,1), com |f(z.+ h) — f(z.)| < nh,
Vhel0,1],comz, +h <1}

Se f € M, entdo f! () existee f ¢ continua em [0, 1]. f’ (z.) existe, significa que
lim |f (2 + h})L — f(z.)

h>0

Entdo , existe n € N, tal que | f(z. + h) — f(z+)] < nh,¥ h € [0,1], tal que z. + h < 1.
(o)

existe , finito, bem determinado.

Assim f € M, , paraalgumn € N,e M C U M,.
n=1

—) Cada M,, é nunca denso em C' [0, 1].

- M,, € fechado.

Seja f € M. Existe uma seqiiéncia (f3), em M,, , tal que fr — f,em C [0, 1].
Paracadak =1,2,..., existe zy € [0,1], tal que |fi(zr + h) — fu(ze] <nh,Vhe[0,1],z,+h <1 (%)

A seqiiéncia (xy)r C [0, 1], admite uma subseqiiéncia convergente, ainda denotada (zj). Suponhamos
Tp — Ty, k — 00.

Fazendo k — oo, em (x), obtemos | f(z, + h) — f(z.)| <nh,Yh € [0,1], 2.+ h <1
Logo f € M,,. e M, € fechado.

~intM,, = (.

Seja f € M,,. Existe uma fung¢do continua, linear por partes

g:10,1] = R, tal que

IF =gl = max [f(z) —g(@)] <e

|9 (2)] >n,Va€0,1)
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4.5 Principio da Limitacdo Uniforme:
Convergéncia Fraca

Logo g ¢ M,,. Assim nenhuma bola de raio ¢, centrada em f € M, , estd totalmente contido em M,,, ou
o
seja f ¢ M,.

Corolario 4.1 (Weierstrass)

Existe uma fungdo continua f : [0,1] — R que ndo é diferencidvel em todo ponto de [0, 1].

Demonstracao
C[0,1] — M é de 2~ categoria em C|0, 1].

Teorema 4.15 (Principio da Limitacio Uniforme)

Sejam X e Y dois espacos de Banach e § um conjunto ndo vazio de aplicacbes continuas de X em Y.

Suponhamos que sup || Fu|| < oo,V u € X.
Feg

Entdo existe uma bola fechada B, em X , de raio positivo, tal que sup (sup || Fu|) < cc.
uEB FeF

Demonstracao
Seja My, = (| {u € X;||[Ful| <k}, k=1,2,...
Feg

[o ]
X = UMk
k=1

Cada conjunto M, € fechado, pois trata-se da interse¢ao de fechados.
Como X € um espago de Banach, pelo Teorema de Baire, intMy, # (), para algum k.
Entdao My, contém uma bola fechada B, com raio positivo.
Logo sup ||Fu|| < &,V u € B, ou seja
Feg

sup (sup || Ful|) < k.
ueB FeF

Note que k independe da familia § e de w € B. Daf o nome “limitado uniforme .

Teorema 4.16 (Teorema de Banach-Steinhaus)

Seja, X eY, espacos de Banach, £ um conjunto

ndo vazio de aplicagées lineares continuas de X em Y.

Suponhamos que sup ||L|| < oo, para todo u € X.
Leg

Entdo sup || L|| < cc.
Leg V)

Demonstracao
As condicdes no Teorema de B-S sdo as mesmas como no Principio da Limitagdo Uniforme.
Entdo existe uma bola fechada B, de raio > 0, tal que

sup (sup || Lul|) < oo
u€B Leg

Seja B = B, [ug], 7 > 0. Temos sup || Lu| <M,V u B.
Leg

55



4.5 Principio da Limitacdo Uniforme:
Convergéncia Fraca

Se u € B, entdo w = % (u — ug) € B[0].
Assim

|Lwll = 1w — Luoll < 2 [[Lull + | Zuoll < 2,V w € By[0],¥ L € £.
logo sup( sup ||Lu|) <C
Leg weBl[O]

ou seja

sup || L|| < oo,
Leg

@ Nota

No Principio da Limitacdo Uniforme e no Teorema de Banach-Steinhaus, a condicdo de Y ser um espaco de
Banach é supérflua.

Definicao 4.8

Seja (Ay,)n uma seqiiéncia em £( X ,Y), X e Y espagos normados.

i) Diz-se que { A, },, converge uniformemente para A , se dado € > 0, existe ng > N, tal que n > ng acarreta
[An — Allgx,v) <€

IBx|ly

IBllx

i1) Diz-se que { A, },, converge fortemente para A, se para qualquer = € X, tem-se A,x — Az,emY.

Proposicao 4.9

Se B €£(X,Y), define-se || B| ¢x v) = sup . Isto define uma norma em £(X,Y).
’ x#0

Sejam X, um espago de Banach, Y um espaco normado e { A, }, uma seqiiéncia, £(X,Y), convergindo
fortemente para A. Entdo existe uma constante positiva M, tal que || A, || < M,V n. o
Definicao 4.9
Seja {xy, }n, uma seqiiéncia do espago normado X. Diz-se que (x,,), converge fracamente para x, em X,
se
f(an) = f(x),V f € X"
Neste caso a notagdo usada é: x,, =5 z,n — 00;
T, — X, comn —o0ouw — lim x, =
n—oo
(w vem de weak = fraco, em inglés). &

@ Nota
Uma sequéncia {x,, },, de um espago normado X, pode convergir de duas maneiras:
- {xn} converge fortemente para x, se {x,,} converge para x, na norma de X, isto é, dado € > 0,existe
ng € N, tal que

lzn — x| < €,¥n > no.

A convergéncia forte é denotada por ., — x,n — Q.

-{xn} converge fracamente para x, como na defini¢do 4.9, denotada por x,, — x,n — oo.
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4.5 Principio da Limitacdo Uniforme:
Convergéncia Fraca

Demonstracao
Toda sequéncia fortemente convergente € fracamente convergente. A reciproca € falsa. Em dimensao finita,
convergéncia forte é equivalente a convergéncia fraca.

Teorema 4.17

Seja X um espago normado. Supondo (x,,),, uma seqiiéncia fracamente convergente, em X. Entdo (),

é fortemente limitada, i.é, existe uma constante C' > 0 tal que ||z, | < C,V n.

Demonstracao

Seja (), uma seqiiéncia fracamente convergente em X. Entéo { f(x,)}, € de Cauchy, para todo f € X*.
Temos, J : X — X** Jz(y) = y(z), || Jz|| = [|z||,V = € X.

Consideremos a seqiiéncia de funcionais lineares,

Je, + X*=R
A seqiiéncia (J, ) estd nas condi¢des do Teorema de Banach-Steinhaus.
Logo, sup || J, || < oo, ou seja sup ||z, ]| < oo.
n

n
Portanto, ||z, | < C,V n.

Definicao 4.10

Uma seqiiéncia (x,,)y, de um espago normado X, é dito ser uma segiiéncia de Cauchy fraca, se { f(xn)}n

€ uma seqiiéncia de cauchy, para todo f € X*.

Definicao 4.11

Um espago linear normado X é dito ser fracamente completo se toda seqiiéncia de cauchy fraca, de

elementos de X, converge fracamente para algum elemento de X.

&

Nota
Seja X um espago linear normado. Seja ( f,,),, uma seqiiéncia em X*.
Para uma tal seqiiéncia em X* distinguémos trés tipo de convergéncia.

Diz-se que (fn)n converge forte (na norma) para f, se dado € > 0, existe ng € N, tal que
| fn = fllx- <€ Vn>ng,

Diz-se que (f,) converge fraca para f, em X*, se
falw) = f(w),V oz e X,

Diz-se que ( fr,)n converge fraco-x para f, em X*, se

folz) = f(x),V2eX.
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Capitulo Espaco de Hilbert

Frases de David Hilbert

“O infinito! Nenhuma outra questdo jamais comoveu tao profundamente o espirito do homem.”
“Algumas pessoas tém um horizonte mental de raio zero e chamar seu ponto de vista.”
“Matemadtica € um jogo jogado de acordo com algumas regras simples com marcas sem sentido no papel.”
“Comece com os exemplos mais simples.”

“Se eu despertar depois de ter dormido por mil anos, minha primeira pergunta seria: a hipétese de Riemann foi

comprovada?”

David Hilbert nasceu em Konigsberg (Reino da Prussia, foi um reino alemao de 1701 a 1918. Atualmente
Kaliningrado, enclave russo entre a Polénia e a Lituénia, a beira do Mar Baltico.)
(1862 — 1843, 81 anos, Gottingen, Alemanha )

5.1 Fundamentacao Tedrica

O Teorema do Grafico Fechado € um resultado importante em anélise matematica que estabelece uma condi¢do
para a continuidade de uma fun¢do definida em um conjunto fechado. Esse teorema estd relacionado ao estudo das
propriedades das func¢des continuas.

Formalmente, o Teorema do Gréfico Fechado afirma que se um conjunto X € um subconjunto fechado de um
espago topoldgico, e se uma fungdof : X— > Y ¢é continua, onde Y é outro espago topoldgico, entdo o gréfico da
fungéo, que é o conjunto de todos os pares ordenados (x, f(x)), onde x pertence a X, é um conjunto fechado em
X xY.

Em outras palavras, se a funcdo f é continua em X, entdo o grafico de fé fechado em X x Y. Isso significa
que, se vocé tiver uma sequéncia de pontos em X x Y que converge para um ponto (z,y) em X x Y, entdo (z,y)
também pertence ao gréfico de f.



5.1 Fundamentagdo Tedrica

O Teorema do Gréfico Fechado é um resultado fundamental na teoria da andlise funcional e é frequentemente
usado para provar outros resultados importantes, como o Teorema da Fungdo Inversa e o Teorema da Fungio
Implicita. Ele desempenha um papel crucial no estudo da continuidade e das propriedades das fun¢des continuas
em espagos topoldgicos.

Vale ressaltar que existem vdrias versdes do Teorema do Grafico Fechado, dependendo do contexto em que
ele € aplicado e das hipdteses adicionais consideradas. As formulagdes precisas podem variar, mas a ideia geral é
sempre garantir que o grafico de uma fun¢do continua em um conjunto fechado seja também um conjunto fechado.

Teorema 5.1 (Teorema do Grafico Fechado)

Sejam X e Y espacos vetoriais normados. Uma aplicacdo A : X — Y linear, é dita um operador linear.

Se existe uma constante C > 0 tal que ||Az|y < C||X||x,V x € X, entdo A é dito um operador linear

continuo. Nesse caso escreve-se: A €£(X,Y).

Ax
Se A €£(X,Y), define-se: |[Allgx y) = sup [ A,
’ 70

IXlx -

Teorema 5.2 (Teorema da Aplicacao Aberta)

Sejam X e Y dois espagos de Banach e A : X — Y um operador linear continuo e sobrejetivo. Entdo A

é uma aplicagdo aberta.

Q©

Demonstracao
Veja qualquer livro de Andlise Funcional.

Definicao 5.1

Sejam X e Y espacos normados e D um subespaco de X . Um operador linear A : D C X — Y ¢é dito

fechado se para toda seqiiéncia convergente {x,,} de pontos de D, onde x,, — © € X, tal que {A,, }n é
uma seqiiéncia convergente de pontos de Y, digam Ax,—y € Y, tam-sex € D ey = Ax.
Por G A denota-se o grifico do operador A. Assim Ga = {(x,Az);z € D}

Proposicao 5.1

A : D — Y linear é fechado se e so se G p é fechado em X x Y.

Demonstracao
Exercicio.

@ Nota

Toda transformagdo linear continua é fechada. A reciproca ndo é verdadeira.

Proposicao 5.2

Seja A : D C X — Y uma transformacdo linear fechada. Se A~" existe, é também linear fechada.

Demonstracao

Sendo A : D — Y linear fechada, tem-se que Ga = {(z, Az)|x € D} é fechadoem X x Y.

Seja A (D) a imagem de D por A. Como A ~lexiste, para qualquer y € A (D), existe um tnico z € D;y = Ax
ouz =A"ly.
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5.2 Espaco de Hilbert

Dai, Ga = {(A7'y,y);y € (D)}.

A aplicagio X x Y — Y x X, (z,y) — (y,z) € uma isometria. Como isometrias levam fechados, o
{(y, A~ 'y);y € A(D)} é fechadoem Y x X.

Logo {(y,A"'y);y € A(D)} = é fechadoem Y x X.

Teorema 5.3 (Teorema da Inversa Limitada)

Sejam X e'Y espacos normados, sendo X um espaco de Banach. Seja A : D C X — Y uma transformagdo

linear fechada, e suponhamos A (D) de 2%categ0ria . Entdo
1) A é sobre
i) Existe m > 0; para qualquer y € Y, existe © € D tal que Ax =y e ||z]| < m||y||

iii) Se A~ existe é linear limitada.

@
Teorema 5.4 (Teorema do Grafico Fechado.)
Sejam X e Y espacos de Banach e A : X — Y linear fechada. Entdo A é continua. ©

Demonstracao
X x Y espagos de Banach e G 5 é um subespaco fechado de X x Y. Logo Ga € um espago de Banach.

SejaB: Ga —+ X
(z,Az) — B(z,Az) =2z

- B ¢ linear

- B € continua

IB(z, A)| = ll2]| < [« + | Az = ||(z, Aa)]|

- B € sobre

-Bél-1

se B(,Az) =0=2=0= Az =0= (x,Az) = (0,0)

Pelo Teorema da Inversa Limitada, B—1¢é limitada

Seja x,, — =, em X. Entdo B~1z,, — B~ 1z,0u seja (z,,, Ax,,) — (7, Ax)

Logo Az,, — Ax e A ¢ continuo.

5.2 Espaco de Hilbert

Seja H um espago vetorial, sobre C, também dito espaco vetorial (linear) completo.

Um produto interno, sobre H, € uma aplicacao

(,):HxH—=C
(f,9)— (f,g) , satisfazendo

1) (f,g9) = (g, f) (abarra significa complexo conjugado)
i) (arfi + o2 f2,9) = a1 (f1, f) + a2 (f2, 9)
i) (f, f) = 0e(f,f)=0& f=0
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5.2 Espaco de Hilbert

A raiz quadrada positiva /(f, f) é dita a norma do vetor f, denotado por
1
IfI = {f 1)

Um espago linear, H, munido de p.i {,), é dito um espago pre-hilbertiano. Algumas vezes a notagéo (,) H é

usado para enfatizar o produto interno de .

Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

Se f, g sdo elementos de um espaco pre-hilbertiano H, entdo | (f, g) | < ||f|| llg]l-
Demonstracao

Temos, (0f + A\g,0f + A\g) >0,V € C,VAER,Y f,ge H
Dai, 00 (f, f) + 60X (f,9) + X (g, f) + A\ (g,9) > 0

Tomando, 0 = Q;:ii‘ .| (f,g) | # 0, obtemos.

T 1)+ A U9) + M (0.0)+ 2 (a.0) 20
£+ 22 (£, 9) [+ A2 [lgl|* > 0

Entio A < 0, ouseja 4| (f,g) [* < 4| f||* ||

Donde, | (f,g) | < lf]l lgll

Se (f,g) = 0,entdo | (f,g) [ =0 <[/ f] ]l

Donde se conclui que | {(f, )| < ||/l llgll,¥ f,g € H.

Proposicao 5.3

Seja H um espago pre-hilbertiano com produto interno ( ,). Entdo || f| = (f, f)éé de fato uma norma
sobre H. o

Demonstracao

Mostraremos apenas a ~’desigualdade triangular

If+gl>=(f+g.f+a) =)+ {f9)+ (9. )+ (g.9) =
= |I£II” + 2Re (£, ) + llg]I?
< IF1*+ 2111 lgll + [lg]l*, onde,

nessa passagem, usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Dai, || f +gl* < (I + llglD? e [Lf + gll < /] + llg]
Nota
Se H é um espaco pre-hilbertiniano, entdo H é também um espaco normado e, consequentemente, um espagco
métrico, cuja métrica é dada por: d(f,q) = |f — gl
Dessa forma toda a topologia métrica se transfere para qualquer espaco pre-hilbertiniano.

No que se segue H denota, salvo mensdo em contrdrio, um espago pre-hilbertiniano.

Se f,g € H, diz-se que f é ortogonal a g se (f,g) = 0 f é ortogonal a um subconjunto G C H, se
(f.9)=0,Vgeq.
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5.2 Espaco de Hilbert

Definicao 5.2

Um espago de Hilbert é um espaco linear H, munido de um produto interno (,), completo em relagdo a

métrica induzida por esse produto interno.

&

Um exemplo importante de espaco de Hilbert € o espago /.

by ={f = (z1,22,...);2: € C, 372, |zi] (00)}

O produto interno em ¢, é definido por :

<f’g> = Zfil xiyi’f = (zl’mQ"") g= (y17y2a"')

0
Na verdade ¢5 é um espago de Hilbert separavel.(O conjunto de todos os vetores, com apenas um n- finito de
componentes nao-nulas, sendo estas componentes racionais complexas (€ + in, £, n € Q é denso em /3).
Além disso, dim ¢y = oo, pois e; = (1,0,0,...), ea = (0,1,0,...), es = (0,0,1,...),... sdo vetores

(unitdrios) e L.I. , em /5.

Proposicao 5.4

Seja G um subespago fechado de um espago de Hilbert H. Se h € H, existe um tinico g € G, tal

a(h, G) = b — g1. .

Demonstracao

Se h € G, entdo tomamos g = h.
Suponhamos h € H — G. Entdo d(h,g) = ¢ > 0, ou seja ;gg [h =gl =d>0.
De acordo com a defini¢do de infino, existe uma seqiiéncia (g, )n,em G, tal que nlgrolo [h—gnl| =96
A seqiiéncia (g, )n, € de Cauchy, em (g, )nH.
De fato:
55 1~ o] = 320~ g ) = 300~ 9m) + 11— )]
< Llh =gl + LA - gul
Verifica-se, diretamente, que, se u,v € H, entdo
2wl +2|v]| = lu+v|* + lu—v|* (Lei do Paralelogramo)
Tomando v = h — g, v = h — g5, temos
2(|h = gl* +2|h = gull* = 122 = (g + ga)I* + g = gun*, 0u

2 2 2 n 2
lgn — gmll® = 2[1h = gimll* + 2|7 — ga|l* — 4]||h — 2mFon |

Dai, [[gn = gm|* < 2[l1 = gunl|* + 2|1 = gal|* — 4
Assim . 7171LIL100 llgn — gm]|| = 0. Portanto (g,,) é de Cauchy, em H.
Como G ¢é fechado, existe g € G, tal que g,, — g, em H.
Agora,
§ < h =gl <h=gnll +llgn — gll = 6 < [[h = gl| < lim [ = gn[l + Tim [gn — g =

k=gl =6=d(h,G).



5.2 Espaco de Hilbert

Se g, ¢’ € G, satisfazem a proposi¢do, entdo
[h—gll=0=Ih—4g].

Como 3 (g + ¢') € G, temos Hh - %IH >0

Por outro lado,

li
[n— 2 < 3 in =gl + 310 - gl =6
. /
Assim[|n— 25| =6 = L —gll+ 3 Ih =gl el h—g+h gl =k =gl +]h-g
Devemos ter h — g’ = A(h — g), para algum A > 0
se A = 1, entdo g = ¢’ ,e a resultado segue.

se A # 1, entdo h = 9;: 2. Entdo h € G. Contradigao!!

Proposicao 5.5

O produto interno { , ), de um espago de Hilbert H, é uma fungdo continua.

Demonstracao

Se u, — u, v, — v, entdo
| {(wn, vn) — (u,v) | = [ (U, vn) — (U, v0) + (u,v) — (u,v) |
< |<'Ufn_uavn>|+|<uavn_v>| <

< lun = all {lon]] + [lul[ lvn = o

Proposicao 5.6

Sejam G um subspago fechado de um espago de Hilbert H, h € H e g € G, tais que |h — g|| = d(h, G).
Entdo h — g é ortogonal a todo vetor de G. .

Demonstracao

Suponha que i — g ndo seja ortogonal a todo vetor de GG. Entdo existe 0 # gg € G,

tal que (h — g, g0) = o # 0.

_o

Seja g* =9 + (90,90)

go. Claro que g* € G.
Temos, ||h—g*H2 =(h—g*h—g*) = <h—g— mgo,h—g— @;;TO)90> =

Ih = g1 = A = gll* = (k= g, 2790 ) = G5y {90 b — ) +

oo

Too.ga7? (90:90) =

a

2 e
= Ik = gll” = %07 (P = 9, 90) — 17507 (90: b —9) +

2

lo|~  _
Jr(go,go> o
_ o 2 o el _ el |U|2
= ”h gH (90,90) (90,90) + (90,90)
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5.3 Bases Ortonormais e Séries de Fourier.

= llh = gll® - 72
Assim, |h — g*|| < ||h — g]|. Contradigdo!
Nota
De acordo com a Proposicdo 5.6, se G é um subespaco fechado de H, entdo todo vetor h € H se decompée na

formah =g+ f, comg € Ge f € G+ (= subespago dos vetores perpendiculars a G)

De fato: h = g+ (h — g).

Além disso tal decomposigdo é unica, isto é, se h = g' + f', entdo g = g’ e f = [', pois teriamos:
g+f=9+f"=9-9g =f —feda
g—g €GNGH={0},f — feGnG+={0}.

Diz-se, nesse caso, que g é a projecdo ortogonal de h sobre G e H é a soma direta de G e G+, isto é H = G © G+

Proposic¢ao 5.7

Seja G um subespago de um espago de Hilbert H. Entdo G+ é um subespago fechado de H.

Demonstracao

Exercicio.

Proposicao 5.8

Sejam H um espago de Hilbert de G um subespago de H. Sdo equivalentes:
i) G é fechado

i) (GH)t =G

Demonstracao
i) =ii) G C (GH)*.
Se u € G, entdo (u,w) = 0,V w € G*. Entdo u € (G+)*.
(GHt ca.
Sejam € (GH)*. Entdo m = my +n,m; € G,n € G+
Dai, 0 = (n,m) = (n,my +n) = (n,n) = ||n||* = n =0.
Logom =m; € Ge GH)* C G.
Portanto G = (G+)*.
A aplicacdo Pg : H — H,

h+s Pg(h) =g,ondeh=g+ f,g€ G, f € G+
é linear, continua e | P;|| = 1 e Pg o Pg = Pg = P2.

Pg € dita projecdo ortogonal sobre GG. Tais aplicagcdes desempenham papéis importantes na teoria espectral de

operadores.
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5.3 Bases Ortonormais e Séries de Fourier.

5.3 Bases Ortonormais e Séries de Fourier.

Uma familia {e; },.; de vetores de um espago de Hilbet H ¢ dita ortogonal se
(erex) =0,V E VL E # L.

Se, além disso, |lex|| = 1,V k € I, diz-se que a familia {e; },_; € ortonormal.

Proposicao 5.9

Toda familia ortonormal {e;};c é L.1.

o
Demonstracao
Se e = Z a;e;, Ip C I, finito, entdao
i€lp
lexll = (exen) = (Cics, icien) = Y i leiex) =0
i€ly
Contradicao!!

Definicao 5.3

Uma familia ortonormal {e;}, ; de vetores de um espago de Hilbert H é dito uma base ortonormal de H
se é maximal. {ei}z‘e 1 € maximal, em H, se nenhum vetor ey € H, pode ser encontrado, de modo que

{ei},cr U{eo} seja ortonormal.

Equivalentemente,{e;}, ; é maximal se (e;,v) = 0,Yi € I,= v = 0.

&
Suponhamos que um espago de Hilbert H, tenha uma base ortonormal enumerdvel {e;}, .
Seja G = le1,e,...] . Como {e;},.y é uma base ortonormal de H, devemos ter G = {0}. Entdo
G = (GH)* = {0} = H. Isto mostra que G é denso em H.
Entdo todo vetor v € H, existe uma seqiiécia (u,,) em G, tal que w,, — v.
Seja V,, = [e1, €2, ..., e,] 0 subespago de H, gerado pelos n-primeiros vetores da base ortonormal {e; };  ,de H.

Note que dim V,, = n e assim V,, é um subespago fechado de H.
SejaP,: H—~ H

v Pov=w € V,,onde v = w +w, comw € V,,,wt € V;-.
Afirmacdo: P,v —v,Vv € H.
De fato: Dado v € H, existe (up)n C G = [e1, €2, .. .] tal que u,, — v, em H.
Dado € > 0, podemos escolher k € N, tal que

s —oll < 5

Claro que uy, € V, paraum N bem determinado.
Entdo, paran > N, temos
[Prv = ol < [|Pav = Pougll + [ Paug — of| < ([ Pall o — ukl| + [lux — o]

<o —unl + llv — ] < e

Agora, se v; = Pjv,v, = P,v — P,_1v,n > 2, entio,
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5.3 Bases Ortonormais e Séries de Fourier.

v= lim Pv= lim {Piv+ (Pov— Pv)+- -+ (Pw— P,_1v)} =
n—oo

n— o0
oo
=lim {v;+va+---+ov,}= E U,

n—oo

n=1
@ Nota
Como P,v € V,,, podemos escrever
Pou=vlei+ - +v' e, 1 +0l,
P ww=uvber+-+ i ey

Dati, vyyen, = Pov — P10 = wy, = Wy, = Upey

[e's) k k
ev = Zvnen. Note que v = lim Zvnen e (v,ej) =vjsei < j <k Entdov= lim Z (v,en)en =
n— o0 n—oo
n=1 n=1 n=1
oo
> (ven)en
n=1

Proposicao 5.10

Todo espaco de Hilbert separdvel H tem uma base ortonormal.

[
Demonstraciao
Seja {vy, }, uma seqiiéncia densa em H.
Seja n1, o menor indice tal que v,,, # 0. Em seguida seja no > m1, 0 menor indice
correspondente ao vetor v,,,, que seja L.i. de vy, .
Prosseguindo, construimos v, , Uny, - - - 5 Un, -
Se todo vy,, n > ny, é dependente de v, , . - . , Up, , €NLAO {Vy, , . . . , Uy, } € um subconjunto de vetores L.I., maximal.
Por outro lado, pode existir um menor indice vy, , > ny tal que vy, Vnys - -+, Uy s€jaLL

Aplicando o processo de ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt, obtemos uma seqiiéncia ortonormal ( e, ), onde
[e1,e2,...] =[Unys Vng,...] =01, 02,...]

Entdo [e1, e2,...] = H, 0 que mostra que {ej, e, ...} é uma base ortonormal de H.
% Nota

Seja {en},_, o uma base ortonormal para um espago de Hilbert H.

0o N
Sev € H, entdo v = E Unénp = lim E UnCn
N—o0
n=1 =1
o0
Dat, como <Zi:1 Vi€, ei> =vj, se N > j, temos v; = (v, e;) e assimv = E (v;, €;) e;, dita série de Fourier
i=1
(generalizada), onde v,, = (v, e,,) sdo os coeficientes de Fourier de v,

em relagdo a base {e;}

ieN:
> 0o

Seu = Z (u, i) €i,u = Z (v,€i) e; € H, entdo
i=1 i=1

(u,v) = <Zfi1 (u, eq) €5, Z;il (v, €5) €j> -
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5.4 Operador Adjunto de um Operador Limitado

N
= lim Z U, €; (v e;) (Formula de Perseval)

Tomando v = v, na Formula de Perseval, obtemos

ul® = Yoo | {v,ei) |* (Férmula de Parseval).

Proposicao 5.11

Sejam H um espago de Hilbert e {e;};,.y um conjunto ortonormal em H. Se u € H, entdo

S {v,e) |2 < \|u||* (Desigualdade de Besel) para qualquer n = 1,2, . .. o

Demonstracao

Seja a; = (u, e;). Tem-se:

0< <U — i1 qiei,u = Z;'L:l @y, ej> = [|ull* - Z?:l aj (u, €5) — 2oig o {ei,u) +
T2 2 ity (e e5) =
= Jlull® = 0y oy 2 = oy fou| + o0y ol

2 : 2
Logo 0 < [|ul|” = 3Z7_; [a;|* ou seja 357, [ {u, ) [* < [Jull”.

5.4 Operador Adjunto de um Operador Limitado

Sejam H um espaco de Hilbert complexo, com produto interno (,) e 7 : H — H um operador linear.
Chama-se adjunto de T', ao operador T* : H — H, linear, tal que (Tu,v) = (u,T*v),¥Y u,v € H. A
aplicagio T € L(H) — T* € L(H), tem as seguintes propriedades. ) (71 + T2)* = Ty + Ty i)
(aT)* = aT* iii) (IVTh)* = TyTy iv) T+ = T o) |T*|| = |T|| vi) |T*T) = ||T)|> . Prova de ii)
((aT)u,v) = {u, (aT)*v) ,Y u,v € H Agora, ((aT)u,v) = a (Tu,v) = a (u, T*v) = (u,aT*v) ,Vu,v € H.

Dai, (u, (aT)*v) = (u,a@T*v) ,Yu,v € He (u,[(aT)* —aT*]) =0,V u,v € H
Assim [(oT')* —@T™*](v) =0,Y v € H,donde (aT)* =aT*.

Prova de iv)

{ )= (u, T*v),Yu,v € H=

( ) = mNu,v €H=

(Tu,v) = (v, T*u),Y u,v € H =

( y = (T**u,v),Y u,v € H.

Um operador T' € L(H) é dito auto-adjunto, se T = T™*, isto é

(Tu,v) = (u, Tv),Yu,v e H.
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Proposicao 5.12

Seja T € £(H) um operador linear tal que (T'u,u) = 0,V u € H. Entdo T = 0.

)
Demonstracao
Basta mostrar que (Tw,v) = 0,V w,v € H. Temos, Tu+v),ut+v) = 0,V u,v € H
Dai, (Tu,v) + (Tv,u)y = 0,V u,v € H Entdio (T(iu),v) + (Tv,iu) = 0,V u,v € H Assim
_< u,v)—i—(.v,u) e (T, v) + (Tv,u) Donde 2 (T'u,v) = 0,V u,v € H. Logo
i (Tu,v)y —i{Tv,u) =0,V u,v e H. (Tu,v) — (Tv,u) =0
T=0.

Proposicao 5.13

T € £(H) é operador auto-adjunto < (Tu,u) € R,V u € H.

Demonstracao
1¢ Parte:
=) SeT =T*, entdo (Tu,u) = (u,Tu) ,Vu € He (Tu,u) = (Tu,u),Vu € H. Logo (Tu,u) € R

2% Parte:

<) Se (Tu,u) € R,Y u € H, entdo, (Tu,u) = (Tu,u) = (u,T*u) = (T*u,u),V v € H Dai,
(T —T*)u,uy = 0,V u € H. Pela proposicéo anterior, T' — T* = 0. Um operador N € £(H) é dito normal se
comuta com seu adjunto N*, isto ¢ NN* = N*N. Todo operador auto-adjunto é normal. Um operador U € £(H)
é dito unitario se UU* = U*U = 1.
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Sugestdes de alguns livros cldssicos

1. "Andlise Funcional: Uma Introducao"por Elon Lages Lima

Este livro é uma introducdo cldssicaA andlise funcional, abordando tépicos como espacos vetoriais topoldgicos,
espacos de Banach, espacos de Hilbert, teoria espectral e operadores lineares.

2. "Andlise Funcional: Teoria e Aplicacdes"por Jodo Bosco Prolla

Nesta obra, Prolla apresenta os conceitos fundamentais da andlise funcional, incluindo espagos normados,
espagos de Banach, espagos de Hilbert, operadores lineares € muito mais. Também inclui aplicacdes

em equagoes diferenciais parciais.

3. "Espacos Métricos e Introdu¢ioA Topologia"por Manfredo P. do Carmo

Este livro explora os fundamentos dos espacos métricos e sua relacdo com a topologia, abordando conceitos
como distincia, continuidade, compacidade, conectividade e completude. € uma obra essencial

para entender a andlise em espacos métricos.

4. . "Introduction to Topology and Modern Analysis"por George F. Simmons

Neste livro, Simmons combina tépicos de topologia e andlise matemdtica, fornecendo uma introdugdo a
espagos métricos, topologia geral, séries de funcdes, funcdes holomorfas, integracdo de Lebesgue e

mais.

5. "IntrodugioA Anilise Funcional eAs Equacdes Diferenciais Parciais"por Armando G. M. Neves

Esta obra aborda tanto a andlise funcional quanto as equacdes diferenciais parciais, apresentando conceitos
basicos e teoremas fundamentais. Inclui tépicos como espagos de Sobolev, operadores compactos,

teoria de Fredholm e muito mais.

6. "Principles of Mathematical Analysis"(3rd Edition) por Walter Rudin

Este livro cldssico oferece uma introdugdo abrangenteA anilise matemética, incluindo uma abordagem rigorosa
dos espacos métricos e da andlise funcional.

7. "Functional Analysis"por Walter Rudin

Neste livro, Rudin explora a teoria dos espacos vetoriais normados e espacos de Hilbert, bem como os conceitos
de andlise funcional, como operadores lineares, espacos duais, teoria espectral € muito mais.

8. "Topology"(2nd Edition) por James R. Munkres

Embora esse livro seja mais focado em topologia, ele também contém uma introdug@o detalhada aos espagos
métricos e suas propriedades fundamentais.

9. "Functional Analysis: An Introduction"por Yuli Eidelman, Vitali Milman e Antonis Tsolomitis

Esta obra fornece uma introduciio acessivelA andlise funcional, abordando tépicos como espacos de Banach,
espacos de Hilbert, teoria espectral e operadores lineares compactos.

10. "Real Analysis: Modern Techniques and Their Applications"(2nd Edition) por Gerald B. Folland

Este livro aborda a andlise real de uma perspectiva mais moderna, incluindo espacos métricos, fungdes
continuas, convergéncia e completude, além de tépicos mais avancados como espacos de Sobolev e teoria de
medida.
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