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Prefacio

Neste primeiro volume de Introducdo as Majoragdes em Andlise Real, € fundamental mostrar e conjecturar
como se constrdi algumas majoracgdes, os estudantes de Andlise Real conseguem resolver as questdes iniciais dos
livros diddticos, entretanto se deparam com alguns exercicios mais elaborados, que nao conseguem solucionar. Isto
ocorre desde os temas iniciais, como em temas mais aprofundados. Tendo em vista que poucos materiais ou quase
nada, se tem no tocante as constru¢des de majoracdes em Andlise Real estdo disponiveis para os estudantes nesta
situagdo, foi escrito este livro com o propdsito de apresentar as majoragdes antes de se passar as demonstracdes de
problemas nao triviais de Anélise Real. Inicialmente, apresentamos a resolug¢ao de problemas em diversos niveis de
compreensdo; tentando colocar um Letramento Matemadtico de Mentalidade Crescente, Criativa e Flexivel em temas
bésicos de niimeros racionais como um corpo ordenado, até abordarmos temas nao triviais como o corpo ordenado
completo de nimeros reais, supremos e infimos, ressaltando toda uma preparagdo das majoracdes para quando
se for demonstrar propriedade operacionais com limites de sequencias, func¢des e continuidades por definicdes de
épsilon e delta. Vale a pena salientar que buscamos dentro do poss vel, resolver os problemas com todos 0s passos,
detalhando os procedimentos de majora 1es antes de fazer as demonstra ies. Em alguns casos, inclusive, fazendo
comentarios matematicos sobre o que estd sendo realizado. Assim, o texto foi desenvolvido para que o aluno possa
estudar sozinho (ou em grupo), de forma auténoma e com seguranga, conferindo nao apenas os resultados, mas todo
o desenvolvimento 16gico operacional. Escrever um texto desta natureza demanda tempo e nos causa uma certo
cuidado adicional pela equipe, pois se teme cometer os erros que ensinamos evitar. Por este motivo, sugestdes,

corregdes, comentdrios, antecipadamente agradecemos, devem ser enviados para um dos endere os:

cjs@poli.br
was@poli.br
galdino@poli.br
jornandesdias @poli.br

Recife, 10 de maio de 2023
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Capitulo 1- Introducao

A Mixima de George Pélya
“Nao se pode fazer Matemadtica sem sujar as maos.”

George Pdlya Nasceu em Budapeste
(Hungria) (1887 — 1985)

1.1 Um pouco de histéria dos nameros Reais

A histéria dos ntiimeros reais € longa e complexa, remontando aos primeiros registros da matemadtica na
antiguidade. Ao longo dos séculos, os niimeros reais evoluiram gradualmente, a medida que os matematicos
descobriram novas propriedades e operagdes.

Os antigos gregos, por exemplo, conheciam os niimeros racionais, ou seja, niimeros que podem ser escritos
como fragdes de niimeros inteiros. No entanto, eles ndo tinham conceito de nimeros irracionais, como a raiz
quadrada de dois, que ndo pode ser expressa como uma fragao exata.

A nog¢ao de ntimeros reais comecou a se desenvolver na Europa no século XVII, quando os matemaéticos
comecaram a investigar as propriedades dos niimeros irracionais. Um marco importante nesta drea foi a obra "Os
Elementos"de Euclides, que estabeleceu os fundamentos da geometria e das propriedades dos nimeros.

Durante o século XVII e X VIII, os matemdticos comecaram a desenvolver a andlise matematica, uma disciplina
que estuda as propriedades dos niimeros reais e as fungdes que podem ser definidas com eles. Isaac Newton e
Gottfried Leibniz foram os pioneiros nessa drea, criando o cédlculo diferencial e integral, que sdo baseados em
ndmeros reais.

No século XIX, a teoria dos niimeros reais foi formalizada e ampliada. O matematico alemdo Georg Cantor
introduziu a teoria dos conjuntos, que estabeleceu os fundamentos da andlise matemdtica moderna e permitiu a
definicdo rigorosa dos niimeros reais.



1.2 Corpo dos Numeros Reais

1.2 Corpo dos Numeros Reais

O objetivo deste Capitulo é estudar, corpo, corpo ordenado, corpo ordenado completo dos nimeros reais,
destacando: propriedades bésicas, ordenacdo, propriedades envolvendo desigualdades, médulo ou valor absoluto,
desigualdades modulares e majora¢des como preparacdo para posteriormente, estudarmos limites, continuidades
no ponto, derivadas e integr¢do a Riemann. Ressaltando; uma aobrdagem de como dar os primeiros passos
em construir majoragdes, provavel uma das principais dificuldades ao estudar andlise a principio, deesconstruir
as demonstragdes questionando o porqué de determinadas escolhas como % £ ou % ( tais questionamentos sdo
fundamentais, enfraquecer hipéteses e ver se a conclusido de determinados teoremas continua validas ou apresentar

contra-exemplos.

1.3 Estrutura, Ordem e Completeza de R

Adigdo: + :RxR—R e Multiplicag@o: - : R xR — R
(z,y) —x+y (,y) —z-y

I Associatividade: (i) x4+ (y+z2)=(x+y)+z e (i) z.(y.2) = (z.y).2

2 Comutatividade: (i) x+y=y+x e (ii) v.y=y.x

3 Elemento Neutro: (i) z+0=uz e (15) z.l==x

4 Elemento Inverso: (i) x+ (—x) =0 e (ii)Vz € R, comz # 0,371 € R :

ol =1.

5 Distributividade: x (y + z) = x.y + x.z,Vx,y, 2, € R.

V = Para todo ou quaisquer que sejam
J= Existe

3! Existe um tinico

1.3.1 Algumas consequéncias do corpo R

Exemplo 1.1
Lei do Cancelamento:

Ve,y,z,€R: (a)y+ar=y+z=z=2 (b)yxr=yzcomy #0=— z = 2.

(a) Com efeito, Vy € R : 3(—y) € R: y + (—y) = 0. Ento,
ytr=y+tz=+(yl+tz=k+(yl+z=r==



1.3 Estrutura, Ordem e Completeza de R

(b) Bastanotar que: Vy € R:y # 0,y t e R:y ty=yy 1 =1,

e, portanto,
Y.r=yz— (y_l.y) T = (y_l.y) =T =2z
|
Exemplo 1.2
(a)Ve eR: 2.0=0 (b)Vz,y € R: (—x).(—y) = xy.
(a) Com efeito, .0 = z (0 4+ 0) = .0 + 2.0 e 2.0 = 2.0 + 0. Dai, vem:
20+2.0=20+0= 2.0=0.

|

(0) (=2) . (~y) = zy.

Nao faremos uma prova; e sim, apenas uma ilustragdo gréfica, a saber: As dreas limitadas pelos dois retangulos
Ay =x.ye Ay = (—x). (—y) sfo iguais, visto que: Ay
foi obtido por reflexdo em torno da origem do retdngulo A; e, portanto,

vy = (-z).(-y)

A =xy

-X

A=)y |° X
-y

|
Exemplo 1.3
l.Ve,yeR:z.y=0=2=00uy =0.
De fato,Vz € R: 2 # 0,32~ ! € R: 27 1o = 2.2~ = 1, por conseguinte,
obtemos:
zy=0= (asfl.x) Y= (xil.x) O=y=0. 1
Analogamente, Vy € R:y # 0,3y~ € R: y~ 1.y = 1, temos:
yr=0= (y_l.y) X = (y_l.y) O=2=0. (2)
Decorre de (1) e (2) que: z =0ouy = 0. [

Exemplo 1.4
As equacdes

at+x=b e ax=0b,

esta dltima com a # 0 tem solug@o Unica.



1.3 Estrutura, Ordem e Completeza de R

Demonstracao
a+x=>0

Existéncia

De fato, w = b — a é uma solugdo. Visto que:

w+a=0b-—a)+a=b+[(—a)+a] =0

|
Unicidade
Agora, suponha que w também € solucdo, entdo, temos:
a+w=0> _
_ —a+w=a+w.
a+w=">
Logo, w = w. (Unica) |
Demonstracao
ax =b.
Existéncia
De fato, g = ¢~ 'b é uma solucdo. Visto que:
arg = a. (a_lb) = (a.a_l) b=10.
|
Unicidade
Agora, suponha que g seja outra solugdo, entdo, temos:
arg=">b _ _
_ — arg = arg —> Tg = Tg.
aZo=>
Logo, o = Z¢. ( Gnica) [ |

1.3.2 Axioma de Ordem

Existe em R um subconjunto R*, com as seguintes propriedades:

(i) Vo,y € RT, tem-se: (x +y) € RT e (z.y) € RT,
(i7) Dado x € R. Entao, tem-se: x € R oux = 0 ou —z € R ( tricotomia )
onde: Rt = {z€eR: x>0} e R™ = {zeR: —z &R} sdo respectivamente, os conjuntos dos

nimeros reais positivos e negativos.

V)




1.3 Estrutura, Ordem e Completeza de R

@ Nota

R=RTU{0}UR".

reERT <= 21>0= (-2)<0<= (—z)eR".

X
—x 0 x
—
d(0,X) = |x|
Ordem: t <y<= (y—z) eRT <= y—2>0
Propriedade
(i) Transitiva:
r<yey<z—zr<z.
Demonstracao
De fato,
<y (y—z) eRT
e e = (z—2) ERT = 2z > 1.
y<z (2 —y) eRT
|
(i1) Monotonicidade:
(a)x<yeparatodoz e R =z + 2z <y+ z.
Demonstracdo
Basta notar:
T <y (y—z) eRT
[§ — e
zeR zeR.
Logo,
(y+2)—(z+2)] eRT <= y+2>z+2.
|
bDr<yez>0=z.2<y.z
Demonstracao
Com efeito,
r <y (y—z) e RT
e e = (yz —22) € R <= yz > 22.

z2>0 z e Rt



Capitulo Exercicio

(r<yez<0=z.2>y.z

Demonstragao
Com efeito,
x<y (y—z) eRT
e = e = (zz —y2) E Rt <= 22 > y2.
z2<0 (—z) eRT

= Capitulo Exercicio -
1. Vz € R, z # 0, tem-se: 22>0

Demonstracao

Basta considerar dois casos

1° Caso: x > 0
reRt <<=z =22 Rt < 22 > 0.

Analogamente, temos:
2° Caso: x < 0
(—z) ERT <= (—x).(—2) =22 € RT <= 2? > 0.
De sorte que:
22 >0, VreR,z #0.

Nota

(a). (C,+,-) é um corpo ndo ordenado. De fato, i* = —1;

)

(b). {Zy,+,-) é um corpo ndo ordenado, visto que: 1 +1 = 0.
. Vx,y € R, x,y > 0, prove que:
A)Vr,y>0:2<y= 2% <y

Demonstracao

De fato,
<y (y—z) e R
e = e = (y> —2%) eRT =y > 2%
z,y >0 (y+z) e RT

Destacando : (y — ). (y + x) = y? — 22 ( serd provado posterioremnte )



Capitulo Exercicio

9,

B)x<y=>0<§<%.

Basta observar:

x <y (y—z) eRT
—x
e > e =>(y )€R+.
x

Portanto,

— 1 1 1 1
(y x)Z(—)€R+<:>O<<.
Y Ty y T

. Determine z € R, tal que: 5z 4+ 3 < 2z + 8.

Solucio

50 4+3 < 2048<=5x+(3-3)<2zx+(8—3)
<— br<2x+5<=dbr—2r<b5<=3xr<5>H

<~ <5
< .
3

. Estude o sinal da expressdo: y = x — 4

(Hx—4>0<=x>4
(i)x—4=0<=zx=4
(i) x —4 <0<z < 4.

esbogando o grdfico, y = x — 4, temos:

. Seja a um nimero inteiro. Prove que:

(i) a é impar=> a? também €& fmpar.
(ii) a é par=> a* continua par.

(7) Seja a = 2k + 1 um ndmero inteiro impar, entdo, temos:
a? = (2k+1)° =4k® +4k +1
= 2(2k*+2k) +1=2n+1,

comn = 2k% + 2k € Z.

Logo, "a?"é fmpar.



1.4 Supremo e Infimo

(#i) Analogamente, se a = 2k & par, tem-se:
a? = (2k)?* =2 (2k?) = 2nq, onde: ny = 2k,

e, portanto, "a2"continua um ndmero inteiro par. |

1.4 Supremo e Infimo

1.4.1 Supremo

Seja ¢ # X C R. Dizemos que X é "limitado superiormente", quando:
Existe M € R, tal que: x < M, Vz € X.

Uma tal constante M é denominada "cota superior de X"e a menor delas é o "supremo de X", representado por:
sup X.

Seja o = sup X

(1) x < a, Yo € X (@ é uma cota superior de X )

(i1) Se B < «, entdo, existe z € X, tal que: § < x.

(A) A condigdo (ii) é equivalente a:
Ve>0,3dzeX: z>supX—¢e <=z >a—-c.
(B) O mdximo de um conjunto X é por defini¢cdo, um elemento xp; € X, tal que:
< xyp, VeeX

Exemplo 1.5 Para efeito de ilustacdo, vejamos um exemplo de supremo, considere:
()z<1,VxeX,
(i1) Dadoe > 0, 0 nimero 1 —e < 25 € X = supX = 1.

1.4.2 Infimo

Seja ¢ # X C R. Dizemos que X é "limitado inferiormente", quando:
Existe m € R, tal que: m < z, Vx € X.

Uma tal constante m é denominada "cota inferior de X"e a maior delas € o "infimo de X", denotado por: inf X
Se 8 = inf X, entdo, temos:
(i) B < x, Vo € X (3 é uma cota inferior de X )
(ii) Se v < B, entdo, existe x € X, tal que: v < z.

A condigdo (i) é equivalente a dizer:

Ve>0,dreX: s<infX+e<=ax<f+e.



1.4 Supremo e Infimo

1.4.3 Conjunto limitado

X € limitado quando for inferiormente e superiormente, isto €, existem m, M € R , tal que:

m<x< M VreX

Exemplo 1.6
X élimitado <= 3C > 0,C € R: |z| < C,Vx € X.

TAxioma da completeza (Postulado de Richard Dedekind)

Todo subconjunto ¢ # X C R, limitado superiormente tem supremo.

(i) N ndo é limitado superiormente;
.. . 1 _ .
(i4) inf {1, n e N} = 0;
(73) Dados z,y € RT existe n € N, tal que: nx > y.

(A condigdo (¢ii) caracteriza R como um corpo arquimediano?).

(i) Sejaw = sup N, @ > n, Vn € N. Entdo, « > n+ 1, Vn € N. De sorte que: o« — 1 > n, Vn € N.

Contradi¢ao! Pois, a — 1 é uma cota superior para N menor do que a.

(i) E claro que: 0 < %, Vn € N e, portanto, m = 0 é uma cota inferior para X = {%, n e N} . Além
disso, suponha que % > a,Vn € N, isto é, % > n, Vn € N, donde, vem: % é cota superior para N,

por conseguinte, temos: N € limitado superiormente. Logo, N tem supremo em R. Absurdo! e,

portanto, 0 < + < a. Isto ¢, inf X =0.

(éi7) Como N ndo € limitado superiormente, existe n € N, tal que: n > £ = nx > y.

1.4.4 Comentarios sobre o conjunto Q

1. Z=4...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
Z =NU{0} U{-N}, onde: {-N} = {-n, n € N}
p:N— —N

n+— ¢ (n) = —n, Z é enumerdvel;
2.Q={2, m,n€Zen+#0} éenumerdvel e N C Z C Q;
3. ¢:Zx(Z\{0})— Q

(m,n) — ¢ (m,n) = = é sobrejetora;

2cm

1Este postulado pode ser apresentado como teorema, com o seguinte enunciado:
Se ¢ # X C R ¢ limitado superiormente. Entéo, X tem supremo em R.

2Na realidade, o item (#4¢) € devido ao matemdtico grego Eudoxo, que viveu alguns séculos antes de Arquimedes.



1.5 Justificativa 16gica da demonstracao por reducdo a um absurdo

4. Q€ "denso"em R, isto €, dados z,y € Rcom x < yexiste r € Q, tal que; = < r < y.

Sejan € N, tal que:
1
n>—— = ny—nx > 1. (D

Sejam € Z, tal que:
m—1<nr<m. 2

Agora, decorre de (2) que nx < m = = < . Além disso, de (1) e (2), temos: m < nx + 1 < ny =
™ < ye, portanto, v < T < y. ]

5 R|Q é "denso"em R, ou seja, dados x, y € R com z < y existe z irracional, tal que:
r<z<y.

Basta usar o resultado do item anterior, destacando os nimeros reais % e %, obtendo
um ndmero racional  # 0, tal que:
T )
— <r< —.
V2 V2
Entdo, z := /2 é irracional satisfazendo z < z < V. [ |

Reflexoes e Comentdrios:

Uma forma alternativa de provar a densidade R|Q é denso em R.

Sejam r, s € Q, tais que: r < s, mostre que:

s—r
7

¢ irracional e r < o < s. Conclua dai que T = R|Q € denso em R.

oa=r7+

Suponha « racional., entdo, temos:
s—r s—r

— =
V2 a—r

a—r=

=v2¢€Q.

Absurdo! Por outro lado,

1 s—r s—r
V2>1=20<-—=<1=20< > — <s—r=r<a=r+-——<sor<a<s

V2 V2 V2

1.5 Justificativa 16gica da demonstracao por reducio a um absurdo

Como o valor l6gico de uma sentenca do tipo "Q A Q é F (falso), é facil ver que:

H=T<S HANT) =(QAQ)

para uma sentenca () qualquer.

Antes de comegarmos a demonstracio de que v/2 € irracional, vamos discorrer um pouco sobre a importancia
histérica deste fato. E provavel e indicios histéricos de que v/2 foi o primeiro nimero irracional descoberto.
Mas acredita-se também que possa ter sido v/5 ([Boyer, 1974] p. 54). J4 na Antiga Grécia, a descoberta da
irracionalidade de /2 gerou a primeira grande crise da Matematica. Diante do que entendemos hoje por niimeros,
os pitagéricos, devotos de um misticismo numérico, acreditavam que todos eles eram racionais. Na Grécia

10



1.5 Justificativa 16gica da demonstracio por reducdo a um absurdo

daquele tempo, os niimeros eram considerados como comprimentos de segmentos de reta; eles entendiam que dois
segmentos quaisquer eram sempre mensurdveis, isto €, existia sempre um terceiro segmento, do qual esses dois
eram multiplos inteiros. Mas parece que a Matematica, pregou-lhes uma peca: /2 é um nimero que aparece
naturalmente ao se usar o Teorema de Pitdgoras, por ser a diagonal de um quadrado de lado medindo 1, e ndo é
ntmero racional! Diz a lenda que foi um pitagérico quem descobriu a irracionalidade de /2 (ou seja, que a diagonal
e o lado de um quadrado nunca sao mensurdveis) e que seus companheiros o afogaram para ndo divulgar esse fato
que punha por terra toda crenga pitagdrica. Outra histéria, menos tragica, reza que foi o pitagérico Hipasus de
Metaponto quem descobriu a irracionalidade de v/2 e que os pitagéricos o teriam expulso da seita. Mas qualquer

que tenha sido o fato real que ocorreu, os pitagdricos nao conseguiram manter essa descoberta em segredo.

/2 é um niimero irracional

Suponha por contradicdo que, V2 e Q. Logo, existem existem p, q € Z, tais que: ¢ # 0 e % = /2. Podemos
considerar, sem perda de generalidade, que p e ¢ sejam primos entre si, ou seja, que nao possuam divisores comuns
além da unidade. D4 dltima igualdade, temos: 2—2 = 2 e, daf, vem: p? = 2¢>. Como 2 divide o lado direito da
tiltima igualdade, ele divide p?. garantindo que este dltimo niimero é divisivel por 2. Por conseguinte, vem: p é
divisivel por 2 ( verifique este fato!). O absurdo tem seu valor! (As demonstragdes por redugdo a um absurdo)
portanto, da forma p = 2k, para algum ndmero k inteiro. Substituindo p por 2k e fazendo a devida simplificacdo,
encontramos 2k% = ¢2. Aplicando o raciocinio anterior para essa nova igualdade, se conclui que g € divisivel por
2. Mas isso contradiz o fato de p e ¢ serem primos entre si.Portanto, v/2 n do pode ser escrito na forma 1{; compe
q # 0. Assim, nossa suposicao inicial de que V2 € Q é falsa, ou seja, V2 ¢ Q.

|

1.5.1 Outra demonstracao da irracionalidade de v/2: usando o teorema fundamental da
aritmética

A seguir, daremos um roteiro de outra demonstragdo da irracionalidade de v/2, bem mais curta:

i) Do Teorema fundamental da Aritmética, deduza que, se n for um nimero
inteiro, entdo os fatores de 2 que aparecem na decomposicao de n? é em
nimero par de vezes. (Em verdade, o resultado e védlido trocando-se 2 por
um nimero primo qualquer!)

ii) Do item anterior, prove que, para p e ¢ inteiros, ndo pode ocorrer uma
igualdade do tipo 2p? = ¢>
iii) Agora dé uma nova demonstragdo da irracionalidade de v/2.

Nesta demonstragdo, ndo € preciso supor que "p € g sejam primos entre si".

1.5.2 Pausa para uma pequena analise do Teorema 1.2

Analisando atentamente, perceba que no teorema anterior apenas provamos que v/2 nio é um nimero racional.
Nossa demonstragdo nio garante que v/2 existe, ou seja, que exista um nimero 2 tal que 22 = 2. Provamos apenas
que, se 2 = 2, entdo z ndo é um ndmero racional. Nada foi comentado sobre a existéncia de um ndimero x
que satisfizesse a equagi x2 = 2. (A prova passa pelo o assim chamado corte de Dedekind : conjuntos limitados
superiormente e inferioremente que ndo tem nem o supremo e nem o infimo vivendo nos racionais).



1.6 Principio da Boa Ordenagdo

1.6 Principio da Boa Ordenacao

Todo subconjunto ndo-vazio S de Z de elementos ndo-negativos possui um primeiro elemento. Em simbolo,
temos:
O#SCZedaxgeS: xg <z, Vr€S.

o € 0 menor elemento de S ou o elemento minimo de S.
Exemplo 1.7

Facamos uma aplicag@o do principio da boa ordenag@o. Antes, porém, € natural perguntar: Serd que existe
inteiro m, de modo que: 0 < m < 17 A resposta é falsa, o que serd visto no teorema a seguir.

Teorema 1.3

Ndo existe inteiro m, tal que: 0 < m < 1.

Q

Demonstracao

Com efeito, suponhamos, por absurdo, que existe m € Z, de modo que: 0 < m < 1.
Assim,
S={meZ:0<m<1}#¢g,

e pelo principio da boa ordenacio, existe xg € S: xg < z, Vx € S, ou seja,
To = minsS.

Agora, como xy € S, temos: 0 < zy < 1. Conseqiientemente, vem:

0<ad<zo<1.

Isso, contradiz o fato de xy ser minimo de S. [ ]

Corolario 1.1

O conjunto S ={m € Z : 7 < m < 8} é vazio.

Demonstracao
(Fica para o leitor exercer o seu papel intelectual caminhando para seu préprio estilo de redagao matematica.)
Sugestao: Faga uma translagio e proceda como no prescrito no teorema



1.6 Principio da Boa Ordenagdo

1.6.1 Método de Inducio Finita

Teorema (Indugdo Finita 1* forma):

Suponha que seja dada a(n) dependendo de n, tal que:

() a(0) é verdadeira;

(13) Para cada k € N, a(k + 1) é verdadeira desde que a(k) seja verdadeira. Entdo, a(n) é verdadeira
vn e N={0,1,2,...}.

Demonstracao

Seja’S = {m; m € N}, tais que: a(m) é falso, e suponha que S # ¢. Entdo, pelo principio da boa ordenaco,
existe um elemento minimo =y € S, tal que: ¢ < m, V¥V m € S. Agora, como a(0) é verdadeiro por hipétese,
segue-se que 0 ¢ Se, portanto, 1 < z¢ < m. Mais ainda, como (zg — 1) ¢ S. (Por qué ? ) segue-se que a(xo—1)
¢ verdadeira. Assim, pela hipétese (%), temos:

alwo) = a (o — 1)+ 1)

¢ verdadeira, o que é uma contradi¢do! ( Visto que: xg € S = a (xg) é falso ).
Logo, S = ¢ o que prova a proposicéo. |

Exemplo 1.8
Se A € M, (R), tal que: A é simétrica. Entdo, mostre que:

SOA =T+A+... +A"
=0
é simétrica.

Demonstracao
Se A € M, (R), tal que: A é simétrica, entdo, por defini¢éo, tem-se:
A=AT
Qeremos provar que:
n
ST=) A =T+A+...+A"=S.
j=0

Inicialmente, provemos por indugao finita sobre n que: (A”)T = (AT)n e
A = AT, Dai, segue-se que: (A")T = A", vamos mostrar!
De fato,
(7) Paran = 2, tem-se:

(42)" = (AA)T = ATAT — AA = A%,

(#4) Suponha vélido para n, isto é, (A”)T = A", entdo, queremos
mostrar para n + 1
(AnJrl)T — AnTL

Vejamos
(A1) = (a"A)T = AT (A" = AA" = AL,



1.6 Principio da Boa Ordenagdo

Consequentemente, obtemos:
T

sT SNoa | =I+A+..+ADT
j=0

- (IT+AT+...+(A")T)
= J+A+...+A"=S.

Dito de outro modo, S é uma matriz simétrica.

[ |
Exemplo 1.9 2. Prove usando indugao finita sobre n que:
(ArAg.. AT =AT AT ). AT AT
Demonstracao

E facil ver que:
(7) Paran = 2, temos:

(Ar.Ag)" = AT AT
(Imeditato)
De fato,

(A1A2)jTZ = (AlAQ)” = Z A&lioﬁ&ZOtj = Z AgjjaA,{ai = (Ag&{)ﬂ .

a=1 a=1
De sorte que:

(Ar.Ag)T = AT AT
(i) Suponha vélido para n, ou seja,

(ArAg.. AT =AT AT ). AT AT
(Hipdtese de inducdo)
Entdo, falta mostrar paran + 1.
Basta notar que:
hipétese de indugdo hipétese de indugdo
—_——~
T
(ArAz. . ApApgn) =AD ) (ArAg. . AT =AT ) AT AT AT
Logo,
T
(A1 Ag.. AnAginy) =Af )AL AT AT
[



1.6 Principio da Boa Ordenagdo

A préoxima proposicao € um resultado sobre Inducdo Finita, contemplando a situag¢do de desigualdade.

Teorema (Indugdo Finita 2* forma):

Suponhamos que seja dada a(n) dependendo de n € N, tal que:

() a(0) é verdadeira;

(#i) Para cada inteiro m > 0, a(m) é verdadeira desde que a(k) o seja para 0 < k < m. Entdo, a(n) é
verdadeira

vYn e N={0,1,2,...}.

Seja S = {m; m € N}, tais que: a(m) é falso, e suponha que S # ¢. Como o descrito anteriormente, existe
xo € S (Pois, S # ¢ ), tal que:
o <z,VreSs,

e pela hipétese (i) xo > 0. Pela hipétese (i4), a(k) é verdadeira V k, 0 < k < x9 < x. Donde, obtemos: a(m) é

verdadeira, para todo m, o que produz uma contradi¢do! Portanto, S =®, o que queriamos demonstrar. |

Se fossem tomadas as proposicoes 1 e 2 a luz da axiomdtica de Peano, partiriamos do inteiro 1 em vez de zero.

Nesse caso, a hipdtese 1 seria: a(1) verdadeira. Assim, as demonstragdes funcionam com as devidas adaptagées.

Exemplo 1.10 (Desigualdade de Bernoulli)
Sen € Nexz > —1, xz € R, mostre que:

(1+2)" > 1+ nz.

(i) Com efeito, para n = 2, temos:
(142)* =1+ 2z 422> 1+ 2z, visto que z2 > 0.

(i) Suponha valido paran : (1 + )" > 1+ nz.
Entao, falta mostrar parta n + 1
1+2)"">14+m+1)

De fato,
142" =1+2)". (14+2)>1+nz).(1+z). (1)
Agora,
(1+nz).(1+2) = 1+nx+x+na?
= 1+ (n+1)z+nz?

Como nz? > 0 segue-se que:

Il
—_
+
£)
+
=
&
+
3
&
[\v]

(1+nx).(1+x)

\Y
—
+

£}
_|_

=
8

6.1)
Dai, combinando (1) e (2) segue-se que:

1+2)"">14m+1) 2



1.6 Principio da Boa Ordenagdo

Exemplo 1.11 (O.B.M.-Olimpiada Brasileira de Matematica)

Prove que, para todo n natural, vale a desigualdade:
.1.3.5...(2n—1)< 1
246...2n T \Bn+1

P,

Afirmacao Para todo n € N\ {0}, prove que:
@) 1 _ 1
(2n+2) 3n+1~ V/3n+4

Sugestao:
Basta fazer algumas manipulacdes bdsicas para obter:

@Cn+1)V3n+4d < (2n+2)V3n+1

— 2n+1)’Bn+4)<2n+2)>@Bn+1)

— (n°+4n+1)(Bn+4) < (4n®+8n+4)(3n+1)
> (12n° 4+ 28n® + 18n +4) < 12n® + 280> + 200 + 2
<= 18n < 20n, Vn € N\ {0}.

Agora, voltando ao problema dado usando indug¢do finita sobre n, temos:

. B 1 1
(i) Paran = 1, tem-se: 5 < VenEnt

(i) Suponha vilido para n. Isto é,
135...2n—1) _ 1

P, :
246...2n ~ \Bn+1

(hipétese da indugdo )

Entdo, tem-se que:

135...2n—1) (2n+1) - 1
246...2n  '(2n+2) ~ B+ +1
A luz da afirmacio,
(2n+1) 1 1

. < ,
(2n+2) 3n+1 7~ /3n+4
segue-se que:

2n—1@2n+1) _ 1

13
n (2n+2) 3(n+1)+1

Portanto, P, € vélido via inducdo finita sobre n.

16



Capitulo 2 - Corte de Dedekind

Pensamento de Gauss.
“Sempre me pareceu estranho que todos aqueles que estudam seriamente esta ciéncia acabam tomados de uma
espécie de paixdo pela mesma. Em verdade, o que proporciona o maximo de prazer ndo € o conhecimento e sim a
aprendizagem, ndo € a posse, mas a aquisicdo, ndo € a presenca, mas o ato de atingir a meta. ”’

Carl Friedrich Gauss Nasceu em Brunsvique (em alemao: Braunschweig)
(Alemanha) (1777 — 1855)

2.1 Ilustracao de um Corte de Dedekind

Exemplo 2.1
Mostre que
A:{x€Q|xZOex2<2}

ndo tem supremo em Q.

Majoragoes:

Considere 2 > 0 e 22 < 2, néio haverd problemas, uma vez

que: s6 queremos provar que A ndo tem supremo em Q. Escolha

um racional r < 1, daf, vem: 72 < 7. Além disso, observe que:
(z+r)=a242zr+r2 <2+ 2r+r=a22422+1)r<2—
:>O<r<§;—ﬁz(2x+1)r<2—x2.

2
Queremos mostrar que: Vo € A,comr <le0<r < 3;11 = (v +7r) € A

De fato,
(z+r) =2?4+2er 4+ <2+ Qe+ 1)r<a®+2—2>=2



2.2 Fatoragdo

Ou ainda,
(z+7) <2
Portanto,
(x+7) €A
|
Exemplo 2.2

Procedendo de forma andloga, se mostra que

B={ycQly>0ey’>>2}

nio tem infimo em Q.

Majoragdes:

Consideremos 3 > 0 e y2 > 2 ndo havera problemas, uma vez

que: s6 queremos provar que B ndo tem infimo em Q. Escolha

um racional 0 <7 < %;2 ( como foi realizada esta escolha que parece magica),
Vejamos (y — r)* =42 — 2ry +r2 > y2 — 2ry > 2.

Dai, vem:

22

2 Y
Y =2>2ry<=0<r< .

2y
Além disso, observe que:
(y—r)2:y2—2:m"+r2 > 22 — 20r > 2

2

Queremos mostrar que: Vy € B, com 0 < r < yz—f = (y—r) €B.
Consideremos i > 0 e y? > 2 ndo haverd problemas, uma vez
que: s6 queremos provar que B ndo tem infimo em Q. Escolha

um racional )

O<7’<y_ — 2 —2> %y = y® —2ry > 2
Além disso, )
r<g—7<g<y:>y—r>0.

2y 2
Dado y € B podemos obtery —r € B,y —r < y.
Agora,

(y—r)2:y2—27'y+7‘2>y2—2ry>2.

Logo,

(y —r) €B.



2.2 Fatoragdo

2.2 Fatoracao

Dizemos que uma expressdo [E estd na forma fatorada, se existem F1, Fo, ..., Fy;
com m.d.c. (B, Es, ..., E,) = 1, tais que:
E=F.Es...E,.
Exemplo 2.3

Fatore: E = 2% — 222 — z + 2.
Solucio

Basta notar que:
E = 23-222—242=22(2-2)— (z—2)
= (@-2)(®-1)=@-2)(z-1)(z+1).

Exemplo 2.4
Fatore: E = 42 — B2.

Solucao

Observe que:
E=A?>-B?=(A-B)(A+B).
( Serd provado em seguida )

Exemplo 2.5
Fatore: E = 23 + ¢3.

Solucao
Com efeito,
E=2’+y’=(x+y) (2® —ay+y°).
Serd provado em seguida, com os axiomas do conjunto dos niimeros reais.
Exemplo 2.6
(i) Fatore: E = (z + h)*> — (z — h)*.
Solucao
E = A’-B’=(A-B)(A+B)
= (@+h)?—(x—h)

= [(@+h) = (z=h)].[(z+h)+(z = ")
= 2h.2z = 4zxh.



2.3 Produtos Notaveis

(i) Seja f (x) = 22, supondo h # 0, calcule e simplifique:
f@+h)—f(z—h)

h
Solucio
Com efeito, f (0) = (0)*, f(x+h) = (x+h)> e f (x — h) = (z — h)>, entdo,
temos:

f@+h)—f(x—h) (z+h)’—(z—h)® 4zh

= = — =4x.

h h h

2.3 Produtos Notaveis

Exemplo 2.7
Vi, y € R, temos: (z 4 y)° = 22 + 2zy + 3>

Demonstracao

Facilmente, temos:

@+y)? = @+y+y) =z@+y)+ylz+y)
= 22 +ay+yz+y? =22+ 22y + 2

Portanto,

(z+1y)* =2 + 22y + o>

X y

x2 P

Xy yz y
Exemplo 2.8

Vi, y € R, temos: (z —y)° = 22 — 2zy + y°

Demonstracao

Com efeito, temos:

(z—y)°

(z-y)z—y)=z(r—y)—y@—y)
z? — zy —yx + y° = 2% — 2zy + 2.

De sorte que:

(z—y)* =2® — 20y + 4>

20



2.3 Produtos Notaveis

- ¥ -

x=y ¥ ¥

L
r—y x—ry
& x

H
w

.l‘—_" ¥

X

(x=y)Y=sx*=-2xy+y*

}T . jl

|
Exemplo 2.9
Vz,y € R, temos: (x —y) (v +y) = 22 — y*.
Demonstracao
De fato,
(@-y)(z+y) = 2@ty —y+y) =2 +ay—yz -y
= x2+my—y:c—|—y2 :xz—yZ.
De sorte que:
(x—y) (z+y) =" —y*
% Nota Se x # vy, entdo, temos:
?—y?  (r—y)(@+y) oty
-y -y '
|

Aplicagao:

Calcule a expressao e simplifique, com h # 0 :

(z + h)? — 22
h
1° modo: (z + h)* = 22 + 2zh + h2. Assim,
(x+h)?—2® 2?4 2ach+h*—2* 2zh+h*  h(2z+h)
h N h N h N h

2z + h.

21



2.3 Produtos Notaveis

2°modo: (z + h)® — 22 = [(z + h) — 2] [(z + h) + z]. Dai, vem:
(x+h)2—2%  h[(x+h)+2]

= = 2 h.
i 0 T+
|
Exemplo 2.10
Py) Va,y € R, temos: (z —y) (22 + zy + y?) = 2® — y>.
Demonstraciao
Com efeito,
(z —y) (x2 +xy+y2) = x(x2 +xy+y2) fy(x2+xy+y2)
— P2yt oay? —ya? - ay? P
— 2P
De sorte que:
(x—y) (¢ +ay +y?) =2 —y°.
% Nota
Se x # vy, entdo, temos:
3_,3 2 2
r° — T — Tty +
v _ @@=y y y):x2+xy+y2.
T—y T—y
[ |
Exemplo 2.11
Va,y € R, temos: (z + y) (m2 —xy + yz) =23 4+ 95,
Demonstracao
Com efeito,
(z+y) (@® —zy+y®) = x(@® —zy+y?) +y(@® —ay+y?)
— P — 22yt oy — oy + P
— P4y
De sorte que:
(z+y) (¢ —zy +y°) =2 +¢°.
@ Nota
Se x #£ —y, entdo, temos:
Py @ry @ oeyry?) s
T4y Tty vy
[ |

Aplicagao:

Calcule e simplifique, com h # 0 :



Capitulo Exercicio

1° modo: (z + h)® = 2 + 322h + 3zh? + h3. Assim,

(x+h)?—a® 2%+ 32%h+ 3zh? + b3 — 2B
h B h
~ 32%h+3zh® + h®  h(32% + 3xh + h?)
B h N h
= 32% +3xh + K%
]
2° modo: A% — B3 = (A— B) (A% + AB + B?). Assim,
(x+h)® —2® = [(x+ h) — 2] [(w +h)?+(z+h)x+ xz]. Por conseguinte,
obtemos:
(z 4+ h)® — a3 h{(x+h)2+(m+h)x+x2}
- h
= (@+h)?*+(@+h)x+a>
|
Para facilitar a compreensdo, vamos mostrar que:
(z +h)* + (z + h) z + 2% = 32% + 3zh + h?.
De fato,
(z+h)?’+@+h)a+a> = z>+2zh+h?+ 2>+ zh+ 22
= 32° +3zh+ h°.
|

=, Capitulo Exercicio <

1. Sejam z, y nlimeros reais positivos. Prove que:
2

+

8
+
<

IN
5
<
IN
[\

8=
< =

Sejam z,y € R, tais que: z,y > 0, temos:
r<youx =youzxr>y.

Em quaisquer dos casos, tem-se:

(3L‘—y)2 > 0= 22+ y® > 20y <= 22 + 22y +y? > day

2
— (x+y)224wy<:>xy§%<:>\/xy§

(z +)°

4

= Vay < 5 €y

23



Capitulo Exercicio

Por outro lado, temos:

11 s+ 2 1
—— < 5 = 5 <
Ty sty /i
1
o T
= T <Vzy 2)
Agora, de (1) e 2), segue-se que:
2 Tr+y
To1ISVIsS
T y
|
. Mostre que
ar+ag+...+ay
bi +ba+...+ b,
estd compreendido entre 0 menor e 0 maior dos nimeros ‘g—;, ‘;—;, .o, 3=, desde que: by, ba, ... by
sejam todos positivos.
Sejam b; > 0 com j =1,2,...,nea;,b; € R, entdo temos:
m< gt <M mby < a; < Mby
m< 32 <M mbz < az < Mb,
2 —
mg‘;—ZSM mb,, < a, < Mb,,.
Dito de outro modo, temos:
m(by+bo+...+b,) <ar+as+...+a, <My +by+...4+0by).
Logo,
n
>4
m_al—l—ag—k...—l—anSM:mSle <M.
b1 +ba+ ...+ b,
P
j=1
|

(Por simplicidade faga o caso n = 2)

. Sejam a, b e c pertencentes a R. Prove que:

a®> + b2+ > ab+ be + ac.

24



2.4 Proposigao 1

Com efeito, para todo a, b, ¢ € R, temos:

(a—0)>>0 a? + b? > 2ab
(b—c)220 — b2 + ¢2 > 2be
(c—a)> >0 c? + a% > 2ca.

Agora, somando membro a membro as desigualdades de (), obtemos:
2 (a®+b* +c?) > 2(ab+ bc+ ac).
De sorte que:
a® +b%+ 2> ab+ be + ac.

Aplicagao:

Calcule e simplifique:

()

1_ i1_1 . —
Ol-= I ORE= BCORE = O =
Fatos que Ajudam:
22 —a® = (x—a)(z+a)
3 —ad = (z —a) (2? + za + a?)
3 +ad = (z+a) (2% — za + a?)
(22)* — 3% = (22 — 3) (22 + 3)
11 _ a—z _ —(z—=a)
Dai, vem:
(4)
2% —a? (x—a)(z+a) x+a c4a
3 —a3 (v—a)(22+wa+a?) 22+ mza+a?’
(i)
17 L= _@-1) 1 -1
ik ‘ =T 240 1
x—1 x-1 x (x—1) x z#0ez7
(iif)
1 1 a—x —(z—a)
11 g 1 1
T _a _ _za _ _=ma__ _ (z a). =—,xz#a#0.
r—a x—a T—a xa (x—a) za
(iv)
422 —=9 (22— 3) (27 + 3) -3
2z + 3 2z + 3 Toh ey
(v)

-1 (x—1)(z* +z+1?)

r—1 r—1

25
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2.4 Proposigao 1

2.4 Proposicao 1

Sejam z,y € R e n um nimero inteiro positivo, tal que: n > 2. Entdo, tem-se:

" — yn —_ (l‘ . y) . (:L_nflyO + In72y1 L+ l,yn72 +x0yn71)

(Daniel Cordeiro de Morais, Um Convite a Matematica, Colecdo Professor de
Matematica, RJ, 3* Ed.,SBM, 2016 ref.[1] sobre indug¢@o finita sobre n.

Alguns Casos Particulares da Proprosicao 1:

Nao faremos uma demostracio, apenas exemplos, de casos particulares:

?—y?=(z-y).(z+y)

=y =(z—y). (® + 2y +9°)

2t =yt = (z—y). (2% + 2%y + 2y + 2%%F)

25— 1P = (z —y). (2% + 23y + 22 + 2y + 20

2% —yb = (z—y). (%" + aty' + 23y + 2%y% + zyt + 2%P)

27—y = (z—y). (250 + 25y + 2y + 23y + 22yt + 2y + 2%F)

T _yn:(x_y)'(:L,nfly0+xn72y1+.'.+xyn72+x0yn71)

A medida que o expoente de x decresce de n — 1 até 0. O mesmo ocorre com o expoente

de y, s6 que na ordem inversa, ou seja, cresce de 0 ate n — 1.

Exemplo 2.12
Seja f () = a™, entdo, calcule e simplifique:

fx) - ()

1.
1 O tF

Solucio

Decorre da proposigdo anterior que:
g —1"=(z—1). (2" 10+ 2" 1 + 421" P 4201
Aléem disso, temos:

f@)—f@1) _ an—1m (-1 (@0 42" 4 el a1 )

z—1 z—1 z—1
= 2" N0 a1 0
I T T
Vale a pena observar: o expoente de x decresce de n — 1 até 0, ou seja,

teremos n termos. De sorte que:

fx) - ()

=z" 142" 24+ 4+x+1.
xr—1
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2.5 Proposigado 2

|
Exemplo 2.13
Seja f (x) = x*, entdo, calcule e simplifique:
1)—f(@1
fat)-fO)
z
Solucao
Se f (z) = a*, entdo, f(O) = (O)* e f(x+1) = (z + 1), Assim,
[t D)= fQ) _(@+1i-1
x x '
Agora, da proposigcdo 1 sabemos:
ot —yt = (z—y). (230 + 22y" + 2y? + 2%3)
4 4 310 241 142 043
(1) =1 = [+ D) = @+ 1)1+ @+ 1P U+ @+ D) 124 o+ 1) 18]
Dai segue-se:
3 2
Fat1) - f ) @r1)io1 @@+ @) @+ 1)+ 1]
x N x B x
= @+1)’+@+1)>+@z+1)+1
|

2.5 Proposicao 2

Sejam z,y € R e n um nldmero inteiro positivo impar, tal que: n > 3. Entdo, tem-se:

x"+y”:(x—l—y).(x"_lyo—x"_2y1+...+my _'_xOyn 1)

(Daniel Cordeiro de Morais, Um Convite a Matemdtica, Cole¢do Professor de Matemadtica, RJ, 3¢
Ed.,SBM, 2016 ref.[1] sobre indu¢do finita sobre n)

Alguns Casos Particulares da proprosicao 2:

Nao faremos uma demostragdo, apenas exemplos, de casos particulares:

?+y’=(r+y). ($2—wy+y)

4y’ = (x+y). (z%y° — 2Py +x2y2—xy3+w°y4)

Tyt =(r+y). (xy *wy + aty? — 23y + 2Pyt — oy +a:y)

2 +y° = (z+y). (289° —aTy' + 2% — 2593 + 2ty — 2PyS + 2?yS —ay” +2%8).

Assim, continuando com o processo, obtemos:

"yt =(z4y). (2" Y -2 Py o —ay" P 20y
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2.6 Racionalizagao

A medida que o expoente de x decresce de n — 1 até 0. O mesmo ocorre com o expoente de y, s6 que na ordem
inversa, ou seja, cresce de 0 até n — 1. Aém disso, os sinais sdo alternados.

Exemplo 2.14

Seja f (x) = 2%, entdo, calcule e simplifique:

—f(—-1
HORTIC I,
rz+1

Solucio

Decorre da proposigcdo anterior que:

2 4+y° = (z+y). (x8y0 2Tyt 4 aSy? — 2Py 4wty — 238 4 2%yb — a4 xoys) .
22— (-1 = 2 +1=(z+1). (%1% - 2" + .. - 217 +2018).
Além disso, temos:
f@)+f1)  2%41%  (241). (281° =271 + ... — 217 4+ 201%)
z+1 x4+l z+1
= (xslo —z 1 4+ —2lT + x018)

Vale a pena observar: o expoente de x decresce de 8 até 0, ou seja, teremos 9 termos.
De sorte que:

—f(x)—f(—l) =2 T+ Pt -2+ L
z+1
Os sinais sdo alternados e notemos: os termos de expoente impares sdo negativos. |
Exemplo 2.15
Seja f (x) = 3, entdo, calcule e simplifique:
fle) = F(=2)
_ —2.
12 0 EF
Solucio
Se f(0O) = (O)% f(z) =a%e f(—2) = (-2)° = —8. Assim,
flx)—f(=2) 23 — (=8) B 23+ 8 B (3:—|—2).(x2 —93.2—|—22)
T+2 B r+2  r+2 T+ 2

= 22 —2r+4.

2.6 Racionalizacao

Fator Racionalizante

Chama-se fator racionalizante de uma expressdo I, a outra expressdo R, tal que:

I.R

seja uma expressao sem radical.
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2.6 Racionalizagao

Exemplo 2.16

Determine o fator racionalizante para a expressio dada [ = /.
Solucao

Seja R = v x2, entdo, facilmente, obtemos:

I.R= ¥YxVa?=Vza?= Va3 =z.

Exemplo 2.17

Determine o fator racionalizante para a expressdo dada I = \/z-/a
Solucao

Seja R = \/x + +/a, entdo, tem-se:
ILR=(Vz—+a).(Vz+a)=z—a.

Cdlculos Auxiliares:
(A—B).(A+ B) = A2 — B2
(Vz = Va). (VT +va) = (va)* = (Va)* =z — a, pois z,a > 0,

O fator racionalizante, neste caso,

R =z +a.

Exemplo 2.18
Determine o fator racionalizante para a expressdo dada I = ¢/z — ¥/a.

Solucio
Basta observador que:

(A-B).(A>+AB+B?) =A% - B3
(V@ - V). (V2 + Yada+ (Va)| = (¥2)° - (Va)’ =2 —a.

O fator racionalizante, neste caso,
R=[(V2)" + Yava+ (Va)'].

Logo,

LR= (V- ¥a).[(V2)" + Vava+ (Va)'| =2 -a.

Exemplo 2.19

Determine o fator racionalizante para a expressdo dada I = /= + ¥/a.
Solucio

Basta observador que:
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Capitulo Exercicio

(A+B).(A? —AB+ B?) = A%+ B®
(Vo + ¥a). [(V) = Vada+ (Va)| = (Vo) + (Va)’ = v + .

O fator racionalizante, neste caso,
R= [(\3/5)2 ~ Yza+ (6/6)2] .

Logo,

LR=(Va+¥a).|[(V2)" - Vava+ (¥a)°] =2 +a.

|
=, Capitulo Exercicio
1. Calcule e simplifique, em cada caso, supondo i # O :
fla+h) - f(z)
h )
onde:
Df(@)=ax+b 2)f(x)=2a?+z 3)f(x)=2L 4)f(z)=2>+1
5)f(x)=-22 6)f(z)=2a’+1 7)f(z)=vz 8)f(x)= 1z
Solucio
1) Consideremos dois casos: a =0ea # 0
1° Caso: a =0: f(O) = b.( note que qualquer valor do "quadrado”
o resultado serd sempre b).
Hustrativamente, f (O) = f(x+k+n)=be f(O) = f(x + h) = b. Assim,
flath) —f@) _b=b_0_
h ~ h  h
2°Caso: a#0: f(O)=ad+0
f+h)—f(x) [a(x+h)+b—(ax+b) ar+ah—ax ah _
h - h - h T
]

2) f(z) =22+, f(O) = (O)* + (O).( Observe que o "quadrado"é apenas
um simbolo representando o significado.

FR) =K +k f(A) =P+ (D), f(z+h) =@+h)?>+ (@ +h).

Além disso, fazendo alguns cdlculos auxiliares, obtemos:

f(z+h)—f(z) (z+h)*+ (z+h)— (2° +2)
= 22 +2xh+h*+h—2?

= h(2x+h+1).

30



Capitulo Exercicio

Por conseguinte, tem-se:
f@+h)— f(2) (x+h)?+ (x+h)— (22 +2) h(2z+h+1)

h h h
= 2x+h+1.

3) f (z) = L, usando a mesma ideia do "quadrdo” f (0) = 4.

f (k)= %7 f(A) = i, flx+h) = ul-h Dai vem:

fleth)—f@) _ -t _ Tme _ <h 1 -1
h h A (x+h)x'h  (z+h)x
4) f () = 23 + 1usando a mesma ideia do "quadrdo"f (J) = (O)> + 1.
Para ilustracdo, vamos simular alguns valores para o "quadrado”
fa+t+)=(@+t+1)°+1,f(A) =L +1ef(z+h)=(x+h)®+1.
Logo,
fla+h) —f@) _ [@+h)?+1] =[P +1]  (@+h)° -’
h h h
[(z +h) — 2] [<x+h)2+<x+h>x+x2}
- n
h [(m+h)2+(x+h)x+x2}
h

= (@+h)?’+(z+h)z+a?
= 323 + 3zh + B2

5) f (z) = —2x usando a mesma figurinha do "quadrdo”f (O) = —2 (O).
FA)==2Afzx+t+k)=-2(x+t+k)ef(z+h)=—-2(x+h).
Atengdo especial no cdlculo — f (x) = — [-2x] = 2
flx+h)—f(z)=-2(x+h)—[-2z] = -2z — 2h + 22 = —2h.
De sorte que:

fle+h)—f(x) —2(x+h)—[-22] —2h

h - h = T2

6) f (z) = 2 + 1, a ideia da figurinha do quadrado é olhar o que ela significa, ndo a
letra em si f (O) = (0)* + 1. Hustrado a ideia da figurinha, temos:

fa4+t+1)=(x+t+1)>°+1ef(x+h)=(x+h)’+1.
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Capitulo Exercicio

Voltando ao problema inicial, temos:

R I R R G BT
h N h N h
[(+h)—all(x+h)+x]  h[2z+h]
h h
= 2z+h.

N f (@) =V, [(O)= VO
A ideia da figurinha do quadrado é olhar o que ela significa, ndo a letra em si.
llustrando a ideia da figurinha, temos:

flatp)=Vitp f(&)=VDAef(@+h)=Vath
Voltando ao problema dado, tem-se:

Jlath) = f@)  Virh-E
h h
Vejamos um argumento de mudangas de varidaveis, facamos:

t=+vz+h t?=x+h 2 —k?=h
e - e - e
k=+x ==z k? =z.
Assim,
fle4+h)—f(x)  Vo+h f t—k t—k
h h 2 k2 (t—k)(t+k)
1 1

(t+%) Verhtyvz

Observe que:
(A-B).(A+B) = A?-B?
(Ve+h-va). (Vath+va)

-~ (Varh) - (va)
= x+h—x=h.

Obvio, sendox > 0eh > 0( porqué ndo consideramos x > 0 e h > 07 ).
Agora, procedendo usando a racionalizag¢do, obtemos:

(Verhi—va). (Verhtva) = (Vith) - (V&) =a+h-z=h

flath)—f@) _ (Veth-ve) VethtVe) h
h h (Ve +h+vz) h(Vo+h+z)
1
T Vatht+ya



Capitulo Exercicio

8) f(a) = ¢a.f (O) = VE.
A ideia da figurinha do quadrado é olhar o que ela significa, ndo a letra que usamos.
llustrado a ideia da figurinha, temos:

fa+p) =FrFpf(A)=3DNef(x+h)=Vz+h.
Voltando ao delineado, temos:

flath) = f(x) \/33+ —Vr
h

Poderia usar racionalizagcdo. Vejamos usando mudangas de varidveis, tem-se:

t=vVa+h td=xz+h 3 —k3=h
e - e - 4
k= ¥z =2z k3 =x.
Assim,
f@+h)—f(x)  Vo+h- t—k t—k
h h S—k  (t—k) (% +tk+k?)
1 1

2 2 . :
Brtk+k O/ (z+h)? + Vo + iz + Va2
Observe que:

Determinando o fator racionalizante, tem-se:

(A-B).(A*+AB+B*) = A°-B°
(Verh-va). {(B(H;l))ﬁe/m%ﬂe/;)?] = (Varn) - (v8)?
= x+h—xz=h.

Dai, segue-se que:

3 2 3 3/ Sx
fah—f@) _ (Verh f)( (1 4 S+ )
h h <3(x+h)2+€/m€/5+\3/:72>
h

h. (;”/(achh)2 + T+ hiT + \/P)

1
V (x +h)* + x+ hfa + Va?

2. Calcule e simplifique, em cada caso, supondo x # a :

onde:
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Capitulo Exercicio

Solucao

1) Consideremos dois casos: k =0ea # 0

1° Caso: a =0: f(O) = b.( note que qualquer valor do "quadrado”o resultado
serd sempre b). Hustrativamente, { (O) = f(x+n+1) =be f(A) = b. Desta forma,
obtemos:

fla)—fl@) _b=b 0

= = =0.
T —a r—a zT—a

2°Caso: k#£0: f(O)=kO+0b
f(x)ff(a):kx+bf(ka+b) k(x—a)

= =k.
T—a T—a T—a
|
2) f(z) =224z
f@) —fa)  2®+z—(a®+a) (z—a)(z+a)+(z—a)
T—a N rT—a B T—a
C Gealerasl
rT—a
]
3 f) =1
fa)—f@ _ s-i_ % Y e 1
r—a  z-a T-a T-a ra (z—a)
= ;—;,x#a;ﬁ(}
|
4) f(x) =2 +1
f@)=fl@) _o*—a® _(@—a)(@@tzatad)
r—a T—a T—a
]
5) f(x) =—2x
f@—fl0) _ —2—(=2) _—2@-a) __,
T—a T—a T—a
|

6) f(z) =22 +1
f@)—fla) _a*+1=(a®+1) (@-a)(@+ta) _
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Capitulo Exercicio

@)= fl@) _Vi-va

r—a Tr—a

Agora, facamos as mudancas de varidveis, tem-se:

t=\x 2 =x
e - e
k=+a k? = a.

Assim, vem:
[@-fla) _ Vi-va_ t—k _ ik
xT—a T—a 22—k (t—-k)({+k)
B I 1
t+k  Vz+a
Este processo é o mesmo, neste caso, que racionalizar. |

8) f () = V2
f@)-f@) _ Yi-va 0

Tr—a Tr—a

Assim, fazendo as mudangas de varidveis necessdrias, vem:

t= 2=z
e - e (2)
k:\B/a ksza.

Dai, levando (2) em (1), segue-se que:

f@-fl@) _ Ya-va_ t—k t—k

T—a x—a 3 —k3  (t—k)(t2 +thk+k?)
1 1

Pth+k Vo’ + Yaa+ Va?

#  Exercicio 2.1

Calcule e simplifique em cada caso:

,comx # 1,
rx—1

onde:
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Capitulo Exercicio

Esbog¢ando os gréificos em cada caso, temos:

(4)

20
60
a0

20

-10 5 10 X
-20

-40

12

10

(i) 1° Caso: © > 1: f (1) =12
fl)—fQ) 2-1 (@-1(+]1)

— frnd frd — — 1
a(z) z—1 z—1 z—1 o
2° Caso: z < 1: f (1) = 12 ( Cuidado! f (1) é sempre calculado no ponto
dadox =1.)
fl)—f@Q) 22-1-1> 2(z—1)
a(z) r—1 z—1 rz—1

(7i)1°Caso: x> 1: f(1)=—-1+2=1.

f@ s -1 52 -y 1 !
q(x) = = = = . _—
x—1 x—1 z-1 x (x—1) x
2°Caso: x <1:f(1)=—-1+42=1(Cuidado! f (1) é sempre calculado

no ponto, neste caso x = 1.)

S 5 B A B ot Wl )

=-1.
x—1 z—1 x—1
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2.7 Um pouco da Histéria do Matemadtico Karl Friedrich Gauss

2.7 Um pouco da Historia do Matematico Karl Friedrich Gauss

https://www.uc.pt/fctuc/dmat/departamento/bibliomat/servicos/matematicos/Gauss-KF
(Capturado em 05 de setembro de 2022 as 14h 20min )

Matematico, astrébnomo e fisico alemao, criador da geometria diferencial, conhecido como o "Principe dos
Matematicos", a ele se devem importantissimos estudos de matematica, fisica, geometria e astronomia. Entre
outras coisas, desenhou o heptadecdgono, inventou o telégrafo e definiu o conceito de nimeros complexos.

Karl Friedrich Gauss nasceu a 30 de Abril de 1777 em Brunswick, Alemanha. Filho de uma familia humilde,
desde muito cedo foi visto como uma crianca prodigio. Aprendeu a ler e a somar sozinho. Aos trés anos corrigiu
um erro do pai quando este calculava os saldrios dos operarios.

Quando estudava na escola primdria, o professor pediu aos alunos que tentassem resolver a soma de todos os
nimeros compreendidos entre 1 e 100. O professor pensou que assim iria manter os alunos ocupados durante um
bom tempo mas, para seu espanto, em poucos minutos Gauss resolveu o problema.

Gauss conseguiu chegar ao resultado correto porque reparou que somando todos os pares 1 4 100; 2+ 99; 3 +
98;...50+51 somavam sempre 101 entdo, a soma de todos os pares seria 502101 = 5050 . Desta forma encontrou,
sem saber, a propriedade da simetria das progressdes aritméticas.

A fama de Gauss chegou aos ouvidos do Duque de Brunswick, o qual lhe facilitou recursos econdmicos para
que Gauss continuasse os seus estudos, pois era um desperdicio este jovem rapaz nao continuar a estudar. Em
1795 frequentou a Universidade de Gottingen. Em 1796 descobriu o método de desenhar com régua e compasso o
heptadecdagono, poligono com 17 lados, que desde o tempo dos gregos os geometras tentavam desenhar. Publicou
Disquisitiones Arithmeticae em 1801, que € um dos livros de matemdtica mais importante da historia da matematica,
no qual retne as ideias que desenvolveu desde os 17 anos de idade. Entre elas estd a demonstracdo matematica
de que ¢ possivel desenhar alguns poligonos regulares utilizando apenas esquadros e compasso, mas nio qualquer
poligono. Ainda nesta obra Gauss apresenta a lei de reciprocidade quadrdtica, classificada por ele, como a "j6ia da
aritmética"e demonstrado o teorema segundo o qual todo inteiro positivo pode ser representado de uma sé maneira
como produto de primos.

No comeco do século X 1X abandonou a aritmética para se dedicar 4 astronomia, criando um método para
acompanhar a érbita dos satélites, usado até hoje.

Obteve o doutoramento na Universidade de Helmstidt, tendo comecado em 1807 a leccionou como professor
de astronomia (apesar de detestar dar aulas) e director do Observatdrio de Gottingen, durante 40 anos.

Desenvolveu o método dos minimos quadrados em 1812 que, aplicado na resolu¢do das distribui¢des de
probabilidade nos campos da mecanica, estatistica e economia, e na abordagem da forma das superficies curvas
mediante expressdes matemadticas, permitiu-lhe determinar pela primeira vez o tamanho e forma aproximados da
Terra. Em 1833 com a ajuda de Weber construiu o primeiro telégrafo o qual s6 foi usado entre a sua casa e o
observatdrio de Gottingen.

No campo da Estatistica, Gauss é famoso pela descoberta da distribuicdo normal, também conhecida pela
distribuicdo Gaussiana, que trata da distribuicdo de certos valores ao longo de uma curva em forma de sino
(contribuicdo extremamente valiosa no campo da estatistica).

Gauss foi nomeado membro da Royal Society em 1804 e recebeu Medalha de Copley em 1838. Publicou
vérias obras entre as quais Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis Solem ambientium em
1809; Methodus nova integralium valores per approximationem inveniendi em 1816; Theoria combinationis
observationum erroribus minimis obnoxiae em 1823.

Casou aos 23 anos, com Johanna Osthoff, que faleceu ao dar a luz o seu terceiro filho. Casou novamente em

1810, tendo tido mais trés filhos, um rapaz e duas raparigas. A sua segunda esposa faleceu em 1831.

37


https://www.uc.pt/fctuc/dmat/departamento/bibliomat/servicos/matematicos/Gauss-KF

2.7 Um pouco da Histéria do Matemadtico Karl Friedrich Gauss

A 23 de Fevereiro de 1855, aos 78 anos de idade, Gauss morre durante o sono, vitima de uma doenga
prolongada. Deixou-nos como recordacio o seu trabalho imenso que viverd para sempre na matemadtica, fruto do
mais extraordindrio espirito matematico de todos os tempos.
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Capitulo 3 - Calculo

Frases de Isaac Newton - Pensador

“A gravidade explica os movimentos dos planetas, mas nio pode explicar quem colocou os planetas em
movimento.”
“O que sabemos € uma gota; o que ignoramos € um oceano.”
“Construimos muros ‘demais e pontes de menos. ”

“Se cheguei até aqui foi porque me apoiei no ombro dos gigantes. ”

Isaac Newton nasceu em Woolsthorpe-by-Colsterworth
(Inglaterra) (1643 — 1727)

3.1 Introducio

Neste Capitulo, faremos alguns problemas basicos de quacioente de Newton que sevird aposteriori para o estudo
das derivadas como cardter local, revitando as equacdes das retas, destacando retas pararelas e perperdiculares,
fungdo polinomial do 2° grau e sua correlacdo com as raizes e para a forma fatorada, A deducdo da equacdo do
2° grau por Viete e Um pouco de Histéria. Importante ressaltar que: nio existe em textos cldssicos a chamada
"formula de Baskara "é uma coisa "criada por autores brasileiros"que copiam uns dos outros, visto que: Baskara
viveu muito antes da existéncia da deducdo da referida férmula.



3.2 Um pouco de Histdria e Nascimento do Célculo

3.2 Um pouco de Historia e Nascimento do Calculo

http://ecalculo.if .usp.br/historia/historia_derivadas.htmem 1. de agosto de 2022 as 12h e
25min)

"Para realizar um estudo completo sobre as origens, desenvolvimento e consequéncias do Calculo,
necessitarfamos de uma pesquisa muito extensa cujo resultado final seria, sem divida, um texto longo que estaria
além do propésito deste trabalho como um todo. O nosso intuito € o de dar uma apresentagdo geral que contenha
alguns fatos importantes que permeiam os acontecimentos histéricos relacionados com a construgdo desta poderosa
ferramenta da matematica: o Célculo. Além disso, gostariamos que ficasse claro que essa construcdo € o resultado
de diversas contribui¢des de muitos personagens, como ocorre de modo geral, com o conhecimento humano.

Convidamos também o usudrio a apreciar alguns fatos interessantes que estao presentes no site, assim como
encorajd-lo na visita as pdginas dos matemadticos que aqui aparecem para conhecer um pouco a histéria de cada um.

As contribuicdes dos matemadticos para o nascimento do Calculo sdo inimeras. Muitos deles, mesmo que
de forma imprecisa ou ndo rigorosa, ja utilizavam conceitos do Célculo para resolver varios problemas - por
exemplo, Cavalieri, Barrow, Fermat e Kepler. Nesse tempo ainda ndo havia uma sistematizacao, no sentido de uma
construcdo logicamente estruturada. A unido das partes conhecidas e utilizadas até entdo, aliada ao desenvolvimento
e aperfeicoamento das técnicas, aconteceu com Newton e Leibniz que deram origem aos fundamentos mais
importantes do Calculo: as Derivadas e as Integrais.

O Cilculo pode ser dividido em duas partes: uma relacionada as derivadas ou Cdlculo Diferencial e outra
parte relacionada as integrais, ou Célculo Integral.

O Cilculo Diferencial: alguns fatos histéricos

O aparecimento e desenvolvimento do Calculo Diferencial estdo ambos intimamente ligados a questdo das
tangentes. Desde a época dos Gregos antigos, ji se conhecia a reta tangente como sendo uma reta que intersecta
"corta"uma curva em um Unico ponto, generalizando a situagc@o observada no caso da circunferéncia. Na realidade,
essa ideia € muito imprecisa e precisamos de um tratamento bem mais rigoroso para a questdao da tangente & uma
curva.

Arquimedes e Apoldnio utilizavam métodos geométricos, que diferiam entre si, para a determinacio de
tangentes a parabolas, elipses e hipérboles. Varios outros métodos para resolver o problema de encontrar a tangente
a uma curva em um ponto foram desenvolvidos ao longo da histéria.

Na realidade, ap6s os Gregos, o interesse por tangentes a curvas reapareceu no século XV 11, como parte do
desenvolvimento da geometria analitica. Como equagdes eram entdo utilizadas para descrever curvas, a quantidade
e variedade de curvas estudadas aumentou bastante em comparagdo aquelas conhecidas na época cldssica. A
introdug@o de simbolos algébricos como uma ferramenta para estudar a geometria das curvas também contribuiu
para o desenvolvimento do conceito de derivada. Com o tempo, o tratamento se tornou mais algébrico e menos
geométrico, proporcionando um continuo progresso no desenvolvimento dos conceitos de fungdes, derivadas,
integrais e outros tantos topicos relacionados ao Célculo.

Pierre de Fermat foi o primeiro a considerar a idéia de familias de curvas. Ele chamou, por exemplo, de
"pardbolas maiores", as curvas cujas equagdes eram do tipo, , onde k € constante e n = 2, 3, 4, etc.

Fermat elaborou um método algébrico para determinar os pontos de maximo e os pontos de minimo de uma
funcdo. Ele encontrava geometricamente os pontos onde a reta tangente ao grafico tinha inclinago zero, ou seja,
buscava os pontos em que o coeficiente angular da reta tangente era nulo. Escreveu a Descartes explicando o
seu método que € basicamente utilizado ainda hoje. Na realidade, devido a esse trabalho, que estava intimamente
relacionado com as derivadas, Lagrange afirmou considerar Fermat o inventor do Célculo.

A questdo de encontrar a tangente a uma curva é, historicamente, de especial importancia, pois, ao que parece,
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foi o que Newton pensou quando teve um insight sobre como utilizar tangentes para estudar o movimento dos
planetas. O método para a determinag@o foi desenvolvido pelo antecessor de Newton, Isaac Barrow, e consistia no
limite de uma corda com os pontos aproximando-se entre si.

Acredita-se que um dia, enquanto observava o movimento dos planetas, Newton tenha-se perguntado porque as
orbitas dos planetas eram curvas, pois se fossem formadas por segmentos de retas seriam muito mais faceis de serem
estudadas. Por que ndo considerd-las como um conjunto de pequenas retas que, aproximadamente, representariam
o movimento daquela curva? Este simples, porém genial insight significou para Newton o comeco de uma longa e
frutifera produgao cientifica que englobou, entre outras coisas, as derivadas, as integrais e toda a base da mecéanica
classica.

O estudo do movimento dos corpos havia comecado de maneira sistemdtica com Galileo. Entretanto ele
estudara o movimento geometricamente, utilizando as proposicdes de Euclides e as propriedades das cOnicas de
Apoldnio para chegar a relagdes entre distancia, velocidade e aceleracdo, que, hoje em dia, sdo aplicacdes bésicas
da derivada.

Viérios matemdticos estavam, a essa altura, estudando problemas relacionados ao movimento. Torricelli e
Barrow consideraram o problema do movimento com velocidades variadas. J4 se sabia que a taxa de variagdo
pontual - derivada - do deslocamento era a velocidade e que a operacdo inversa da velocidade era o deslocamento.
Isso mostra que j4 existia uma certa nog¢ao da operacao inversa da derivada, sendo que a idéia de que a integral era
inversa da derivada era familiar a Barrow.

Para Newton, o movimento era a base fundamental para o estudo das curvas e de outros tdpicos relacionados
ao Cdlculo. Newton escreveu o seu tratado sobre fluxions em 1666. Ele pensou em uma particula descrevendo
uma curva com duas linhas que se movimentavam e que representavam o sistema de coordenadas. A velocidade
horizontal e a velocidade vertical eram as fluxdes de x e y associadas ao fluxo do tempo. Os fluents eram x e y. Em
linguagem moderna, seria a derivada de x com relagdo ao tempo, ou simplesmente z’ () e seria analogamente a
derivada de y com relacdo ao tempo ou ainda y’(t). Tanto os nomes quanto as notagdes de Newton foram deixadas
de lado ao longo dos anos, prevalecendo a notagdo criada por Leibniz. Vale a pena notar, entretanto, que € ainda
bastante utilizada pelos fisicos quando a derivada em questdo é em relacdo ao tempo e € dada a fung¢do deslocamento
2 = x(t); nesse caso, serd a velocidade e serd a acelerag@o.

Embora Newton tenha desenvolvido e revisto o seu Célculo entre 1666 e 1671, nada foi publicado até 1736.
Ele havia apenas mostrado os seus manuscritos para alguns colegas e amigos.

Leibniz, em 1672, enquanto vivia em Paris, encontrou-se com Huygens e com ele aprendeu muito e recebeu
muitos conselhos que constituiram um forte impulso para que viesse a desenvolver o seu Célculo Diferencial
e Integral. Nesse periodo, ele estabeleceu contato com muitos dos matemadticos respeitados da Royal Society
e, dentre eles, destaca-se Barrow. Leibniz teve acesso aos seus trabalhos e estabeleceu um longo periodo de
correspondéncias. Seu Célculo Diferencial tinha uma fundamenta¢do bem diferente daquele de Newton. Leibniz
ndo estudou o movimento para chegar aos conceitos de derivada e integral. Ele pensou nas varidveis X e y
como grandezas que variavam por uma sucessio de valores infinitamente pequenos. Introduziu dx e dy como a
diferenca entre esses valores sucessivos. Embora Leibniz ndo tenha usado como definicao de derivada, ele sabia
que representava o coeficiente angular da tangente.

Ha um capitulo especial na histéria do Calculo: uma longa e quase sempre inescrupulosa disputa entre
Newton e Leibniz sobre quem havia "criado"o Célculo. Ambos niao pouparam acusagdes picantes para descrever
o outro e os seus feitos e geraram uma discussdo acalorada no meio cientifico da época sobre quem seria a mais
importante autoridade em Célculo. Essa situagdo chegou a tal ponto que os matemdticos que viviam no Reino
Unido se distanciaram durante um periodo bastante longo dos matematicos do continente. Enquanto o Calculo
"Leibniziano"ganhava cada vez mais adeptos na Europa - entre esses a familia Bernoulli - os matemadticos da

"ilha", como dizem alguns historiadores, davam mais atenc¢do as pompas e circunstincias criadas para a cerimdnia
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flinebre de Newton na Abadia de Westminister. Durante ainda algum tempo, esses matemadticos ficaram um pouco
"ilhados"e, quando voltaram a estabelecer relagcdes com os europeus do continente, haviam nao sé perdido parte do
avanco do Célculo como também nio compreendiam muito bem a nota¢do "Leibniziana"entdo largamente utilizada.

Carl B. Boyer, em seu livro A History of Mathematics , afirma: Como consequéncia da infeliz disputa entre
Newton e Leibniz, os matematicos britanicos ficaram de certa forma alienados dos trabalhos do continente (...) e
o desenvolvimento da Matemdtica ndo conseguiu acompanhar o rdpido progresso dos outros paises da Europa ao
longo do século XV II]I.

Apesar das diferencas, tanto Newton quanto Leibniz reconheceram até certo ponto a importincia do
"adversdrio". Leibniz disse: Considerando a Matemdtica desde o inicio do mundo até a época de Newton, o
que ele fez € sem ddvida a melhor metade. Newton, por sua vez, na primeira edi¢do do Principia, admitiu que
Leibniz possuia um método semelhante ao seu. Infelizmente, na terceira edicdo, ap6s o dpice das desavengas,
Newton retirou a referéncia a Leibniz.

O desenvolvimento do Célculo continuou com muitos outros matemadticos, como, por exemplo, Jacques

Bernoulli, Johann Bernoulli, MacLaurin, Agnesi, Euler, d’Alembert, Lagrange e Cauchy."

Problema 3.1

Calcule e simplifique em cada caso:
flz+h) - f(z)

q(r) = A ,com h # 0,

onde:
(i) fle)=22+4 (i) f(x)=2> (i) f(z)=2"

(D€ uma interpretacdo geométrica para q)*

FOc4+h) e s

A inclinag@o da reta que passa pelos pontos distintos P (z, f (x)) e Q (x + h, f (z + h))
chamada posteriormente de quociente de Newton € de fundamental importancia para

1H4 300 anos, os grandes cientistas Issac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz (que também era filésofo) travavam uma célebre disputa pela
paternidade do célculo infinitesimal. Por causa desta controvérsia, Newton declarou a famosa frase: "Os segundos inventores ndo tém direitos".

O que o torna o célculo infinitesimal tdo versatil é a grande variedade de dreas em que pode ser aplicado, como na matematica, na fisica, na
tecnolégica e na economia. A derivada é, por exemplo, um conceito fundamental da fisica, pois explica acelera¢des, velocidades instantaneas
e forgas.

O conflito chamou aten¢do por mostrar o que havia "nos bastidores"da matemdtica e como esses génios se comportavam. Newton se
apresentou como religioso e vingativo, enquanto Leibniz era mais sibilante e incisivo, embora menos obsecado e até menos brincalhdo.

A disputa teve seu fim em 1727, com a morte de Newton. O que se sabe com certeza ¢ que ambos descobriram o céculo infinitesimal de
maneira independente e publicaram em momentos diferentes da vida.
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o Calculo, serd dada por:

Solucio

fl+h)—f(x) [2@+h)+4—-2rx+4) 2x+2h—2x 2h

h - h - h =% T
[ |
(ii) f (z) = a?
flat+h)—f(x) (z+h)?—a2> [(@+h)—a]l(@+h)+a] h@Ez+h)
Y = Y = N = " = 2x + h.
[ |
(iii) | (x) = 2
Flath) - f(2) i h) —o®  @th) —al[@+h)’+ @+ h)a+a®
h - h B h
h[(x+h)2+(x+h)x+x2] )
— h =(z+h) +(x+h)x+x2.
|
Problema 3.2
Calcule e simplifique:
q(x)_f(x)_f( >,C0mx7éa,

onde:

() f@)=22+4 Gi) f)=qa® (i) f(x)=a>

Procedendo de forma andloga, a inclinagdo da reta que passa por P (a, f (a)) e
Q (z, f (x)) serd descrita por:

B f(z) = f(a)
() = tg(a) = T
Geometricamente, tem-se:
f(x) T
fx)—f(a)
s
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Interpretacdo geométrica para q:

Coisa maravilhosa a tangente de o é exatamente o coeficiente angular da reta.

Solucao
(i) f(x)=2x+4

/20 x

— 2 4 — (2 4 2x — 2 2(x —
_f@=fla) 2w44-Q0td) 2w-2 2e-a)_, o p
T —a r—a T—a r—a

tg(a) = f(wi:i(a) :1:;:22 = (zii);(sza) =z +a comz €R.
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(iii) f (z) = 2°

f)—fa) 2°—d® (z—a).(2®+za+a?)

tg(a) = = = = 2% + za + da®.
T—a T—a r—a
@ Nota 5
im &3 o
r—3 (J; — 3)

Expansdo em serie em x = 3:
(x—3)2+9(z —3)+27

3.3 Uma pausa para alguns Comentario sobre retas

Para determinar uma equacio da reta em R?, precisamos de: Um ponto P, (9, %) € o coeficiente angular da
reta m ou dois pontos; em seguida, obtemos o coeficiente angular m.

3.3.1 Equacio da reta que passa pelo ponto Py (g, o) e coeficiente angular m :

y —yo =m(z — x0)
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Exemplo 3.1

Determine uma equagéo da reta que passa pelo ponto P (1, —2) com coeficiente
angular 1.

Solucio

Com efeito, a equagdo da reta tem coeficiente angular m = % e passa por Py (1, —-2),
entdo, vem.

1 1 1
() =-(z-1)e=y+2=-(z—-1) <= y=—-az— .
Y= (-2 =5 @-1) S y+2=5(@—1) < y= o>

3.3.2 Equacao da reta que passa pelos pontos P (z1,y;) € Q (22, y2) :

Determinando o coeficiente angular da reta que passa por P e (), temos:
Y2 — Y1
m=tg(a) = ————, Tz # 1.
To — X1
Em seguida, podemos escolher um dos dois pontos, digamos P (x1,y1), descrevendo
uma equacio da reta

y—y1=m(x—1x1)

Xy —Xq

Exemplo 3.2

Determine uma equagdo da reta que passa pelo ponto P (1,—2) e Q (4,6) .
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Solucao

Com efeito, a equacdo da reta que passa por P (1,—2) e Q) (4,6), tem coeficiente
angular
:y2—yl_6—(—2) 8

m

To — I 4—1 - 3
Dai, podemos escolher qualquer um dos dois pontos; por exemplo, tomando P (1, —2), vem:

y—(—2):§(;v—1)<:)y+2:§(ac—l)

3
|
Exemplo 3.3
Retas paralelas Ly : y = mjx + ke Ly : y = mox denotaremos por Ly//L :
WA
X
+
_‘(\f\
.ﬂ// C(1,my + ky)
A \)\A : ; '
/ Ly:y =myx
A(0,ky) | B(1,m,)
7 0 1 i
Devo ressaltar que ndo € uma demonstracio; e sim, uma justificativa plausivel:
Ly//Ly : med (OA) = med (BC) e med (AC) = med (OB). Assim, tem-se :
Ki =mq1 4+ K1 — mo <= m1 = ms.
|

Um esbog¢o de uma demonstracdo formal, serd delineada a seguir, ressaltando que

z, x>0

médulo de x, denotado por |z| = d (0, X) = { ¢ a distancia da origem

-z, r <
O ao ponto X na reta.
X
| | | >
—X 0 x
A
d(0,X) = |x|

Como a 5% Sinfonia de Ludwing Van Beethoven; dita sinfonia do destino, voltaremos ao tema
modulo posteriormente.
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Com efeito, L1//Ly : d (O, A) = d (B,C) ed(A,C) = d (0, B). Por conseguinte, vem:

d*(0,4) = & (B,C) <= 0*+K}=(1-1)7+ (ms + K, —my)
— K?=(mi+ K —my)® < |Ki| = |my + K1 —ma|
Ky =my + K1y —ma

— *Ki=mi1+ Ki —my <= ou
—Ky =my + K; —mgy
my =ms myp =ms

ou — ou
—2K1i=m1—mo >0 0=-2K{=mq1 —ms
mip = Ma.

!

!

Exemplo 3.4
Determine uma equacéo da reta L que passa pelo ponto P (1, —2) e € paralela a reta
S dada por y = 2x + 5.

Com efeito, as retas
L//S < mp =mg.
Além disso, o coeficiente angular da reta S é mg = 2 e areta L é descrita por:
y—(-2)=mp(z—1)<=y+2=my(z—1)
Como mj, = mg = 2 segue-se que:

y+2=2(@r—-1) <= y=2c—4

1/
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Exemplo 3.5
Retas Perpendiculares L1 : y = miz e Ly : y = mox denotaremos por L1 L Ly : Nao perde a generalidade a

A(1,0)

C(l.my)

demonstragdo, visto que: usando retas paralelas fariamos o caso geral.

Sejam L; : y = mix e Lo : y = max retas perpendiculares L; | Lo a luz do Teorema de Pitdgoras,

temos:
[d(B,C)* = [d(O,B)+[d(0,0) <= (1—1)*+ (m1 —my)* = 1> + m} + 1> + m3
<= mf + —2mims +m§ =2 +m? +m§ < —2mimg = 2 <= mimo = —1.
Portanto,
L1 Ly <= mymy = —1.
[ |
Exemplo 3.6

Determine uma equagdo da reta L que passa pelo ponto P (—1, 2) e é perpendicular a reta S
dadaporz —3y —1=0.

Solucao
Um esbogo do grdfico da reta S é descrito por:

1 1
S:x—3y—1=0<:>y=§x—f

3
Para 1
z Y 3
(valor que conta o eixo y)
Para
1 1
y=0= -xr—s=0=uz=
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-0.4 -0.2

De fato, as retas sdo perpendiculares equivale a dizer:
L1S <~ mp.mg=—1.

Além disso, a reta S pode ser reescrita como

S:y=- 1,

Y 355
o coeficiente angular da reta S é mg = % assim,

1 1

mgs 1

3
De sorte que:
y—2 = =3(x+1)=-3x-3
y = —3Jr—-3+2<=y=-3z—-1

Agora, fazendo um esbogo do grdfico da reta L, a seguir:

Problema 3.3
Determine as equagdes das retas que passam pelo ponto P (0, —3)
e sdo tangentes a circuferéncia ¢ : 22 + y? = 1.

Solucio

Com efeito, a equacdo da reta que passa por P (0, —3) é dada por:

Yy =mzx — 3.
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Agora, para que as retas sejam tangente a circunferéncia, temos:

2 2:1
{x—i—y :>x2+(mx—3)2:1$(1+m2)x2—6mx+8:0.
y=mz—3

Dai, vem:

A = (=6m)’ -4 (1+m?) .8=0= 36m>—32—32m> =0
32 m=2v2
== 4m2—32202m2:Z:8z ou
m = —22.

Assim, temos dois casos a considerar:
1° Caso: m =22 =y =22z — 3.

2° Caso: m = —2V2 =y = —2v2z — 3.

3.4 Equacao do 2° Grau

Chama-se equagdo do 2° grau a uma varidvel x, a toda expressdo da forma:

ar? +bxr+c¢=0, coma,b,c € Rea #0.

Exemplo 3.7

2?2 —6r=0= 2% — 6+ (P 2

S =26 +9=9= (z-3)°=9—=

2

26) 7(2

r—3=3 r=206

—zr-3=4+/9=43 = ou = ou [
r—3=-3 z = 0.
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Exemplo 3.8
Ptr—1=0=22+a+ (1)’ 1=’ =242+l =l41—= @+’ ==
D N
:>:L‘+%:i\/§::|:‘/75:> ou == ou |
$+%:—T5 x:_lg\/g.
Exemplo 3.9
2x2+7x—|—6:0:>2[x2+%x] =—6=>x2+%x:—3:>x2+%x+(%)2: (%)2—3=>
p— =1l _ _3
) 1 2
= 4+ ) =Lt =2+I=%/t=tl= ou [ |
T = *74*1 =-2
3.4.1 Deducao da Férmula
Seja
y=azx>+br+c=0, coma,b,ceRea0.
Entdo, suas raizes sdo dadas por:
Tz = —bEVA
1= 2a
ou
—b—VA
T2 = Qf' -
Q
Demonstraciao
Com efeito, usando o procedimento de completamento de quadrados, tem-se:
2 2
2 2 b ¢ 2 b % 3 ¢
ar®+br+c = O0=a|z°+-2+-|=0=0a|l|lz°+-2+ 2% - %) +-|1 =0
a a a 2 2 a

=

5 b b 2 7(b2—4ac) B b 27(b2—4a0)
<x Jra“TJr(2a> 4a? 0= o) T

Agora, fazendo A = b2 — 4ac, obtemos:

- - = —_ -
S 2a 4a? * a a
De sorte que:
T = —b+VA
—b+ VA 2a
= ou
Ty = —bga\/Z'




3.4 Equagdo do 2° Grau

3.4.2 Soma e Produto das raizes do trindomio do 2° grau

Corolario 3.1

Seja
y=ar’+br+c=0, coma,bccRea0.

e sejam x1 e x5 suas raizes. Entdo, temos:

(2) 1+ X9 = —% (ZZ) XT1.T9 = § o
Demonstracao
Basta notar que:
(i) o +ap= =Y 4 SVl = 2 =
e procedendo de forma andloga, obtemos:
g —b+ VA ~b—VA —b+VA\ [b+VA
(i7) z1.22 = . =— .
2a 2a 2a 2a
- (A—bQ)_ (b2—4ac—b2)_4ac_c
o 402 4a? 4a? @
|
3.4.3 Forma Fatorada
Corolario 3.2
Considere
y=ar?+br+c coma,bccRea0,
sejam x1 e xo suas raizes, tais que: T + To = —g ex.ro = ﬁ Entdo,
tem-se:
y=a(x—x1).(x—x9) ©
Demonstracao
Com efeito,
b c 9
—(z14+29) = —, 21.29 = —ey =azx’ +bx +ec
a a
Entao,

b c
y = a[mQ—l—ax—f—a] :a[xQ—($1+$2)$+$1.$2:|

= a [x2 — 1T —x2x+x1x2] =alzx(r—x2) — 21 (x — x2)]

= a(z—x2).(x—2x1)=a(x—21).(x —x2).
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Portanto,

y=a(x—2x1).(r— x2)

|
3.4.4 A Deducao da equacao do 2° grau por Viete e Um pouco de Histéria
(7) Vamos descrever o método de Viéte 2 para a resolugio de equagdo do 2° grau. Seja
az? +br+c=0, a#0. @)
Fazendo = = u + v, onde u e v sdo incdgnitas auxiliares, e levando na equacéo (1), vem:
av? + (2au + b) v + au® + bu+c = 0. ()

Viete transformou essa equagio (2) numa equagio incompleta do 2° grau, anulando o coeficiente de
v, isto €, escolhendo u = 5—; Obteve assim a equacio:

) —b\? —b
av*+al—) +b|— | +c=0, 3)
2a 2a

e fazendo algumas manipulac¢des simples em (3), obtemos:

5 b*—dac

Ve = 12 (@)
Se b? — 4ac > 0, entdo, decorre de (4) que:
+vb2 — 4ac
vE ®)
a
€, portanto,
—b Vb2 —4dac —bxVb%—dac
r=u+v=—= = .
2a 2a 2a
Que € a "féormula de Baskara "o que parece ser exclusiva do Brasil, para maiores detalhes
veja referéncia [3] . [ |
Problema 3.4
Determine A, B e C, de modo que:
. T .. .o 224z T
(l) 1227;:;’1«%6 = % + % (”> w3iz2 = % + % + Tgl (“Z) z(a_;J:_l% = % + B;:Qif
N 2 1 A B
Lt M)
2—-5x+6 x-—-2 x-—3
Solucio
Com efeito,
2z +1  A(@-3)+B(x—-2) (A+B)z+(-3A—-2B)
2 —5x+6 (x—2).(x—-3) (x—2).(x—3)
A+B=2
— 2r+1=(A+B)x+(-34—-2B) =
( ) ( ) —-3A-2B=1

2Francois Viéte foi um matematico francés que nasceu em Fontenay no ano de 1540 e morreu em Paris no ano de 1603. Na sua juventude, estudou
e exerceu Direito e tornou-se membro do Parlamento da Bretanha. Nio era, portanto, um matemadtico por profissdo; porém o seu lazer era
dedicado a Matemdtica, dentro da qual desempenhou um papel central na transi¢do da época Renascentista para a Moderna. Fez contribui¢des
A Aritmética, Algebra, Trigonometria e Geometria, mas sem divida foi na Algebra que ocorreram suas mais importantes contribuices, pois
aqui Viete chegou mais préximo das ideias modernas.
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Agora, escalonando o sistema, temos:

{ A+B=2

—-3A-2B=1 B=7

A+B=2 A=—5
3E1+E2—>E2:>{ * :>{
Dai, reescrevemos a decomposicdo (1), tem-se:
2 + 1 5 7

m2—5x+6:x—2+x—3'

|
(i)
1 A B C
_ 2,2 2
3—22 x 2 -1 @)
Solucio
Com efeito,
1 B é+§+ C  Az(z—1)+B(x—1)+Ca?
22 x 22 -1 22 (x—1)
A2’ - Az+Bx—-B+Cs? (A+C)a*+(-A+B)z— B
N 22 (x—1) N x?(x—1)
= 0?+0z+1=(A+C)2*+(-A+B)z - B =
A+C=0 c=1
o -A+B=0 = A=-1
—_B=1 B=-1
Dai, reescrevemos a decomposi¢cdo (2) obtem-se:
1 -1 -1 1
e T 2
3 — a2 x+x2+x—1 @)
[ |

(iii)
224+x+2 A Bx+C

r(22+1)  x 2241 ©)

Solucao
De fato,
+r+2 é+Bx+C_A(£c2+1)+(B:v+C’)x
x (224 1) x  a?+1 x (224 1)
(A+B)z*+Cx+ A
B x (22 +41) B
— 2’4+242=(A+B)*+Cr+ A=
A+B=1 B=-1
- C=1 = C=1
A=2 A=2.

Portanto, decorre da decomposi¢do em (3) o resultado:
x2+x+2_2 —lz+1

v(x2+1) = 2241 ©
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3.4 Equacdo do 2° Grau

(@
Cuidado com
esse tipo de

operagao!!

\ 4

1 1
— #
y x+y

1
X
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Capitulo 4 - Médulo ou Valor Absoluto

Frases de Evariste Galois

“Nao chore, preciso de toda a minha coragem para morrer aos vinte anos.”
“Falta algo para completar esta demonstracio, mas nao tenho tempo.”
“Alguns mistérios sempre escapardo da mente humana. Para nos convencer disso, s6 € preciso dar uma olhada nas
tabelas de nimeros primos e ver que ndo existe uma regra, nenhuma regra. ”’

Evariste Galois nasceu em Bourg-la-Reine (Franga)
25 de outubro de 1811
31 de maio de 1832 (20 anos) - Paris

Neste Capitulo, abordaremos médulo ou valor absoluto, propriedades; inclusive envolvendo as desigualdades;
surgindo assim, algumas majoragdes necessarias para as demonstragdes futuras envolvendo limites de sequéncias,

fun¢des e continuidade no ponto.

4.1 Fundamentacao Tedrica
Seja z um nimero real. O médulo de x, denotado por |z| = d (0, X) é dado por:
r, x>0

le={
-z, <0

¢ a distancia da origem O ao ponto X na reta

d(0,X) = |x|



4.1 Fundamentacdo Tedrica

Exemplo 4.1
(1) I5| =5 (4i) |3 — 7| =7 — 3; Sabemos que: 7 ~ 3,14159...

z—1, r—12>0 r—1, x>1
(#i7) |x — 1] = = |z—-1] =
—(z-1), z—1<0 —rz+1, z<1

4.1.1 Propriedades

Propriedade (i) |z° =22, Vo € R. (i) Va2 = |z|

Demonstraciao

1° Caso:
z>0= |z]> = |z|.|2| = 2.2 = 22, (1)

2° Caso:
r<0=|z|* = |z|.|z| = (-z).(-2z) = 2?, (2)

dos casos (1) e (2), segue-se:
2f? = 2

[ |

Decorre daf (i)

|
n n
Propriedade (i) [z.y| = |z|.|y|,Vz,y €R. (iF) || = H Ve,y € Ry #0. (i) H H |5 .
j=1 j=1
Demonstracio (i) |z.y| = |z|. |y|,Vz,y € R
Com efeito,
2 2 2 2
lzyl” = (wy)” =2y =2l |yl
2 2 2
= Vleal? = Jlel 1y
2 2
VIzl A lyl™ = 2] - Tyl
|

Demonstragiio (i7) = Lzl Ve,y € R,y #0.

z
Y

[yl
Basta proceder de forma andloga ao caso anterior, vejamos:
2 2 2
— = —_ pr —2 fr— 72
y Y vyl

2
Il _ ||

2
z — _—
ly>

=
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4.1 Fundamentacdo Tedrica

Portanto,
2| _ lel
vl vl
|
Demonstracio (ii4) Usando o método de indug@o finita ( veja a referéncia [1] )
(a) Paran = 2, temos:
n=2 n=2
11 zi| = lerwal = |2 - [wal = ] |51 -
Jj=1 j=1
Logo,
z1 - 3| = [21] - |22
(b) Suponha vdlido para n (hipétese de indugdo finita), isto &,
n n
ij = |x1.29 ... 2p| = |21 |22 .. |Ts] = H |z .
=1 i=1
Entao, tem-se:
n+1 n n n n+1
11| =112 wner| = |11 2| - lensal = TT l2s] - lznial = T Il
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
€, portanto,
n+1 n+1
1= 1] 1=l
j=1 j=1
|
r=a
Propriedade (i) |z| =a,a > 0,Vz € R <= ou () |z <aa>0,Vxr e R<= —a<z<a.
T =-a
T >a
(731) |z| > a, a > 0,Vx € R <= ou ()Ve eR: —|z| <z <|z|.
< —a
rT=a
Demonstraciao (i) (¢) |z| =a,a > 0,Vz € R <= ou
r=—a
De fato,
lz] = a<e=|rff=1’=d><=21>—d’>=0
— (z—a).(z+a)=0<2=—-aouz=a.
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4.1 Fundamentacdo Tedrica

Exemplo 4.2

Determine x € R, de modo que:

e —1] =7
Solucao
Basta notar que:
r—1=m r=7m+1
lz — 1] =7« ou = ou
r—1=—m r=—-m+1.

Demonstracao (i) |z| <a,a >0,V e R<= —a <z <a.

>0
Por defini¢do, temos: |z| = { Hote
—x, <0
1° Caso: x > 0 :
lz|=2z<a
29 Caso: x <0
2] = -2 <a<=2x>-a
Agora, de (1) e (2), obtemos:
r<a
€ < —a<z<a
T > —a
Exemplo 4.3
Determine x € R, de modo que:
e —1] <7
Solucio
Com efeito,
[t —1| <7<+ —T<z-1<T7<= —6<z<8
T >a
Demonstracio (i) |x| > a,a > 0,Vz € R < ou
z < —a

Procedendo de forma andloga ao item anterior, tem-se:
z, x>0
|z =
—x, <0
1° Caso: x> 0 :

2] =2 >a
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4.1 Fundamentacdo Tedrica

2° Caso: x < 0:

|z] = —2 > a <=z < —aq, (2)
Assim, dos casos (1) e (2) segue-se:
T >a
ou
r < —a.
|

Outro modo de provar a mesma afirmagao:

Uma forma elegante e simples de demonstrar, € descrita por:

2| > ae=|p)ff=2>>a?<=1>-d>>0

T >a
— (r—a).(r+a)>0<= ou
r < —a
|
Exemplo 4.4
Determine x € R, de modo que:
|z 42| > 10
Solucao
Basta proceder de forma inteiramente andloga, para se obter:
z+2>10 T >8
|z +2| > 10 <~ ou = ou
r+2<-10 r < —12.
|
Propriedade (iv)Vz € R: —|z| <z < |z].
A luz da defini¢io, temos:
z, x>0
=] =
—x, =<0
1° Caso: © >0 :
2| > @ 1)

2° Caso: © < 0:
2| > —z <= —|z| < =x (2)
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4.1 Fundamentacdo Tedrica

Portanto, decorre de (1) e (2) que:
2| > =
e =z <z < x|

— x| < .

Propriedade Paratodo x,y € R, temos:
@) lzt+yl <lel+lyl (@) |of =]yl < |z —yl

(idi) |l =yl <z =yl (iv) D | <Dl
j=1 j=1
(4)
w+yl? = (@t =2+ 2y +y? <2 +20z] |yl +
w+y® < o 2]yl + JyP = (2] + )

2 2 2 2
= Jotyl < (2l + 19)* <= Iz 4+l < /(al + )

Logo,
|z +y| < |z] + Jyl.

(Conhecido como desigualdade triangular, ou seja, em qualquer tridingulo qualquer lado é sempre menor ou

igual a soma dos outros dois).

(i)
Basta observar que: |z| = |z —y + y| < | — y| + |y| e, portanto,

lz| = Jy| < |z —y]

(iid)

Basta observar que:

|z — |yl < |z -y lz| — |yl < |z -y lz| — |yl < |z -y
e s (S <~ e
Iyl — |z| < |z -y —(lz] = lyl) < |z =yl lz| — |yl > — |z — y|

= eyl <lel =yl <z -yl = [lz] = yl| < |z -yl

e, portanto,
x| = |yl| < |z —yl.



4.1 Fundamentacdo Tedrica

Inducao Finita sobre n

Paran = 2, temos:
2

2
D owj| = o+ wo| < |wa| + |za| = ) Jayl.
j=1

j=1

Portanto
2 2
> <Dl
=1 j=1

Suponha valido para n, entdo falta mostrar para n + 1.

Vejamos
n+1
ij = |eitaze+ ... tep | <|zrtao+ .o F x|+ | Tasa]
j=1
<z 4 ae+ oA x|+ Tl
n+1
<zl fzel o el gl =) gl
j=1
De sorte que:
n+1 n+1
Do <Dl
j=1 j=1
(Conhecido como desigualdade triangular generalizada ) |

#:  Exercicio 4.1
Prove que:
If () — f(2)] <20.|]z —2|para0 < z < 3;

Demonstracao

Com efeito,

|f (@)= f(2)] =] +2—10| =|(x—2). (" + 22 +5)].
Agora, 0 < 2 < 3 = |z| < 3, por conseguinte, obtemos:
(@ —2). (22 + 22 +5)| < |2 - 2|. [|x|2+2|x|+5} <20z -2,

Visto que: [\3:|2 +2|z| + 5} <32423+5=20.
Logo,
|f(x)— f(2)] <20.|z—2| para0 <z < 3.
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4.1 Fundamentacao Tedrica

Exercicio 4.2

Sejam y, yg, £ no corpo ordenado completo R,
tais que: £ > 0 e yo # 0, tal que:

ly — vol <min{

y # 0, prove que:

Yo

Vejamos alguma majoracoes antes de fazer a demonstracdo:

‘i—y%) = l=ile Jyo| — |yl < [yo — vl < %!l —
yl = lwol > =15t =yl > L = o <
Assim,
1 1 Yo — Y 2 2
‘_ | |<—2|yo—y|<72
TR [yl lvol  |yol Yol
11
ERRTI
Yy Yo

Dado ¢ > 0 existe § = min {%, 5‘3’2"‘2} > 0, tal que:

Y 1 2
vl <l Lo 2
2 lyl ol
€ lyol? 2|y — yol
‘y - yO‘ < 9 = 2 <¢.
Yol
Agora, de (1) e (2) segue-se que:
12y —yo| 2
9l Jyol? ol
De sorte que:
1 1
1ol
Y Y
4 Exercicio 4.3
Seja f uma funcdo dada por:
fla)=ot
T)=x+ —.
T

Prove que:

(i) |f(z) =2/ < (1+1). |z —1| paraz > 0;
(i) | f (x) — 2| < 3|z — 1| paraz > 3;
(#i7) f (x) > 2, para todo = > 0.

64

6]

2)



4.1 Fundamentacdo Tedrica

Demonstracio (%)

Com efeito,
2 _2x 41 2_92x+1
f@) -2 = x+—2‘= it ‘ s '
X X X
(z—1)° z—1 ||+ |1]

Como z > 0, segue-se que:

|f($)_2|§(1+i>.|x—1|.

[ |
Demonstracio (i)
Paraz > 1, entdo, 1 < 2e¢, portanto, 1 + 1 < 3.
Dai, e do item anterior, obtemos:
[f(x)=2[ <3|z —1].
[ |
Demonstracio (i4i) Basta revisitar a desigualdade entre as médias: geométrica e aritmética,
obtendo: )
x.lg x+;’ z > 0.
T 2
Logo,
f@)=z+-2>2
x
[ |

&  Exercicio 4.4

Sejam 1, x2, . . ., ¥, nUmeros reais positivos, tais que: ri.xs2...z, = 1.
Verifique se:

(I+z1).(I+x2)...(1+a,) >2".

Demonstracao

Basta notar que:
\/1.%‘1 S Héi 2,/.%1 S 1+.731
\/1.1‘2 S % 2./582 S 1 —+ X9
. : .
V1w, < H% 2T, <142,

Donde, obtemos:

T VeZes

——

visto que \/z1.22 ... Ty = 1.

Portanto,
(I4+z). (I+z2)...(1L+z,) > 2"

(Sera que seria possivel provar usando inducio finita sobre n? Porqué?)
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4.1 Fundamentacao Tedrica

#: Exercicio 4.5
(Vestibular: COVEST 1999: Fungdo e Majoragoes)

Seja f : R — R a funcdo definida por:

x27%
)= ——5,
7@ (27 +1)°
entdo, verifique se: 0 < f(100) < 10728,
Solucio
Com efeito,
bra 2%
fla)=—2—5= 2

(557 02

entdo,

100.2'%° 100.2'°° 100
(1 +2100)2 < 2200 - 2100'

f (100) =
Afirmagao: 2'°° > 100,
De fato,

2100 > 10%% <= 100.1log;, 2 > 30.log; 10
< 100.0,301 > 30 <= 30,1 > 30.

Por conseguinte, vem:

1 1
100 30
Assim, )
100 10 s

De sorte que:
0 < £(100) < 10728,

4,  Exercicio 4.6
Esboce os grifico de A = {(x,y) e R% 22 + 4% = 1} ,B = {u € R |z| + |yl = 1}
eC = {u € R%; max {|z|,|y|} = 1}’

Solucio

0\1
7

A\

4NN

(Relembrando, sdo definidas como normas euclidianas, norma da soma e norma do mdximo) |

66



5

4.1 Fundamentacdo Tedrica

Exercicio 4.7

Seja f () = apa™ + - - - + a1z + ap um polindmio com coeficientes inteiros.

(7) Se um ndmero racional %, p,q € Zem.d.c. (p,q) =1

( p e g primos entre si ) é tal que: f (g) = 0, prove que:
p/ageq/a, (pdivide ag e g divide a,).

(#i) x = Y/2 = /5 + ¥/2 + /5 € racional ou irracional? justifique.
(4)

Com efeito, f (r) = f (%) = 0, entdo temos:

n n—1
o <p) + =t (p) + “ (p> + = 0,
q q q

ou ainda,
n _ n—1 n—1 n
anp " = Qan-19p — - a1pq — apq
ou
n n n—1
apq = —Qpp — - —aipq .

Agora, observe que:

g divide o 2° membro de (1) . Logo, ¢ divide a,, ou ¢ divide p. Como
m.d.c. (p,q) = 1, segue-se que: ¢, a,. Analogamente, mostra-se que:
p/ ag.

(pdivide ag : p/ag <= Ik € Z : ag = kp).

(i)

Se r = ‘\%/2 — \/5-1- ‘\3/2+ \/5, entao, temos:

w3 =2-VE+2+v5+3{/(2-VB) V2 + V5 +3¥2- VBi/(2+ V5)".

= 4+3{/-1(2-VB) +3{/-1(2+V5)
w8 =-3(V2-V5+ V2+V5) +4

Donde, vem:

22 +3z—-4=0.

Dai, as possiveis raizes racionais, se existirem, sdo: +1, 2, +4.
A luz do algoritmo de Briott-Ruffini, temos: x = 1 é raiz. Assim,
a equagao toma a forma:

(z—1).(z°+z+4) =0.

Portanto, x = 1 é o unico racional admissivel.
Ou ainda,

\3/2—\/5+€/2+\/5=1.
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4.1 Fundamentagdo Tedrica

&  Exercicio 4.8

Os nimeros reais p, q € a sdo, tais que: p > 0,q > 0 e a > 1. Prove que:

+a?
Prod.a="2ca
p+q q

Demonstracao

Basta notar que:
p+a’q

> a:>p+a2q>pa+qa
p+q

= p(l—a)>qa(1—a):>£<a.
q
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Capitulo 5 - Pensando um pouco mais

Frases de Leonhard Euler

“Matematicos tem tentando em vdao, até o dia de hoje, descobrir alguma ordem na sequéncia de nimeros primos, e
noés temos razdes para acreditar que € um mistério no qual a mente humana jamais penetrard.”
“Eu venho de um pais onde pessoas sao enforcadas quando elas falam.”
“Por uma questdo de brevidade, nds sempre representaremos o nimero 2.718281828459... pela letra e.”

“Légica € a base da certeza de todo o conhecimento que adquirimos.”

Leonhard Euler nasceu na Basileia (Suiga)
(1707 — 1783, 76 anos, Sdo Petersburgo, Riissia )

Neste capitulo, resolveremos problemas envolvendo corpo ordenado completo, indugdo finita sobre n, médulo
e desigualdades envolvendo majoracdes. Bem como, densidade dos racionais e irracionais no corpo ordenado
completo dos nimeros reais. Uma motivacdo importante aos supremos essenciais que nio aparecem em textos
de andlise na reta. Alguns problemas envolvendo majoracdes com tema ndo usual como corda de uma elipse e

majoracgdes de tais comprimentos, majoragdes envolvendo fungdes exponenciais.

= Capitulo Exercicio <~

1. O.B.M.-Olimpiada Brasileira de Matemdtica
Prove que, para todo n natural, vale a desigualdade:
.1.3.5...(2n—1)< 1

P,
24.6...2n ~ 3n+1

Afirmagdo 1
Para todo n € N\ {0}, prove que:
@+ 1 _ 1
(2n+2)'V3n+1 " V3n+4




Capitulo Exercicio

Sugestao:

Basta fazer algumas manipulagdes bésicas para obter:

Cn+1)V3n+4 < (2n+2)V3n+1

— n+1)’GBn+4)<2n+2)>GBn+1)

= (4’ +4n+1)(Bn+4) < (4n* +8n+4) (3n+1)
— (12n° 4+ 28n* 4+ 18n + 4) < 12n° + 28n” 4 20n + 2
<= 18n < 20n, Vn € N\ {0}.

Agora, voltando ao problema dado usando indug@o finita sobre n, temos:
) _ o1 1
(i) Paran = 1, tem-se: 5 < NERESE

(#4) Suponha vélido para n. Isto é,
135..(2n—1) _ 1

P, :
24.6...2n ~ 3n+1
(hipétese da indugdo )
Entao, tem-se que:
1.35...2n—1) 2n+1) 1

. < .
2.4.6...2n (2n+2)_«/3(n+1)+1

A luz da afirmacdo 1,
(2n+1) 1 1

. < :
2n+2) V3n+1~ V3n+4

segue-se que:

n—1 (2n+1) 1

13
= . < .
24 2n (2n+2) 7 \/3B(n+1)+1

Portanto, P, € vélido via inducdo finita sobre n.

. Se A € M, (R), tal que: A é simétrica. Entdo, mostre que:

S A =T+A+... +A",
=0
é simétrica.

Se A € M, (R), tal que: A & simétrica, entdo, por defini¢do, tem-se:
A=AT,
Qeremos provar que:
ST=Y A =I+A+...+A"=S.
j=0
Inicialmente, provemos por inducao finita sobre n que: (A”)T = (AT)n e
A = AT Dai, segue-se que: (A")" = A™, vamos mostrar!
De fato,
(i) Paran = 2, tem-se:
(42)7 = (AA)T = ATAT = AA = A2,
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(ii) Suponha valido para n, isto é, (A™)" = A™, entdo, queremos
mostrar para n + 1
(An-i-l)T _ An-}-l.

Vejamos
(AT = (A"A)" = AT (A™)T = AA™ = A",

Consequentemente, obtemos:
T

sT SA| =(I+A+...+AM
j=0

— (IT+AT+...+(A")T)
= I+A+...+A"=S.

Dito de outro modo, S é uma matriz simétrica.

. Vale salientar que usamos este resultado: (AB)” = BTAT.

De fato,

(AB);‘:‘ = (AB)ij = Z AiaBaoj = Z BJ’TaAgi = (BTAT)ji'
a=1 a=1

De sorte que:
(AB)" =BT AT,

. Generalize!
(ArAg.. AT =ATAT ). AT AT,

Usando indugdo finita sobre n € facil ver que:
(i) Paran = 2, temos:
(Ar.Ag)" = AT AT

Caso anterior

(i) Suponha vélido para n, ou seja,
(ArAg.. AT =ATAT ). AT AT

Hipotese de indugdo
Entdo, falta mostrar paran + 1.
Basta notar que:

hipétese de indugdo hipétese de inducdo

——

—_—
T
(ArAz. . ApApgn) =AT ) (ALAy .. AT = AT t)AF . AT AT

(n
Logo,
T
(A1 Ag.. AnAgin) =Af )AL AT AT
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Capitulo Exercicio

. Sejam a1, as € a3 nimeros reais positivos. Prove que:

11 1
(a1 +ax+az).| —+—+—|>09.
aq a9 as

Generalize.

A luz dadas desigualdades entre as médias geométricas e aritméticas, temos:

i < W 0

1,1, 1
3 iiig (al +(l2 +(l5) (2)
V a1 ag as 3

Agora, multiplicando membro a membro (1) e (2) e destacando que

e de forma andloga, vem:

T 11

3 3 1
- 3
3 Haj .3 H ; = \J/al.a2a3. _— 1,
j=1 j=1"

ai ap as
obtemos:

11 1
3% < (a1 +az +as) - <++)
aq as as

. Sejam a; € R ( corpo ordenado completo ), com a; > 0, para todo

7 =1,2,...,n. Mostre que:

1 1
(a1+...+an).<a+...—|—) > n?.
1

1? modo:
Sejam a; € R, com a; > 0, paratodo j = 1,2,...,n, entdo, facamos por
simplicidade

W= (\J@T, ., Jam) ev = (\/1671\/%)

Além disso, veja que resultados lindos e elegantes, usando a norma euclidiana

- 1 1
E:aja‘lv”: Tt =
j=1 1 n

e

(w,0) = i(@j@) @\/Zfl++@\/zfnn

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos o belissimo resultado:

- 1 [1 1
n = Vai.— | < vVar+...+ap/ —+ ...+ —,
j; J £/ aj aq Qp,

e o produto interno usual, temos:

[lu|l a+...+a, =




Capitulo Exercicio

e, portanto, elevando-se ao quadrado, ambos os membos da desigualdade,

vem:
9 1 1
n“<(ar+...+ap).|—+...+—|.
aq Qp,
|
2° modo:
A luz dadas desigualdades entre as médias geométricas e aritméticas, temos:
"al.ag...ang(al+a2+“'+an). (1)
n
e de forma andloga, vem:
1 1 1
1 1 1 (*-f—*-‘v-...-f—*n)
Y R G LA 2)
ap a2 Qn n
Agora, multiplicando membro a membro (1) e (2) e destacando que
n n
1 /11 1
s Haj e H* = Yai.as...ap. {|——...— =1,
. - Qg ay Gz Qn
j=1 =1
obtemos:
) 11 1
n® < (v +rt.Hxn) (— 4+ —+. o+ —
I i) In
|
Revisitando as densidades dos niimeros racionais e irracionais em R
. Q¢é "denso"em R, isto é, dados x,y € Rcom x < yexiste r € Q, tal que; z < r < y.
Demonstracao
Sejan € N, tal que:
1
n>-—— = ny—nx > 1. (D)
y—x
Sejam € Z, tal que:
m—1<nzr<m. 2)
Agora, decorre de (2) que nx < m = x < 7*. Além disso, de (1) e (2),
temos: m < nx + 1 <ny = ' < ye, portanto, x < 7= < y.
|

. R|Q é "denso"em R, ou seja, dados x,y € R com x < y existe z irracional, tal que:

T <z<y.

Demonstracao

Basta usar o resultado do item anterior, destacando os ndmeros reais % e %

obtendo um nimero racional 7 # 0, tal que: % <r< % Entdo, z := /2 é

irracional satisfazendo z < z < y. |
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10.

1, z€Q

Verifique se a funcdo f : R — R definida por: f (z) =
q ¢do f por: f(z) {07x€R\Q

é periddica sem periodo fundamental.

Soluciio Sugestdo: Basta notar que f (x +p) = f (z),Vx € R.

Dé exmplos de soma de fungdes periddicas que nao é periddica.

Escolha f (z) = sinz + sin (ax), com o € R\Q (irracional ). Mostre que:

f ndo é uma fungdo periddica.

Por defini¢ao, temos:

fl@+p) = f(z)

sin (z + p) +sin (azx + ap) = sinz + sin (ar) <

sin(z+p) —sinz = —[sin(ax+ ap) —sin (ax)].
Note que: sin (a + b) — sin (a — b) = 2sinbcosa.
Assim,

sin(z+p) —sinz = —[sin(az+ ap) — sin (ax)]

2sin (g) . COS (:C + g) —2sin (%) . COS (Ozx + ?)
sin (g) . cos (x + g) —sin (%) .Ccos (ax + %)
sin (g) .cos(z) = —sin (%) .cos (ax) .

Sex = Z,entdo, sin (%) =0 = % = kym = ap =2k, k1 € Z,
por outro lado, temos:

Se ax = 7, entdo, sin (%) =0= L =kom = p =2kom, ko € Z.

Dai, vem: a2kom = 2kim = a = %, com ko # 0. Absurdo! Visto que:

« € irracional.
De sorte que f ndo é periddica.

. Seja f uma fung¢@o dada por:

fx)=a%+2.
Prove que:

(@) |f () — f(2)] <20.|]z —2|para 0 < z < 3;
(#4) Dado € > 0 existe § > 0, tal que:

|f (@) = f(2)] = |#® + 2 — 10| < € desde que: |z — 2| <.

Observe que:

f(z) = f2) =] +a—10|=]|(x—2).(2® +22+5)].
Agora, 0 < x <3 = |z| < 3,

por conseguinte, obtemos:

(@ —2). (22 +22+5)| < |z —2|. [|:c|2+2|x|+5] <20z — 2|,
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Visto que: [|x\2 +2|z| + 5} <32423+5=20.
Logo,
[f (x) = f(2)] <20. |z — 2| para0 <z < 3.

Algumas Majoragées:
lt—2|<l=1<z<3=|z|<3e

(@ =2)]. [Jaf* + 2] +5] <20[5 -2 <e=> [z -2 < .
Assim, basta tomar 6 = min {1, 2—50} .

Dado € > 0 existe § = min {1, 5} > 0, tal que:

=2 <1=>|a| <3=>|22+20+5| < [\x|2+2|x\+5] <20e
|t —2| < 55 = 20. |z — 2| <e.

Assim,

20. |z — 2| |22 4 2z + 5| < 20.c = |(z — 2). (z? + 22+ 5)| < e.
Portanto,

|f (@) = f(2)] = |#* + # — 10| < € desde que: |z — 2| < 4.

Sera abordado posteriormente no topico de funcoes continuas

E um erro comum, de alguns livros de Cdlculo, dizer que: toda funcdo continua é aquela que tracamos o

grdfico de f sem tirar o ldpis do papel. Toda fungdo deste tipo é continua. Mas, nem toda fungdo contina é

deste tipo. Seja X um conjunto discreto (um conjunto é discreto se todo ponto de X é isolado). Assim, toda

Sfuncdo f : X — R é continua em xy € X. De fato,

(xo— 6,20+ 0)NX = {axo} = |z —20| <9, z€X:
x = zo=|f(x)— f(z0)] =0<e¢ Ve>0.
. Se % = z—j =...= z—: num corpo ordenado K, prove que, dados a1, as,

n

E a;jT;

J=1 x3

as...,a, € K taisque: a1y; + ... + apy, # 0, tem-se: <5 =

Se &L =2 — = In — g entdo, temos:
Y1 Y2 Yn
Tr1 = ay a1r] = a1ay1
To = ays A2X2 = Q202 n n
— . — E (le’j:a E ajyj.
: j=1 j=1
T alYn AnTp = AQpaYn
Logo,

n
> ajx;
j=1

T

n - Y1
> s
j=1
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13.

Dividir um ndmero "a"em partes 1, T3, . . . , T,, proporcionais a:
ai,as,...,a, € K, tais que: 1 + 22 + ...+ =, = a. Prove que:
r] =24 gy =992 ggp — 400

doew Dw D

j=1 j=1 j=1

Com efeito, x1, x9, ..., x, € diretamente proporcional a a1, as,...,a, € K,

com que: 1 + x2 + ...+ x, = a. Entdo, tem-se:

4 =22 — | = In = B Consequentemente, temos:
ay a Qn,
T = Ba1
T = BCLQ n n a
:ExJ—BEaj:>n =B
Jj=1 Jj=1 E ;i
J
T, = Bay, j=1
Dai, segue-se que:
T gal y L2 70;0,2 y € Tp = Sa"

. Seja f : R — R continua. Mostre que o conjunto

Zy={z €R; f(x) =0}
¢ fechado. Conclua que, se f, g : R — R s@o continuas entdo

C={zeRf(z) =g ()}
é fechado.
Fatos que ajudam:
(F'1) S é fechado quando 9.5 C S, onde JS denota a fronteira de S.
(F2) S é fechadoe=> S = S = S U 35S, onde S é o fécho de S.
Queremos provar que Z é fechado. Isto &, Z; = Z;.

1° caso: Zy C Zf

Seja x € Zy, entdo, como Zf = Z;U0Zy, segue-se que: T € Zf.

Logo Z; C Zj.

29 caso: Zf C Zy

Sejax € Zf, entdo, existe (z,,), com x,, € Zy, tal que: x,, — .

Agora, por defini¢do f (z,) = 0. Como f é continua em R, segue-se que:

0= Tim f(2n) =/ (lim 2, ) = f (),
n— oo n— o0
donde, vem f (x) = 0, ou ainda, z € Z; e, portanto, Zf C Zy.

Combinando os casos (1) e (2), obtemos:

Zy = Zs.
Consequetemente, fagcamos h = f — g, entdo,
Crp ={z € R;h(z) = f(x) —g(x) =0},

pelo item anterior, C, é fechado, isto €, C' € um conjunto fechado.
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15.

16.

Sejam y, yo, £ no corpo ordenado completo R,
tais que: £ > 0 e yo # 0, tal que:

Yol §|yo|2}

— < 1 -

y # 0, prove que:

1 1
ESTI
Yy Y
Vejamos alguma majoracdes antes de fazer a demonstragio:
’5 — )=t e fyo| — Jy| < [yo —yl < %l —
[yl = lvol > 15" = Iy| > 5l = 57 < 2.
Assim,
1 1 Yo — Y 2 2
’— | |<72|yo—y|<72
Yy Y lyllyol  Jyol ol
1 1
E
Yo
2
Dado ¢ > 0 existe § = mm{%, El'y;l } > 0, tal que:
Yo 1 2
vl <l Lo 2
2 lyl Iyl
Elyol” __ 2y — ol
‘y - yO‘ < ) 2 < 5
Yol

Agora, de (1) e (2) segue-se que:
12ly-—yl 2

lyl Jyol? Yol >

De sorte que:

Sejam z, y, ¢, Yo, & no corpo ordenado completo R,
tais que: £ >0

: §
|$ 7$0| < mln{Q(k]JOH—l)’l}

£
Y—YI| <571 1\
VS )
Prove que:
lzy — zoyo| < &.

Alguma majoragoes:

77

(D

2)



Capitulo Exercicio

lry — zoyo| = |zy — 20y + Toy — ToYo
[y (x —x0) + 20 (¥ — Yo)|
[yl |(x — x0)| + |20l |(¥ — yo)| -

IN

Além disso, temos:
o] — el < |z — @0l < 1= [a] < |ao| +1
e
lyl < lyol +1.

Assim,

IN

lyl[(x = z0)| + |20l |(y — o)

§
< (lyol +1) IS

\333/ - $0y0|

N

£
+ (|zg| +1) . ————m—,
e, portanto,

lzy — zoyo| < &.

Faca a redagdao matemdtica da demonstracdo.

. Seja f uma fun¢do dada por:
1
Prove que:
(i) |f(z) =2/ < (1+121). |z — 1| paraz > 0;
.. 1.
(@d) | f (x) — 2| < 3|z — 1| paraz > 3;
(#i1) f (x) > 2, para todo = > 0.
(i) Com efeito, |f (z) — 2| = o+ L — 2| = w“gwﬂ‘
— iz—?ﬂac-l-l _ (w;l)Q _ |IT—1| Jz—1] < Ix\li‘ll\. lz—1].
Como z > 0, segue-se que:
1
If(z) —2| < (1+x> Sz —1].
(ii) Parax > 1, entdo, L < 2e, portanto, 1 + 1 < 3,
Dai e do item anterior, obtemos:
[f () =2/ <3|z —1].
(7i7) Basta revisitar a desigualdade entre as médias: geométrica e aritmética,
obtendo: )
1 +
z.— < L x>0
T 2
Logo,
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19.

. Se f:]0,1[— R é tal que: Vz €]0, 1], tem-se

rl<gero=1|7(3)+r (5]

entdo, verifique se:

1
\f(a:)|<Z—n,paratod00<x<1en:1,2,~-~ My

Usar indugdo finita sobre n

(i) Paran = 2, tem-se:

“d<s(E)<d U< (8) 4 F(E) <1
€ - U, —
—3 <f () <3 —1<3l/ G+ <
1
@) < 55
(#4) Suponha vélido para n. Entdo, falta mostrar para n + 1.
Vejamos
—3 <f(3) <3 —a <f(3)+F(F) <5
e - 3
—r <J(5F) <z e <31/ (3) ()] <
Logo,
1 1
“onit < f(@) < PYESE
ou ainda, .
|f (z)] < Jnii Vo €]0,1,n=1,2,...n,..
Seja f : S — R uma fungdo limitada.

(i) a =sup f,Va € S;
(1) Prove que: dado e > 0 existe zg € S, tal que:

f(xo) >a—e<sup f=inf{C; f(z) <C,Vz}

Com efeito, f (x) < C, Vx, donde, C' é cota superior para f (z), z € S.
Dai, vem: f (z) < a < C,Vz € S. Além disso, dado € > 0 existe xg € S, tal
que: f(xzo) > a — ¢, ou seja, o é a menos das cotas superiores. Logo,
o =sup f.
Por outro lado, temos:
a < (C,VxeS— a<infX, onde:
X = {C; f(z) <C,Vx}.
Agora, sabe-se que por definicdo o > inf X.
De sorte que:
o = inf X
ou ainda,

sup f =inf {C; f (z) < C,Vz}.
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Define-se:
inf f:=sup{C; C < f(z),Vz}.

Vale ressaltar que: se trocarmos Yz € S por quase sempre (q.s.) a menos de um conjunto de medida nula a

Lebesgue ou em quase todo ponto (q.t.p.) estabelecemos assim, o chamado Supremo Essencial

supess (f) :=inf {C; f () < C, ¢.s.}.

. Sejam 1, xa, . . . , T, NUMeEros reais positivos, tais que: z;.xs...x, = 1.
Verifique se:
(I4+z). 1+z2)...1L+z,) =27,

Basta notar que:

\/1.331 S H_% 2,/3]1 S 1 + 21

1.562 S H% 2\/5232 S 1 —+ 29
. : .
Lz, < e 2T, <1+,

Donde, obtemos:

n VezZes

——
22...2<(1+x).- A +mz2)---(1+m,),

visto que \/x1.22 ... Ty = 1.

Portanto,
(1+I1).(1+JJ2)...(1—|—$") > 2",

O mesmo problema, poderia ser provado ou ndo, por inducdo

finita sobre n? Explique!

. Sejam a, b, c € R ( corpo ordenado completo ), taisque: 1 <a <b<ce

b —a = ¢ — b, mostre que:
Inb Ine

Ina ~ Inb

Basta observar que:
VIina.Inc < 711”1;1“0 = L(gc) =1In(vac) <In (%) =Inb
VIna.lnec < Inb.

Logo,
Inb Inc

Ina.lnc < (Inb)* < e A
na In
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22. Questdo de autoria do Prof. Dr. Marcos Crispino
Majoragoes
Dada a elipse descrita pela equacio i—z + "g—j =1lesejalo

d
<+ e
/s
rd
—t t
4
/,
/
/

comprimento da corda da elipse que contém a origem. Mostre que:

2b < L < 2a.

Com efeito, um conjunto de equacdes paramétricas da reta S, sdo dadas por

=mt
5. { r=m m
y=nt
onde: v = (m,n) em? +n? = 1.
Consequentemente, tem-se:
22 g? (mt)*  (nt)? o (m? n?
2Te T 1T e T =it (cz?+l)2>:

o (m2b* +n%a®\ 1 B +ab
= ! a?b? == /202 + n2a2

Dati, levando (2) em (1), obtem-se:

0.1)

ab
() ¢ = m2b% + n2a? — Alzny),
mab nab
ondex; = —m—————cy; =

/m2b2 + n2a? h ~/m2b2+n2a2.

Procedendo de forma andloga, vem:

—ab
Ot = e Bl
—mab —nab
ondexy = —————¢€yy=

2 iz 2T e e

Assim, o comprimento L, é descrito por:
L = d(AB)= /(o1 —2:)° + (g1 — o)°

(2mab)® + (2nab)® B 2ab
(Vm?Z £ n2a?)?  Vm?b? + n?a?’

Visto que: m? +n? = 1.

Logo,
2ab

VvVm2b2 + n2q2
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23.

Agora, observe que:

m2b? + (1 — m2) a®—a>2 = m? —m2d®

= m? (b2 faz) <0.

Donde, vem:
1 1
vVm2b2 +n?2a2 < Vail—-<-—n———
a v/m2b2 + n2a?
2ab
T R ——
/m202 + n2a2

Analogamente, temos:
m?? + (1-m?)a® - = —b*(1-m?) + (1-m?)a?
= (1 — mz) (a2 — b2) > 0.

Portanto,
1 1
Vm2b? +n2a2 > VPR — < -
/m2b2 + n2a2 ~ b
2ab
L _—I<2.
Vm?2b? 4+ n2a?
Segue-se de (3) e (4) o resultado, ou ainda,
2b < L < 2a.
Vestibular: COVEST 1999: Fungdo e Majoragdes
Seja f : R — R a funcgdo definida por:
277
fa) = ————3,
(2= +1)°
entdo, verifique se: 0 < f (100) < 1028,
Solucio
Com efeito,
Pra x2%
fla)= 12— = 2
HE) )
entao,

100.2100 100.2100 100

f(100) = (1 + 2100)? < 7500 3100

Afirmagéo: 2'°° > 1030,
De fato,

2100 > 103 <= 100.1log;, 2 > 30.1log; 10
<= 100.0,301 > 30 <= 30,1 > 30.

Por conseguinte, vem:

1 1
100 30
Assim, )
100 10 s

(0.2)

0.3)
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24.

25.

De sorte que:
0 < £(100) < 1072,

Normas equivalentes em espagos de dimensdo finita
Sejau = (x,y) € R?, mostre que:
V2
2

ou seja, a norma euclidiana € equivalente a norma da soma.

ully < flull < lull,

Algumas normas:
[|ull = \/ﬂﬁy2 (norma euclidiana),
llull, = |z| + |y| (norma da soma) e

lull ., = max{|z|, |y|} (norma do mdximo ).

A priori,

ull = Va? + y* = llull < Va2 + Vy? = |z + [yl = |lull, = [Jull < [Jull,.

Dai, vem:
ull < [lulls - (1)

Além disso,

(ol = ly)* = 0 = |l + [y* > 2]al |yl = 2 (Jaf* + |yI*) = (] + y))?
2 2

— Jull, = l2] + lyl < V2y/lal* + yf* = V2 Jul .

Donde, obtemos: )

7 Jull, < [lul 2)

Agora, combinando os resultados (1) e (2), segue-se que:
V2
2

ully < flull < Jlull,

Esboce os grificode A = {u € R?%; ||ul| = 1} ,B = {u € R?;|Ju|, =1}
e C={u € R?|u|,, =1}, onde: u = (z,y).

B 4
1

1/ 0\1
N
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26. Normas equivalentes em espagos de dimensdo finita

27.

28.

29.

Dé um contra-exemplo para mostrar que as normas da soma e do maximo néo
satisfazem a identidade do paralelogramo.

2 2 2 2
o+ ol + = ol* = 2 (Jlul® + |10]*)

Basta tomar e; = (1,0) e e3 = (0,1) . Sendo, vejamos:

lealls = (L 0)[l, = Tefleall, = [I(0, D[y =1

llex + ezl = [I(1, Dl = 2, llex — ezl = [[(1, =D, = 2.

Procedendo de form andloga, obtemos:

el = Lillealle = Liller + eall oo = max {[1], [1[} =1
€
ler —ealloe = max{[1],[-1} = 1.

n_ng

Se um nidmero real "a"é tal que: 0 < a < ¢, para qualquer nimero
positivo €, entdo, a = 0. Se a — € < b, Ve > 0, entdo a < b.

Com efeito, 0 < a < ¢, paraa > 0, tome € = %, logo terfamos 0 < a < %
Absurdo! Portanto, a = 0.

Sea—e€ < b, Ve > 0,entdo,a < b+ ¢, Ve > 0.

Suponha a > b, entdo, a — b > 0 < (a — b) € RT. Tomemos ¢ = a — b. Entdo,
tem-se:

a<bt+e=bta—-b=a<=a<a.

Contradicao! De sorte que: a < b.

Seja € > 0 um nimero real dado. Construa uma familia infinita {I,, } de intervalos abertos com as seguintes

propriedades:
(7) Cada intervalo I,, contém o natural n;
(#4) A soma dos comprimentos de todos os intervalos da familia é < e.

i
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30.

31.

Solucao

Seja o natural n do item (1) e seja € > 0. Construamos a seguinte familia de
intervalos 1,,, admitindo 6 = I

I = (n -5 n+ i) cujo comprimento é 5

I, = (n -5 n+ §) cujo comprimento é 55

I3

e e . . . €
(n — 1ot E) cujo comprimento é 55

I, = (n — 5w, N+ ﬁ) cujo comprimento é 57=.

Agora, a soma dos comprimentos é descrito por :

. T "
— 1
= e.g o1 = €
n=1

Poderiamos ter tomado qualquer § < 5. Vale ressaltar que: este tipo de argumento ¢é fundamental para se

provar o seguinte resultado. Todo subconjunto enumerdvel E C R tem medida de Lebesgue zero.

|
Determine para que valores de "a"da equacao
1+ sin? (ax) = cos z.
admite alguma solucao ndo-nula.
Solucio
Com efeito, sin? (ax) > 0, entdo, temos : sin” (ax) = 0 ou sin? (ax) > 0.
Afirmagdo: Néo ocorre sin® (azx) > 0.
De fato, se sin® (az) > 0, entdo, cosz > 1. Absurdo!
. sin (ax) =0 axr = nim
) sin? (az) = 0 (az)
Assim, == e == e , desde que:
cosx =1
cosx =1 T = 2nom
ni,ng € Z e ny # 0 ( pois, buscamos solugcées ndao-nulas ).
Consequentemente, obtemos:
ni
ar =mm = a (2nom) =T = a = —,
n2
e, portanto, a é um niimero racional.
No corpo ordenado completo R para todo X € R, temos:X? > 0.
]
Sejamn € Ne z1,22,...,Zn € Y1,Y2, - - - , Yn SA0 nlimeros reais,entdo,
prove que:

(T1y1 + 2oy + 2ayn)’ < (2 + 23+ 4 22) - (YE+ v+ +2)

( Desigualdade de Cauchy-Schwarz )
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32.

n
Ponha f (t) = Z (x; — tyj)Q, entdo, temos:
j=1

n n n
Ft) = D af -2y my+12)
j=1 j=1 j=1

= At* -2Bt+C >0,
onde: A:Zy?,B:ijyjeC:Zx?
j=1 j=1 j=1

f(t)=At? - 2Bt +C >0+ B* < AC.

Portanto,
2

n n n
Say | < Dov] (Dl
j=1 j=1 j=1

z

Um conjunto G de ndimeros reais é chama-se grupo aditivo quando 0 € G e Vx,y € G. Entdo,
r€G=-1r€Gex,y e G=(x+y) € G. Sejaentio G C R um grupo aditivo de nimeros
reais. Indiquemos com G o conjunto dos niimeros reais positivos pertencentes a G. Excetuando o caso
trivial G = {0}, G é ndo-vazio. Suponhamos pois G # {0}. Prove que:

(1) Se inf GT = 0, entdo, G € denso em R;

(ii) Se inf Gt = a > 0, entdo, a € GT e G ={0, +a, 2qa,...}.

() Suponhamos por absurdo que G nio seja denso em R. Entdo, G # R,
pois, G C R, donde, existe = € R, tal que:z ¢ G. Observamos que:

inf G =0 = [z + (—2)] € G, pois (G, +) € um grupo aditivo, entdo z € G,
por conseguinte, vem: z € G. Contradicio! Logo, G = R e como G C R,

segue-se que G € denso em R.

(ii) Suponha por absurdo que a € G¥,pelo item anterior G = R, entio,
a € G;como Gt c G CR, segue-se que;

a ¢ G* NGN C G. Dai, obtemos: a ¢ (G, +) e 0 € G. Donde, vem:
0=[a+ (—a)] € G =>a € G. Contradi¢do! e, portanto, a € G* C G.
Agora, note que:

0=[a+(-a)eG=0¢€G,

—a={-a+[a+(-a)]} €eG= —a €@,

+2a ={-2a+[a+ (—a)]} € G = +2a € G.

Dai, continuando com o processo, obtemos:

G ={0, +a, +2aq,...}
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33. Sejam a, b, c € (0,1) . Prove ou dé um contra-exemplo:

Vabe + /(1 —a)(1—b)(1—c) < 1.

Basta notar que:

Vabe < Vab < a‘;b 0

e, analogamente,tem-se:

VI-al 50 g</i-aa p< -9t @

Agora, de (1) e (2), segue-se que:

Vabe++/(1—a)(1—b) (1 —¢) < 1.

|
34, Dados a,b € Rep > 1, entdo, prove que:
la + 6" <27 (|al” + [b]").
Com efeito,
la+0| < |a| + [b] < 2max{|al, [b]}.
Por conseguinte, temos:
la+b]” < (Ja| + [b])" < 27 (max {[a], [b[})" < 27 (|af” + [b[") .
Logo,
ja +b[” < 27 (la]” + [b") -
|
35. Sejam x1, x9, ..., x, ndmeros reais positivos prove que:
n T +x2+ ... +an
< Yri.x9...2, < .
T b n

Sugestao: Use o fato de que: ¢* > 1+ z, 2 > 0.( Prova trivial )

Basta observar que:

6%712%7
comj=1,2,... ned= 2ttt
Vejamos
ed— >4
6%7 2% | 2 In 1 T x z
= (A7) () et s
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36.

37.

38.

Logo,

A> Vrixo. . Ty,

A primeira desigualdade € imediata, de fato:

1 1 1
T 1<(a+a +%)
T 'arg ' Ty n
Logo,
i < Yxi.20 T
T T T Yryxe . Xy,
De sorte que:
n < VErE = r1+xo+ ... +xy
1 1 1 . ceedin > .
ata T Ty "
Se y = 55755 — woeige» €NtAO, verifique se: y = 4
Solucio
1 V3 cos10° —/3sin 10°
YT Sin10°  cosl0° Isin20°
(% cos 10° — § sin 100)
= 4 =
sin 20°
_ 4 (cos 60° cos 10° — sin 60° sin 10°)
N sin 20° N
_ 4608(6.00 +10°) _
sin 20°

visto que: cos(70°) = sin (20°).
Se y = sin 10° cos 20° cos 40°, entdo, mostre que: y = 3.

Andloga a questdo anterior. ( Faga! )

Sejam ay, as, . .., a, sdo constantes dadas,

1 1
f(z) = cos (a; —I—LL')+§COS((I2—|—T[J)+...+FCOS(an+$)7
e x1, To sdo reais tais que: f (z1) = f (z2) = 0. Prove que zo — 21 = mm

para algum inteiro m.

Com efeito,

cos (a1 +x) = cosaj cosx — sinay sinx,

%cos (ag +x) = %cosagcos:z: - %sinagsinz
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2,%1 cos (a, +x) = 27%1 COS @y, COS T — 27»%1 sin a,, sin . Entdo,

1 1
flx) = Cosal—i-gcosag—%-...—f—ﬁcosan cos

1

. 1.
<51na1+281na2+...+2n_1

sin an> sin x.
Agora, fazendo

Sin a,,

A + = +...+ ! B i + i +...F !
= Ccosa — Cosa ——Cosay, € =sina — sin a —
1 2 2 on—1 1 2 2 on—1

segue-se que:
f(z) = Acosxz — Bsinx.
Além disso, tomando-se: C' = /A2 + B2, obtemos:
A B
flx)y=C oSt — ésinx .
Dai, eixste ¢ € R, de modo que:

cosgi):ge sing = —,

C
visto que: cos?¢ + sin® ¢ = 1. Assim,
f(x) =Clcospcosa —singsinx].
Dito de outro modo

f(x)=Ccos(¢+z).

Consequentemente, vem:

f(x1)=Ccos(p+21)=0 a1 =5 +mm
e = e
f(xa) =Ccos(p+2x2) =0 ¢+ a2 =F +now

com ny,ng € Z. De sorte que:
22 — 21 = (N2 —ny) ™ = mm, onde m = (ny —ny) € Z,

para algum m.

. Um exemplo de Corte de Dedekind
(1) Mostre que
A={zeQz>0ez’<2}

ndo tem supremo em Q.
(i) prove que:
B={ycQly>0ey’>2}

nao tem infimo em Q.
Majoragoes:

Considere x > 0 e 22 < 2, ndo haverd problemas, uma vez que: s6 queremos provar que A ndo tem supremo
em Q. Escolha um racional r < 1, daf, vem: 72 < r. Além disso, observe que:
(z+r) =2242r+r2<a?+2r+r=224+2z+1)r<2=—

:>0<r<§;ﬁ:>(2x+1)r<2—x2.
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40.

2—22

Queremos mostrar que: Vo € A,comr <le0 <r < 55

= (z+7r) € A

De fato,
(z+r’ = +2er+r? <2®+ Qe+ Dr<a’+2—2>=2.
Ou ainda,
(z+71) <2
Portanto,
(x+7r) €A

Procedendo de forma andloga, se mostra que

B={yeQy>0ey®>2}

nao tem infimo em Q.

Majoragoes:

Consideremos y > 0 e 4?2 > 2 nio haverd problemas, uma vez que: sé queremos provar que B ndo tem
29

y2y

Vejamos (y — 7")2 =92 —2ry+ 12> y% —2ry > 2.

infimo em Q. Escolha um racional 0 < r < (como foi realizada esta escolha que parece mdgica),

Dai, vem:
y* =2
2u

P —2>Uy<=0<r<

Além disso, observe que:
(y—r)° =92 —22r +12 > 2% — 201 > 2

2
Queremos mostrar que: Vy € B, com 0 < r < yQ—;Q = (y—r) €B.

Consideremos y > 0 e y*> > 2 ndo haverd problemas, uma vez que: sé queremos provar que B ndo tem
infimo em Q. Escolha um racional

2
-2
()<7"<y2 — 2 —2> 2y = y® —2ry > 2
Além disso,
1
7'<y—f<y<y=>y—r>0.
2y 2

Dado y € B podemos obtery —r € B,y —r < y.
Agora,
(y—r)2 =9 —2ry 4712 > y? —2ry > 2.

Logo,
(y —r) €B.

Sejam a, b, ¢, d elementos de R, onde b e d sdo positivos. Prove que ZII‘; estd compreendido entre o menor e

o maior dos elementos % e 5. Generalize.
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Algumas sugestoes e comentarios saindo da forma sucinta da estética na escrita matemdtica:
Nao iremos provar, o caso particular n = 2, vamos admitir como trivial, antes porém, vejamos alguma
notacdes que facilitard a escrita

n

E aj = a1 +az + ...+ ay, de formas andlogas, temos:
j=1

n

E bj =by+by+...+b, e 9to2toton — J2L Aoora, estamos munidos de ferramentas para iniciar
Jj=1

bi+bo+...+by

nossa busca de solugdo. Vale ressaltar que:

Se houver dificuldades; nao deixe em hipdtese alguma, de particularizar, vejamos:
3

3 E :ai

3
> aj=a1+ay+as Y bj=by+by+bye PHetas = IZL Neste caso,
i=1

b1+b2+b3 3
=1 E bj

i=1

3
>4
a1 +ag + asg j=1
m = <M,
= b1+ by + b3 5.0 7

queremos mostrar que:

j=1

a 2 a

onde m e M sdo respectivamente, o menor e o maior dos nimeros 3+, Z—Q, 52, que para facilitar a redac@o

matematica, escolhemos escrever na forma

m = min o a2 43 e M = ma 4 a2 43
frng _ — X - = =
bl’bg’bz; bl’b2’b3 ’

desde que b1, by e b3 sejam positivos.(Conseguimos enunciar de forma clara para n = 3), € assim que se
da o processo da descoberta, mesmo que modesta: conjecturar, particularizar, enfraquecer hipdteses e vé se
satisfaz a conclusio).

Deixemos de prosopopeia e passemos a acao

Com efeito,
mS%SM Wlb1§a1§Mb1
mSZ—;SM - mby < ag < Mby —
m< @2 <M mbs < az < Mbs
m(b1+b2+b3) < a1+ as+azg < M(by + bs + b3)
3
>4
m_ngzymgjfl < M.
by + by + b3 3
>.b
j=1
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41.

42.

43.

Mostre que
ar+as+...+ay

b+ bs+ ...+ by

estd compreendido entre o menor e o maior dos nimeros ‘Z—ll, ‘g—z, ...y 32, desde que
todos positivos.
A generalizacdo, se processa de forma inteiramente andloga:
Sejam b; > 0 com j = 1,2,...,nea;,b; € R, entdo temos:
m< g <M mby < ap < My
m< 2 <M mby < ag < Mby
— . —
mS%SM mbngangMbn
m(by+bo+...4+by) <ay+as+...+a, <M +bs+...+by)
n
PO
a;t+ax+...+a j=1
m< -2 L<M=m< I —<M
bi +ba+ ...+ b,
> b
Jj=1

Todo subconjunto enumerdvel E C R tem medida de Lebesgue zero.

E={z1,22,...Tpn,...}

: b1,ba,...b, sejam

Com efeito e sem perda de generalidade seja E ={x1,22,...2,,...}enumerdvel e seja ¢ > 0 dado e

I, = (¥n — 5, %n + 5= ). Entdlo,

tem-se:

(i) I,, é enumerdvel;

(1) med (I,) = zp + 57 — (;vn — 2;) = et
o0

(i) E C | Tn.

n=1
Assim,

0 < med (E) < med ([j ]In> < imed(ﬂn) = i 2;71 =¢, Ve

n=1 n=1 n=1

Portanto, med (E) = 0 a luz de Lebesgue.

Sejam A, B conjuntos de nimeros reais positivos. Definamos

AB ={x.y; v € Aey € B}. Prove que se A e B forem limitados
entao,

(7) A.B é limitado, sendo

(i) sup A.B =sup A.supB (ii7) inf AB =inf A.inf B
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44.

(1) Com efeito, Va1 € A,Vy1 € B, existem aq, as, by, be € R, tais que:

ap <1 <a
o = {a1b1 < z1y1 < agbs.
by <y < by

Logo, A.B € limitado.

|
(i) Vo € A,Vy € B, tem-se: © < supAey <supB = z.y <supA.supB.
Isto €, sup A. sup B € uma cota superior para o conjunto A.B e, portanto,
sup A.B <sup A.supB.
Agora, dado € > 0, existem g € A e yy € B, tais que:
> A < > B <
x SupA—————e¢ supB————
0 p (sup A + sup B) Yo p (sup A + supB)’
Dai, obtemos:
2
(sup A+ supB) €
. > A. B— :
o-4o SUp £ 5Ub (sup A + supB) ‘ (sup A + supB)
2
€
. > S A.s B— —_— —
x0.Yo sup A. sup €+ [(supA n supIB%)}
2
€
Q. > supA.supB—e, pois, | ——— | > 0.
0-Yo0 p up € p [(supA ¥+ supB)}
Dito de outro modo, sup A. sup B é a menor das cotas superiores para o
conjunto A.B. Logo,
sup A.B =sup A.sup B.
|

Envolvendo a reta real, pensando como um fio inextensivel, sobre o circulo trigonométrico S' imaginado

como um carretel

Mostre que:
R/Z~S' ondeS' = {z € C:|z| =1}.

A priori, vamos apresentar algumas das notagdes:
(i) R /Z Espago quociente de R por Z (ii) ~:Isomorfismo (iii) R /Z é
isomorfo a S* : 22 4 y% = 1.
Sejap: R — Stz ¢ (z) = 2™, onde: €2™%% = (cos (27z) , sin(27x))
Afirmagdo 1: o estd bem definida
De fato, 21 = 29 = €>™¥1% = 2™%21 —  (71) = ¢ (x2).
Logo, ¢ estd bem definida.
Afirmagdo 2: ¢ ¢ um homomorfismo
Com efeito, Vx,y € R, tem-se:
p(w+y) =t = 2ol 2T = o (3) - o (y),
e, portanto, ¢ ¢ um homomorfismo
Afirmagdo 3: Ker (¢) = Z (o nicleo de ¢ é Z.)
Por definigdo, temos:
Ker () = {zog € Rip (z9) = €1, e1 €S'},
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45.

46.

Note que: (a,b) - (1,0) = (a.1 — b.0,a.0+b.1) = (a, b).
Assim, (1,0) é o elemento neutro para (C, -) . Por conseguinte, obtemos:

o) = (cos(amo) sin(2mo) = (1,0) =
2 =1
C(.)S( 7TIEO) E 27'('330 = 2’[’L7T — o ="n,n € Z
sin(2mxg) =0

Ou ainda, Ker (p) = Z.

Afirmagdo 4: ¢ é sobrejetora

Vz € C,tal que: |2| =1 = 22+ y* = 1, onde: 2z = (z,y) . Além disso,
x2§x2+y2:1:>|x|§1:>—1§x§1.

Entdo, existe € R ( A luz do teorema do valor intermedidrio ), tal que:
0 . . 0

r=cos | — =sin|{ — |.
o ) <Y o

@ (;ﬂ) =2l = fi = (cos@,sin @) € S

Assim,

Dito de outro modo, vem: ¢ € sobrejetora.

Agora, pelo teorema do homomorfismo, temos:

R/ Ker (o) ~Im(p) <= R/Z ~S*.

Elementos de Aritmética
Prove que Vm € Z, tem-se:
m? =0 (mod4) oum? =1 (mod4)

Com efeito, m = 4qg + r, onde: 0 < r < 4. entdo, temos:

1 caso: =0 = m? = (49)° = 4 (4¢*) = m? =0 (mod 4).

2caso: r=1=m?= (4g+1)* = 16¢2 + 8¢+ 1 — m? —1=14(4¢> + 29)
= m?—-1=0 (mod4) = m? =1 (mod4).

3caso: v =2 = m? = (4g+2)* = 1642 + 16q + 4 = m? =4(4¢*> +49+1)
= m? =0 (mod4).

4 caso: v =3 = m? = (4qg+ 3)* = 16¢% + 24 + 9

= m?—1=4(4¢*+6¢+2) = m? —1=0(mod4) = m? =1 (mod 4).

Elementos de Aritmética
Ache z inteiro que satisfaz simultaneamente as congruéncias:
x =2 (mod5) 3z =2 (mod5)
(4) _ (B) _
3x =1 (mod8) 2r =1 (mod 3)

Fatos que ajudam:

Se m.d.c. (a,m) = 1, existe solugdo inteira « para a congruéncia

az = b(modm)

94



Capitulo Exercicio

47.

Mais ainda, se x( € uma solucdo , o conjunto £ de todas as solugdes da
congruéncia é dada por:
E=x0g+Zm={xo+km, ke€Z}.

(4)

1° Passo: © = 2 (mod 5)

Uma solug¢do particular € 2o = 7. Logo,a solucdo geral serd dada por:

r = x9+ mk="T+45k.

2° Passo: 3x =1 (mod8) = 3(7+5k) =1 (mod8) = 21 + 15k. =1
(mod 8) = 15k. = —20 (mod 8) . Cuja solugéo particular é kg = 4

( Visto que: 8, (15.4 4+ 20) = 8,780 = Jp; : 80 = 8p1 ).

Dai, segue-se que k = 4+ 8p, p € Z.

Portanto,

x = T+5k=T7+5(4+8p)=27+40p, p € Z.
r = 274 40p, p € Z,

¢ a solucdo do sistema.

- ) _ 9
Solucao alternativa: v (mod 5)
3z =1 (mod8)

e comkq, ko €7
3x — 1 = 8ky 152 — 5 = 40k,

— {232 — 21 =40 (ky + ko) = 40p = {23z — 21 = 40p
= 23 = 21 (mod 40) . Note que: xy = 27 é solugdo particular. Portanto,

x =27 +40k, k € Z,

¢ a solucdo do sistema.

(B) Basta proceder de forma andloga!

(7) Seja p um ndmero primo e 1 < n < p, n inteiro. Mostre que

(i)zo(modp).

(3) Prove que: se p é um ndmero primo, entéo,

(x +y)! =2 +y” (modp), Vz,y € Z.

n

(p) p! _pp=1D(P=2)...(p=n+1) _pan

2 R o
Como é inteiro, segue-se que n! ndo divide p, donde, vem: n! “ay,.
n

Logo, existe k € Z, tal que: a,, = nlk

. e
<p>:pa' :pin' :pk:><p>50(modp).
n n! n! n

de sorte que:
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48.

(i)

(x+y)P =aP +...+ ( ]; >xpiyi—|—...—|—yp.

Pelo item anterior (
n

b ) = 0 (mod p) . Portanto,

(x+y)! — (@ +yP) =pk, k€ Z = (x +y)’ = 2P + 9" (modp), Vz,y € Z.

Sejam K e L corpos. Uma fungdo f : K — L chama-se um homomorfismo quando se tem

flaty)=f@)+ ) e fley) =f(=).fy)
quaisquer que sejam x,y € K.
(7) Dado um homomorfismo f : K — L, prove que: f (0) =0
(1) Prove também que, ou f (x) = 0 para todo 2 € K, ouentdo, f (1) =1
e f € injetora.

(i) Com efeito, f (04 0) = f(0) + f (0), entdo, f (0) = 0.

f(1)=0
(i) Noteque: f(IL.)=f(1).f() = f()[1-f(1)]=0= ou
f=1

Assim, teremos dois casos a considerar.
1° Caso: f (1) = 0, neste caso: f(x) = f(z.1)=f(z).f(1) = f(z).0=0.
Portanto,

f(x)=0,VeeK.

2° Caso: f (1) =1e f & injetora.
Afirmagdo: | € injetora: Vaq,29 € K : f (21) = [ (x2) = z1 = 22.
Suponhamos z1 # x4, entdo, existe b € K : b # 0, tal que:

(331 — .132) b=1

Agora,

fl@y —a2) b] = f (21— 22) . f (b) = [f (1) — [ (w2)].f (b) = 0.

Por outro lado, temos:

[l —a9)b]=f(1)=1

Consequentemente comparando (1) e (2), segue-se o absurdo!
Visto que supomos 1 7£ T2 €, portanto, r1 = .

Isto é, f é injetora.
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49. Seja f : Q — Q um homomorfismo. Prove que, ou
f(z) =0paratodox € Qou f (x) = x para todo z € Q.

f)y=0
fO =0 = ou ( problema anterior ).
F)=1

Assim, teremos dois casos a analisar.

1° Caso: f(x)=f(x1)=f(x).f(1)=f(z).0=0,Vz €Q.

2° Caso: f (1) = 1, neste caso, teremos:
(i) x=n,n € N,n > 0¢éficil verque: f(0) =0eZ
fm)=fA+1+...+)=fO)+f(D)+...+f(1)=nf(1)=n.
n vezes n VezZes

(ti))z=m=-nn>0,meZ

0= (n+(=n)) = f () + f (=n) =n+ f (=) = f (=n) = =n = m.

Logo,
f(m)=m,Vz € Z.

(7i7) Observe que:

T, VeZes n vezes

Logo,

(w)x=",m>0,mecZ

(@) s(bedeed) mr(B) = s ()2

De sorte que:

f(x)=a,VreQ.

Se f: R — R é uma funcdo continua, dado xo € R, existe

uma sequéncia de racionais (r,,) da densidade de Q e R\Q em R, tal que:
Tn—Z0 € f (Tn) =Tn.
Agora, passando o limite e pela continuidade de f, temos:

f (xo) = o, Vxo € R.
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50. Descreva as classes de equivaléncia e o conjunto quociente em relacao
a ~ induzida pela seguinte funcdo: f : R — R definida por:

f(x) =2® -5z +6.

Fatos que ajudam:

Fy) E facil ver que: uma fungio f : X — Y satisfazendo a
V12 € X, x ~y <— f(.’l?l) = f(ZL‘Q) = T1 = To.

define uma relagdo de equivaléncia no conjunto X ( Neste caso, dizemos que
~ € uma relacdo de equivaléncia induzida por f ).

Fy) Uma fungio f : A — B, Y C B, quando ¥ = {g}; /=" ({s}) = f~" (1)
€ chamado fibra de f sobre y.

Solucio

r ~ a<=f(x)=f(a)=2>-5x+6=0a*>—5a+6
— (z—a)(z+a)—>5(x—a)=0
— (x—-a)(zx+a—-5)=0
< zT=aoux=>5—a.
Fazendo um esbogo do grdfico da fungdo f descrita por: f (x) = 22 — bx + 6,
claramente fazendo uma varredura dos pontos isolados formamos as classe
de equivaléncias que sdo as fibras, desta forma vem:

R=U {a,5—al= Ua=U5—a U f!
aeR{a a} aeRa aeRaaeRf (a),

Onde:
i={zeR:z~a}ef l(a)={zeR:x~a}=a
( A imagem inversa sdo as fibras de f sobre a ).

flla)={zeR:x~a}=a
( As classes de equivaléncias sdo as fibras de f )

R/ ~ :{f71(y0)7f71(yl)p-.,fil(yn),...}: U a
- aLéJ]Rm: {a’m} :R7
ou ainda,

-1 o g1
agRa—f (%) ou Ud-—a I (y)
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51.

Sejam a, b e ¢ pertencentes ao corpo ordenado completo R. Prove que:

a® +b%+c2 > ab+ be+ ac.

Com efeito, para todo a, b, ¢ € R, temos:

(a—b)>>0 a? + b? > 2ab
(b—c)220 — b2 + ¢2 > 2be
(c—a)> >0 c? + a% > 2ca.

Agora, somando membro a membro as desigualdades de (I) obtemos:
2 (a®+b* +c?) > 2(ab+ be+ ac).

De sorte que:
a® +b%+c2 > ab+ be+ ac.

. Sejamn € Ne zy,29,...,Zn€ Y1,Y2, - - -, Yn SA0 nlimeros reais,entdo,

prove que:

(x1y1+a:2y2+a:nyn)2§ (x%—&-m%—&——i—:ci)(y%-i—y%—&-—i—yi)

Desigualdade de Cauchy-Schwarz

n
Ponha f (t) = Z (xj — tyj)2, entdo, temos:
Jj=1

n n n
FO) = D ai -2y w3y
j=1 j=1 j=1

= A2 —2Bt+C >0,

n n n
onde: A = Zy?, B = ijyj eC = Zw?
j=1 j=1 j=1

f(t)=At* —2Bt+C > 0+= B* < AC.

Portanto,
2

n n n
Doayi| < Dw| (D4
j=1 j=1 j=1
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53. Seja f : I — R uma fun¢ao convexa no intervalo I, Se ay, as, ..., a,
n
pertemcem a I, t1,ta, ..., t, pertencem a [0, 1] e Z t; = 1, prove que:
j=1
n n
P tiag | <D tif (ap)
j=1 j=1

Vejamos, basta usando indugao finita sobre n.

(7) Paran = 2, temos:

f(tiar + t2a2) t1f (a1) +taf (az)

= IN

2 2
FAD tiai | < D tif(ay).
j=1 j=1
(#4) Suponha vélido para n ( hipétese de indugéo) :
n n
FAY tiag | <D tf (a))
j=1 j=1
Entao, falta mostrar para n + 1.
De fato,
n+1 n
f Z tjaj = f Z tjCLj + tn+1an+1
j=1 j=1
n
hipétese dge indugdo ; tjf (aj) + tn+1 f (an+1)
n+1
= > tif(a).
j=1
Portanto,

n+1 n+1

FAY tias | <> tf (a5).
j=1 j=1
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54. Sejam x1,x2,...,Ty € t1,to,..., 1, nimeros ndo-negativos, com
n
dti=tittat ..ty =1
i=j
Prove que:
n n
t

[[e <>t
j=1 j=1

onde o produtdrio e somatdrio sdo, descritos respectivamente por:

n

tj _ b1, te t
Hmj =ztxy .
j=1

n
thflfj = tlllfl + t2$2 + ...+ tnLEn.
j=1

A luz do problema (A), tomando-se f (z) = €%, temos:

ftiar +taas + ...+ tpa, < tif(a1) +tof (a2) + ... +tnf (an)

tia;ttaas+...+tpan

IN &=

e tie™ +tq9e* + ...+ t, e

T

() () () S BE b 1™ o e
Daf, fazendo e/ = z;, com j = 1,2,...,n, obtemos:

(e™) . (e®2)"2 (™)' < t1e™ 4 tae® 4 ... tye®

(i

< tixq1 +texo+ ... +thx,.

De sorte que:

[1+ <>t
=1
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Capitulo 6 - Naumeros Complexos

Frase de Leonhard Bernhard Riemann

“If only I had the theorems! Then I should find the proofs easily enough.”
“Se ao menos eu tivesse os teoremas! Entdo eu deveria encontrar as provas com grande facilidade.”

Georg Friedrich Bernhard Riemann nasceu em Breselenz, Reino de Handver (Alemanha)
(1826 — 1866, 39 anos, Selasca, Verbania, Itédlia )

Nos textos do Ensino Médio, em geral, séo apresentados os nimeros complexos a forma z = (a, b) ou algébrica

z=a-+bicoma,b € R,onde: i? =—1ei=(0,1), énecessdrio fé, para aceita a identificacdo:

z = (a,b) ~a + bi

Problema 6.1
A equagio 22 + a = 0, a > 0 ndo é soldvel em R. Construir um corpo C que
contenha um subcorpo @ # S C C, onde S seja isomorfo a R e a equagdo
22 +a =0, a > 0 seja soldvel.

Solucao

Seja @ # S C C, onde:
S ={(a,,0) € R* : g, € R}.

S ~ Ronde : S é isomorfo "a grosso modo bijetora"a R.



).@

De fato, (S,+,") é fechado

+:(a,0)+ (b,0) = (e +b,0) € S.

-:(a,0).(b,0,) = (a.b —0.0,a.0 + 0.b) = (ab,0) € S.
De sorte que: S é fechado.

Consideremos ® : S — R definida por:
D (z,0) =z

Afirmagdo 1: ® é um homomorfismo
Basta notar que:
(l) CID((CL,O) +(b,0)) = (I)(a+b50) =a+b= <I>(a,0) +(I>(b70)

(i7) ®((a,0). (b,0)) ® (a.b,0) = a.b = P (a,0).® (b, 0).

Portanto, ® é um homomorfismo.

Afirmagdo 2: P é injetora.
De fato,

@ (a0,0) = @ (bo,0) = ap = bo = (a0,0) = (b,,0)

Usando uma equivaléncia tautolégica, temos:
ao # by = (a4, 0) # (by,0) = @ (a,,0) # @ (b,,0).

Logo, ® ¢ injetora.
Afirmagao 3: ® é sobrejetora.
Com efeito, note que:

Yme € R, 3(my,0) €S : & (my,0) = m,.

ou ainda, ® é sobrejetora.

Por conseguinte, vem : ® é bijetora.

(A) (a,0) ~a

(B) (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a + bi
(€)% = (0,1).(0,1) = (0.0 — 1.1,0.1 + 1.0) = (~1,0)
De sorte que: z = (a,b) ~a + bi, onde Re (z) = a e Im(

)=

103



Capitulo Exercicio

=, Capitulo Exercicio

I. Maximo e Minimo do médulo de um complexo sobre certas restricoes

Determine os valores mdximos e minimos de |z + i| quando |z — 2| = 1.
Solucio

Com efeito, seja z = x + yi, com z,y € R, entdo,

f=2 =@ - +pil = @22+ 12 = 1= (2 -2+ = 1. n
A referida equacdo descreve uma circunferéncia de centro C1 (2,0) e raio
r = 1. Além disso,
lz+il=a=|z+ (y+ 1)i| =
Dai, procedendo de forma andloga, obtemos:
2’ +(y+1)" =
Esta equagdo apresenta o lugar geométrico de uma circunferéncia de centro
C5 (0, —1) e raio a. Agora, a distdncia entre os centros Cy e Ca, é dada por:
d (Cy, Cy) = /5 Assim, os pontos devem estd sobre a circnferéncia (I)
e, portanto,
max |z +1i| =a; =5+ lemin|z +i| =ay = V5 — 1.
Veja figura descita abaixo:

an
T

Cl (2, 0) e CQ (0, 71)

2. Representag¢do matricial de um niimero complexo
A representagdo matricial de um nimero complexo z = x + yi € dada
pela fungdo @ : C — M, (R), onde:
O (z) = l vy ] .
Yy x

Sejam z, w dois nimeros complexos, entdo, mostre que:
OP(z4+w)=P(2)+ P (w)

(i) @ (2 - w) = @ (2) - @ (w)

(iii) = # 0, tem-se: ® (1) = [® (=) "

(

1) ® é injetora.
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Capitulo Exercicio

Solucao

Vamos considerar (i) e (ii) como triviais.

(#i1) Nesta caso, basta observar que:

<I>(1)_<I)(1+Oi)—lé H—Hz,

onde: Iy € My (R) é a matriz identidade do espaco de todas as matrizes de ordem 2 com entradas em R.
Desta forma é imeditato que:

@(1):@@-2) :@(i) D (2) = L.

O descrito acima nos diz que ® (2) é uma matriz invertivel, sendo: z # 0, além disso, nos da:

i <i> =[®(2)]".

Dito de outra forma, ® (%) que é a matriz do complexo % é dada pela matriz inversa de ® (z) .

|
(iv) Afirmagdo : ® é injetora.
De fato, Vz1 = x1 + y11 e V2o = X9 + yoi, com 21, 29 € C, temos:
P (Zl) = (2’2) = 1 Th = T2 7Y = =T = 21 = Z9.
1 Y2 T2 Y1 =192
De sorte que: ® é injetora.
% Poderiamos ter determinado o niicleo (kernel) do homomofismo ®, a saber:
— 0 0
Ker (CD) = zo = xo + yoi € C: P (Zo) = o Yo =
Yo To 0 0
=0
o = 20 = 0+ 0.
yo=0
Portanto,
Ker (®) = {20 = 0+ 0i} & @ é injetora.
|

3. Seja f (2) = 2" 4 a(y—1)2" "' + - -+ + a1z + ap, um polindmio com coeficiente
a, = 1. Mostre que para |z| suficiente grande, temos:

£ -2 < gl

Basta escolher
|2

n—j ) 1
Sons 14l o 1

;] |z T 2n
onde: 0 < j<n-—1.

Sendo, vejamos
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lao] 1
Zf| <o
a 1
|Z|n1—1 S 27”
. =
[an—1] 1
ERE ST
n vezes
= 1 1 1
lao| lai] lana| ~ * . & 4 - _1
‘Z‘n—’_ \z\“*1+ + El < 2n+2 + +2n 5-
Agora,
If(z) = 2" = ’a(nq)zn_l + -+ a12+a0’ =|z|"- Py
< n, M |a1| _|_..._|_|a"_1|
= |Z‘ |Z‘71 |Z|n—1 |Z|
) n vezes
1 1 1
< ol = e .
< I 2n+2n+ +2n 12
De sorte que:
|f (2) = 2" < 5 2"

4. Olimpiada Brasileira de Matemdtica Universitaria

Seja f (z) = (z +1)"™ + 2™ + 1, com m inteiro positivo. Para que valores

de m, se tem: f (z) ¢ divisivel por g (z) = (2% + = + 1)27

Solucio

V3
2
dupla de f (x) . Assim, temos que:

Basta observar que o = *71 +

Dito de outro modo, temos:

{ ot

+cos (227) 4

cos ((mgl)w) + cos (2(m;1)7r) +

Consequentemente, fazendo a = 3%, obtemos:

cosa + cos2a = —1

(S{n (

sina + sin2a =0

(m—1)w
3
(m—1)w
3

COs

sin

—|—sin(

Agora, da (1%) equagdodo sistema (3) , resulta que:

Logo,

2cos?a+ cosa = 0.
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-1
cosa = 0ou cosa = -

i é raiz dupla de g (x), temos que o também é raiz

2m—1)7\ _
+ cos (73 ) ) =

2(m—1)7

Ap—1

(D

2
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e, por conseguinte, vem:

2
a:g—i—kwoua:i%—i—kakEZ 4
isto é, 9
%:g—f—kwou%:ig—l—?kﬂ,kez. (5)
Portanto, A
34+6
m = *’2 oum = 42+ 6k, k € Z. (6)

Dai, substituindo estes valores de m nas demais equagcdes do sistema (3) , vé-se que o tinico valorde m que
as verifica é:
m = —2 + 6k.

. Um niimero Gaussiano é um niimero complexo cuja parte real e imagindrio € inteira.

Denotamos por
G=Zli]={m+in: mneZ}.

Mostre que: A soma e o produto de dois niimeros Gaussianos sao Gaussianos. Ache uma condi¢do necessaria

e suficiente para que um nimero Gaussiano seja invertivel.Ache todos os nimeros invertiveis de G.

Sejam z1 = my + nyi e z3 = ma + noi, V21, 22 € G, entlo, facilmente, obtemos:
(z1+22) €Ge (21 22) €G.

Agora, seja o € G, o # 0, entdo, existe § € G tal que: a- 8 = 1.
Assim, a fung¢do norma satisfaz

N(a)-N(B)=1=N(a-f)=N(1)=1,
e portanto, N («) € Z*, segue-se que: N («) = 1. Escolha o = z + i, temos:
%+ y2 =1,
cujas solugdes em Z x Z sdo (+1,0) e (0, +1).
Portanto, o € {—1,1, —i,4}

(A) Aqui estamos caracterizando fungio norma por:
N : C — R*
a+bi—s N (a+ bi) = |a+ bi|]* = a? + b

(B) Em dlgebra abstrata G = Z [i] é chamado anel dos inteiros Gaussianos.

Veja: Colecdo Matemdtica Universitdria: Curso de Algebra IMPA: Abramo Hefez
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6. Escreva a equacéo do disco unitdrio D (1) no plano pelos nimeros
complexos, em seguida, calcule o

max{|22+1| czeD(1)}.

Solucio

Basta notar que:

AN
N/

D(1)={z=a+yi:z,yeRz|=1}={z=a+yi:z,yeR; 2> +y° =1}.

Além disso, 22 +1 = (z + yi)> +1 =22+ 2zyi — y> + 1 = 222 + 2zyi

|22 +1] = /(262)? + (209)° = [ (202)° + 422(1 — 22) = 2 a].

{ (mzaxe’ﬁ&”) e <mzin€|§(+1)1|> -

Portanto,
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