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Prefacio

Diversas vezes, os estudantes de dlgebra linear conseguem resolver as questdes iniciais dos livros didaticos,
entretanto se deparam com alguns exercicios mais elaborados, que nao conseguem solucionar. Isto ocorre desde
os temas iniciais, como em temas mais aprofundados.

Tendo em vista que poucos materiais estdo disponiveis para os estudantes nesta situacado, foi escrito este livro
com o propésito de apresentar resolugdes de problemas néo triviais de Algebra Linear.

Inicialmente, apresentamos a resolucdo de problemas em diversos niveis de compreensdo; tentando
colocar um Letramento Matematico de Mentalidade Crescente, Criativa e Flexivel em temas basicos como matrizes,
sistemas lineares até abordarmos temas ndo triviais como espago vetorial, subespacos, soma direta de subespagos,
base e dimensdo, transformagdes lineares, isomorfismos, transformacdes do plano no plano, composi¢des de
transformacdes lineares, matrizes de transformacdes lineares, autovalores e autovetores, dentre outros.

Vale a pena salientar que buscamos dentro do possivel, resolver os problemas com todos os passos, detalhando
os procedimentos de cdlculo. Em alguns casos, inclusive, fazendo comentdrios matemdticos sobre o que estd
sendo realizado. Assim, o texto foi desenvolvido para que o aluno possa estudar sozinho (ou em grupo), de forma
autébnoma e com seguranga, conferindo néo apenas os resultados, mas todo o desenvolvimento 16gico operacional.

Escrever um texto desta natureza demanda tempo e nos causa uma certo cuidado adicional pela equipe, pois se
teme cometer os erros que ensinamos evitar. Por este motivo, sugestdes, corrre¢des, comentarios, antecipadamente
agradecemos, devem ser enviados para um dos enderecos:

cjs@poli.br

was @poli.br

galdino@poli.br

jornandesdias @poli.br

Este prefacio é reproduzido do livro:

Silva, Cicero J., Soares, Willames de A., Galdino, Sérgio M.L.Problemas Resolvidos de Algebra Linear: Pensando
Um Pouco Mais, Piracanjuba GO, Edidora Conhecimento Livre, 2023
https://api.conhecimentolivre.org/ecl-api/storage/app/public/L.696-2023.pdf

Recife, 04 de maio de 2023
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Capitulo 1 - Introducao

Ricardo Eliécer Neftali Reyes Basoalto ( 1904 — 1973), mais conhecido pelo seu pseuddnimo e, mais tarde,
nome legal, Pablo Neruda.

Serd que neste Universo tem nimeros primos? Para que serve? Tem aplicagdes? Nao vamos falar em
Pardbolas; mas, uma simples Alegoria:

Aplicagoes em Matemdtica

O Matematico Babilonio que vai ao ministério da corte pedir financiamento para sua pesquisa, O ministro fica
meio cético porque esse matematico estd estudando nimeros primos; ele acha muito teérico, que ndo serve para
nada. O matematico tenta se justificar, daqui a 4.000 anos quando inventarem a internet, a criptografia, o cartdo de
crédito, os nimeros primos vai ser importantissimo. Pode levar 4.000 anos para acontecer a aplicagdo: quem cria
matematica por estética, ndo se preocupa se na préoxima semana, préximo més, se encontre aplicacdes, € assim que
a Ciéncia Avanga .



1.1 Um pouco de histéria em torno do nome matriz

1.1 Um pouco de histéria em torno do nome matriz

O pai do nome matriz Foi s6 hd pouco mais de 150 anos que as matrizes tiveram sua importancia detectada
e sairam da sombra dos determinantes. O primeiro a lhes dar um nome parece ter sido Cauchy, 1826 : tableau (
tabela ). O nome matriz s6 veio com James Joseph Sylvester, 1850. Seu amigo Cayley, com sua famosa Memoir
on the Theory of Matrices, 1858, divulgou esse nome e iniciou a demonstrar sua utilidade. Por que Sylvester deu
o nome matriz as matrizes ? Usou o significado coloquial da palavra matriz, qual seja: local onde algo se gera ou
cria. Com efeito, via-as como "...um bloco retangular de termos... o que ndo representa um determinante, mas é
como se fosse uma matriz a partir da qual podemos formar varios sistemas de determinantes, ao fixar um nimero p
e escolhar a vontade p linhas e p colunas..."artigo publicado na Philosophical Magazine de 1850, pag 363 — 370
). Observe que Sylvester ainda via as matrizes como mero ingrediente dos determinantes. E s6 com Cayley que

elas passam a ter vida prépria e gradativamente comecam a suplantar os determinantes em importancia.

Surgimento dos primeiros resultados da Teoria das Matrizes

Costuma-se dizer que num curso mais avangado curso de Teoria das Matrizes ou de sua versdo mais abstrata,
a Algebra Linear - deve ir no minimo até o Teorema Espectral. Pois bem, esse teorema e toda uma série de
resultados auxiliares jd eram conhecidos antes de Cayley iniciar a estudar as matrizes como uma classe notavel
de objetos matemdticos. Como se explica isso? Esses resultados, bem como a maioria dos resultados basicos da
Teoria da Matrizes, foram descobertos quando os matematicos dos séculos XV II] e XIX passaram a investigar
a Teoria das Formas Quadraticas. Hoje, consideramos imprescindivel estudar essas formas através da notacao
e metodologia matricial, mas naquela época elas eram tratadas escalarmente. Mostremos aqui a representacio de

uma forma quadrética de duas varidveis, tanto via notag¢@o escalar como com a mais moderna nota¢do matricial:

b
‘J(fﬂ,y)=afv2+2bmy+cy2=<x y) Z T = xtax,
¢ y



1.2 Consideracdes Preliminares

onde: Xt = ( Ty ),X: v eA= ( @ b At = A (matriz simétrica)
Y b ¢

O primeiro uso implicito da no¢do de matriz ocorreu quando Lagrange 1790 reduziu a caracteriza¢io dos
maximos e minimos, de uma fun¢ado real de vérias varidveis, ao estudo do sinal da forma quadratica associada
a matriz das segundas derivadas dessa fungdo. Sempre trabalhando escalarmente, ele chegou a uma conclusio
que hoje expressamos em termos de matriz positiva definida. Apds Lagrange, ja no século X 7X, a Teoria das
Formas Quadraticas chegou a ser um dos assuntos mais importantes em termos de pesquisas, principalmente no
que toca ao estudo de seus invariantes. Essas investigag¢des tiveram como subproduto a descoberta de uma grande
quantidade de resultados e conceitos basicos de matrizes. Assim, podemos dizer que a Teoria das Matrizes teve
como mée a Teoria das Formas Quadraticas, pois que seus métodos e resultados bésicos foram 14 gerados. Hoje,
contudo, o estudo das formas quadraticas € um mero capitulo da Teoria das Matrizes. Observemos, ademais, que
os determinantes em nada contribuiram para o desenvolvimento da Teoria das Matrizes.

1.2 Consideracoes Preliminares

O objetivo deste Capitulo € estudar, evitando ao maximo o formalismo, os seguintes topicos: equacdes lineares,
sistemas de equacdes lineares, sistema linear homogéneo, escalonamento, discussdes de sistemas lineares quanto ao
nimero de solu¢des e uma abordagem sucinta sobre as matrizes, os resultados serdo necessdrios para os capitulos
posteriores. Os aspectos historicos sobre os sistemas de equagdes lineares e a relacdo com a teoria das matrizes. A
razdo deste trabalho foi de se tentar evidenciar a indissociabilidade que existe entre esses dois assuntos que muitas
das vezes sdo tratados separadamente no Ensino Médio. Este trabalho foi de maneira bibliografica, usando-se a
internet, livros de dlgebra linear. Nesse sentido, estd pautada em autores tais como: Boyer (1996), Eves (2004),
Lipschutz (1994), Elon lages (2019), Boldrine (2002), Carlos Calliolli ( 2004), Serge Lang (2018) .

1.3 Conceitos Basicos

1.3.1 Equacao Linear

Definicao 1.1

Dizemos que uma equagdo é linear, se apresenta a forma:

a1x1 +asxs + ...+ apTy, =0 (1.1)
onde: ai,as, ..., a,,bsdo niimeros reais e x1,Ts, ..., T, SA0 as varidveis ou incognitas. &
Exemplo 1.1 (a) 22 —y+32=0 D)z+y+z+t=4.
Definicao 1.2
Uma segiiéncia (aq, . . ., o) € solugdo de (1.1) se satisfaz a igualdade. &

Exemplo 1.2
A tripla ordenada (1,5, 1) é uma solugdo da equagdo 2z — y + 3z = 0; analogamente, temos: (1,1,1,1) é
uma solugéo da equagio z +y + z + t =4 e (1,2, —4) ndo € solugdo da equagido descrita por x + y + z = 2.



1.3 Conceitos Basicos

1.3.2 Sistema de Equacoes Lineares

Definicao 1.3

Um sistema de m equagées lineares com n incognitas é dado por:

a11x1 +aexe + ...+ apx, = b1

a21%1 + a99xo + ... + aonx, = ba

S (1.2)
Am1T1 + Q22 + ..+ Gy Ty = by &
Exemplo 1.3
r—y+z=1 r—y+z2=0
z+y=1
Sl:{ g - Sy : r+y+2=3 e Ss: 20 —y+2=0
Ty =
Y 20 +y —2z2=2 Tr+y—6z2=0
Definicao 1.4
Uma segiiéncia (aq, . . ., ) € solugdo de (1.2) se € solugdo de todas as equagées. * ’
Exemplo 1.4
Em relagéo aos exemplos anteriores, temos que: (2, —1) é a solu¢do de S; e (1,1, 1) € a solugdo de Ss.
Definicao 1.5
Se no sistema (1.2) tivermos by = by = - - - = by, = 0, entdo dizemos que o sistema linear é homogéneo. &
Exemplo 1.5
-2 =0 — =0
o2 =0 T y+z rT—y+z
S1: 5 0 Sy : dr+y+z=0 e Ss: 20 —y+2=0
xr — =
Y 20 +y—"72=0 Tr+y—62=0

@ Nota

Todo sistema linear homogéneo sempre tem solugdo, pelo menos a solugdo trivial, ou seja, aquela solugcdo

em que todas as varidaveis sdo nulas.



1.3 Conceitos Basicos

1.3.3 Sistemas Equivalentes

Definicao 1.6

Dizemos que os sistemas de equagoes lineares S1 e So sdo equivalentes se, e somente se, toda solugdo do
sistema Sy é também solugdo do sistema Ss e vice-versa.
Notagdo: S1 ~ Ss.

&
Exemplo 1.6
r—y+z=1 r—y+z=1
Sh: r+y+z2=3 e Sy:{ 2x+2y+22=6
2r+y—z2=2 dr 4+ 2y —2z2=4

sdo equivalentes, visto que: a tripla ordenada (1, 1,1) é a solu¢do. Em simbolo, temos: S; ~ Ss.

1.3.4 Sistema Escalonado

A nossa discussdo do escalonamento serd apresentada através de exemplos, ou seja, ndo usaremos de
formalismo para descrever o mesmo.

Exemplo 1.7

4 o9 0 r— y+=z 1 r— y+z+2t 1
T
S1 { 4 70, Sy Y+ z =3 e 53 y+z—1 =3
Yoo 2 =2 242 =2
S r— y+=z 1 . S5 z— y+z4+w =0
y—z =2 ' z—2w =0

sdo sistemas escalonados.

4
1. Em cada equagdo existe pelo menos um coeficiente ndo nulo;

2. O niimero de coeficientes nulos, antes do primeiro coeficiente ndo nulo, ''cresce da esquerda para direita de
equacdo para equacdo''.

1.3.5 Critério para escalonar um sistema linear

1. Permutar duas equacdes quaisquer de um sistema linear, ou seja, E;— E; e E;— E;;

2. Multiplicar todos os termos de uma equacio por um nimero « nao-nulo, isto é, alE;— E;;

3. Somar uma equacio a uma outra, esta tltima multiplicada por um nimero o ndo-nulo e substituir em uma
terceira equagdo, ou seja, E; + olf;— Ey.

w



1.3 Conceitos Basicos

Exemplo 1.8
r—y+z=1
Escalone o sistema, dado por: S : r+y+z=3
2 +y—2=2
Solucio

Considerando as operagées E1 — Eq— Es e 2E1 — E3— Es, obtemos:

r—y+z=1 r— y+z =1 r 4z—vy
rT+y+z2=3 = 0 —2y+0 =-2 = 0 +3z2—-3y =0
20 4+y—2=2 0 -3y+3z =0 0 +0—-2y =-2
Portanto, o sistema estd na forma escalonada
T Fz—y =1
0 +3z2—-3y =0
0 0-2y =-2

Agora, se desejamos determinar a solucdo, basta substituiry=1=— z=1ex = 1.

De sorte que:

S={(1,1,1)}

é o conjunto solugdo do sistema dado.

1.3.6 Classificar um sistema linear no tocante ao niimero de solucoes.

Para concluir esta discussao, vamos classificar um sistema linear no tocante ao nimero de solugdes.

Determinado: solucdo tnica

Compativel: e
Sistema: Indeterminado: infinitas solugdes
Incompativel: Nao existe solugdo

Exemplo 1.9

1. Que condigio deve impor-se a “ a, b € ¢” para que o sistema nas incégnitas x, y € z tenha solugdo
r+2y—3z=a
204+ 6y —11z=0b
rT—2y+T7z=c
Notacgoes:
E;,E; e Es sdo as equagdes
2E; — Eo— [Eo (Lé-se: duas vezes a equacdo 1 menos a equagdo 2 substituindo na equagao 2).
E; — Es— E3 ( Lé-se: equagdo 1 menos a equacgio 3 substituindo na equagéo 3).

Solucio



1.3 Conceitos Basicos

Considerando as operagoes 28, — Eo— Eg e E1 — E3— K3, obtemos:

r+2y—3z=a z 42y —3z =a
2¢ 4+ 6y —1lz =0 =— 0 —2y+5z =2a-10
r—2y+7z=c 0 4y—10z =a-c
Desta forma, fazendo 2Eq + E3— Es, segue-se que:
T +2y—3z =a
0 —2y+5z =2a-0b
0 +0 =ba—2b—c
Portanto, o sistema tem solugdo se, e somente se,
56 —2b—c=0
|
2. Escalone o sistema e discuta-o em fungfio do pardmetro “a’:
T+ 2y— 3z = 4
3z—  y+ 5z = 2
dx+  y+ (a2 — 14)2 = a+2.
Antes de passarmos a resolucdo, vejamos alguns comentdrios:
As varidveis sdo x,y e z
Usaremos as notagdes: equacdes Eq,E; e Es.
3E; — Ey— [Es (onde 1€-se: trés vezes a equacio 1 menos a equagdo 2 substituindo na equagdo 2 )
Solucao
Considerando as operagées 381 — Eo— Eqy e 4E; — Es— Eg, tem-se:
z+  2y— 3z = 4 z+ 2y— 3z = 4
3z—  y+ 5z = 2 == 0 Ty— 14z = 10
x4+ y+ (a2—14)z = a+2 0 Ty+ (2—a2)z = 1ld—-a
Agora, fazendo Eo — E3— Eg, obtemos:
z+ 2y— 3z = 4
0 Ty— 14z = 10
0 0+ (a*-16)z = a—4
Assim,
(a+4)(a—4)z=a—4.
Vale ressaltar que teremos trés casos a analisar.
1° Caso: a = —4:0.z = —8 = O sistema é impossivel.
2° Caso: a=4:0.2=0= Ty — 14z = 10. Como para cada y teremos um valor de z = 7y17410‘ Neste
caso, o sistema é compativel e indeterminado.
3°Caso: a#4ea# —4:2= % = ﬁ. Neste caso, o sistema é compativel e determinado:

solucdo tnica. ]
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3. Escalone o sistema e discuta-o em funcfo do pardmetro “k”:

z+ 2y+ kz =
22+ ky+ 8 = 3

Solucio

Com efeito, fazendo a operacdo com as equacoes E1 e o, dada por: 281 — Eo— Eo, obtemos:

x+ 29+ kz = 1 . T+ 2y+ kz = 1
20+ ky+ 8z = - (k=4y+ 2(k—4)z = -1

assim teremos dois casos a considerear k — 4 =0ou k — 4 # 0.
1° Caso: k=4 :0y+ 0z = —1. Neste caso, o sistema é impossivel.( incompdtivel )
2°Caso: k#4:—y+2z= k_—il. Desta forma, o sistema é compativel e indeterminado. ]

4. (i) Calcule X\ € R, de modo que: p (\) = det(A — \3) = 0, onde:

1 0 5
A=10 3 1
0 0 -2
(#4) Use o resultado do item anterior, para obter as solugdes ndo-nulas do sistema homogéneo
(A= M5 X =0.
Solucao
(1) Com efeito, temos:
1—A 0 5
A— ;= 0 3—-A 1
0 0 —2-A
Dai, vem:
A=1lou
p(A)=det(A—A3)=(1-X).B3=-XN.(-2-A)=0=1< A=3o0u
A= -2

( Posteriormente, estes \ serdo chamados de autovalores ou valores caracteristicos que estardo associados aos

seus respectivos autovetores ou vetores caracteristicos que sdo as solugdes ndo-nulas dos sistemas homogéneos).

(A) Notacdo:
n
Han‘ =0a11.022 . - . Ann,
i=1
Produtorio de a;;, variando de i = 1 até i = n
(B) Se A =(a;5) € M, (R), tal que: a;; =0, i > j é chamada matriz triangular superior. Neste caso,

n
det (A) = H A5 = A11-022 - - . Apn,
i=1
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dito de outra forma, o determinante da matriz triangular superior é igual ao produto dos elementos da
diagonal principal.

(1) Para obter as solugdes ndo-nulas do sistema homogéneo
(A = M5)X =0,

que corresponde aos autovetores associados aos autovalores obtidos no item anterior, teremos trés casos a
considerar, a saber:

1° Caso: A =1
0 0 5 T 0 52 = 0 y=20
0 2 1 y | =10 | = 29 4z = 0 = e
0 0 -3 z 0 -3z = 0 z=0

Logo, v1 = (x,0,0) = x (1,0,0), com x # 0 é um autovetor associado ao autovalor A = 1, isto é, o espago
solugcdo Sy é dada por:
S1 = {(2,0,0) e R*;z e Rex # 0} =[(1,0,0)],

isto é, (1,0,0) gera Sy. Significa que qualquer solugdo ndo-nula é miiltiplo
escalar do vetor (1,0,0) .

2° Caso: A\ =3
-2 0 5 T 0 —2r+ + 5z 0 z=0
0 0 1 y | =10 |= z = 0 = e
0 0 -5 z 0 — 52 =0 z=0

Logo, v1 = (0,y,0) = y(0,1,0), com y # 0 é um autovetor associado ao autovalor A\ = 3, ou ainda, a
solucdo é dada por:

So = {(0,y,0) e R*;y e Rey # 0} =[(0,1,0)],

ou seja, (0,1,0) gera So.
3° Caso: \ = —2

3 0 5 x 0 T =3z
3z +5z =0
0 5 1 y | =0 |= 5 n _0 = e
000 0 yorEo=
1 _

Z, % z) =z(3 5 1), com z # 0 é um autovetor, ou ainda, a solugdo é dada por:

(7)) e _[(=5 -1
Sg{z<3, 5 ,1>€R,26Rez7£0}{<3, 5 ,1)],



Capitulo Execicios

=, Capitulo Execicios <

1. Para que valores de A € R o conjunto S = {t+3, 2t + A2 +2} de Py (R) é L.I. (Linearmente

independente)? e L.D. ( Linearmente dependente )?

Refazendo a questdo de uma outra forma: Dada a equagdo:

a(t+3)+b(2t+X+2)=0t+0

Determine A € R, para que o sistema homogéneo s6 admita a solucdo trivial ( solugdo nula ), assim S € L.I..
Caso contrario, S serd L.D.( teremos infinitas solucdes )

Solucio
Com efeito,
a(t+3)+b(2t+A+2) = 0t+0<
(a+2b)t+ [3a+b (N +2)] 0t 4 0.

Dai, obtemos:

a+2b=0 S b a+2b=0
3a+b(A+2)=0 0+ (4—X)b=0.

Assim,

(2-X)(2+\)b=0.
1° Caso: \ # £2 = b =0 = a = 0. Neste caso, o sistema sé admite solugdo trivial ou nula. Logo, S
éLI

2° Caso: \ =2 = 0.b = 0, voltamos para equacdo anterior a + 2b = 0. Neste caso, o sistema admite

infinitas solucées. Logo, S é L.D

3° Caso: \ = —2 = 0.b = 0 voltando a equagéo a + 2b = 0. Analogamente, o sistema admite infinitas
solugées. Logo, S é L.D. [ |

2. Seja’S = {€*7, €5} paratodo z € R. Dada a equagdo:
)\16296 + )\QGSI =0.

Prove que: A\; = Ay = 0.

Dada a equagdo
)\162w + )\gesx =0. (I)
Multiplicando () por e~2® > 0, Vo € R, obtemos:
AL+ A2e® = 0. 02))
Agora, derivando em relacdo a x [(eK””)’ = KeKI] , vem:

043X =0= XNy =0 (III)

10
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Assim, substituindo (I17) em (IT), segue-se que:

Ou ainda,

De sorte que: S € linearmente independente. |

Seja’S = {y1 (z),y2 (z)}, onde y1 (z) ,y2 (x) € C* (v, B), ou seja, y1 () , y2 (x) tem derivadas continuas.
Wronskiano é dado pela determinante da matriz, a saber:

Y1 Y2

Y1 Y2

onde y’1 e y’o sdo as derivadas de 1* ordem das fungdes yy (x) ,ya () .

W[yhy?] = 7é Oavx S (a76)a

Propriedade

W [y1, 2] # 0,Vx € (o, B) = SéL.L

L.I. ( linearmente independente ).

W [y1, y2] = 0 nada se pode concluir.

Generalizando
Seja’S = {y1 (x),y2 (x),...,yn (x)}. O Wronskiano, é dado por:

Y1 Y2 Yn

y’ y’ y‘

W[yhyZa"'vyn]: ! 2 "
1 1 -1

TR S BN

Propriedade

Wy, y2,. . yn] #0 =8 ={y1 ()92 (), ..., yn (2)}
é L.I. ( Linearmente independente )

Ressaltamos que se W [y1, ya, - . ., yn| = 0, nada se pode concluir, a titulo

. . . 3
ilustrativo, considere S =4 a3, |z|” ¢ para todo x # 0, tem-se:

W = [a%, 2] =0,

no entanto, S é L.1I.

, x>0
De fato, por defini¢do, sendo x # 0, tem-se:: |z| = { o 0 Agora, dada a equacdo:
-, r <

Az 4 Mg |z* = 0.
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1° Caso: z>0:
Mazd + hrd =M+ M) =0= A\ + X2 =0

e, procedendo de forma andloga, temos:

2° Caso: 2 <0:
Mad =Xz =0= (A — X)) 2> =0= X\ — X2 =0

Decorre dos casos (1) e (2) que:

AM+A =0
1+ = A\ =X\ =0.
AM—XA =0
Como o sistema sé admite a solug@o trivial ( solugdo nula ) segue-se que: S é L.I. |

Exemplo 1.10

1. Tlustrativamente, tomemos o exemplo anteior

62m 65m
Wiynyo] = W™ e =) 0
ey A =e™ (1.5 -2.1)
2 5
= 3e™ £0,Vz €R.
Logo, Sé L.I. [ |

. Prove que: sdo linearmente independente (L.I.).
(i) S={e”,e3*, e} (i) S ={cos (kz),sin (kz)}, desde que k # 0.

(4) Por defini¢do de wonskiano, temos:

et e e 1 1 1
W [e"”, e, 697”] = e 33 9% | =€ |1 3 9
et 9e3*  81e” 1 32 92
= e®(9-3).9-1).3-1)#£0,Vz € R.
Portanto, S = {e*,e*", e} ¢ LI [ ]

Matriz de Vandermond ou das Poténcias:
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1 1 1
Um exemplo para ilustrar é: o determinante desta matrizA = | a b ¢ | édescrito por:
a®> b P
1 1 1
a b ¢ |=(=b).(c—a).(b—na)
a®> b

(1) Por defini¢dao de wonskiano, temos:
cos (kx) sin (kx)
—ksin (kz) kcos (kx)
k [cos® (kx) + sin® (k)]
k#0,vx e R.

W [cos (kx) , sin (kx)]

De sorte que: S é L.1. |

@ Nota

Em equacoes diferenciais ordindrias a ideia de funcées serem linearmente independentes é fundamental (

verdo este tema detalhadamente posteriormente nos Cdlculos )

1.4 Matrizes

Definicao 1.7

1<i:<m
, onde: - , sendo a;; € R.
mXn 1 S] Sn 3

m sdo as linhas e n as colunas da matriz. Cada a;; é um elemento da matriz na linha @ e coluna j.

A = (aiz)

Exemplo 1.11

1. A= 120 ] = l i iz i . Dai, temos:
-1 3 4 a1 Q22 a23

a1 = ].7 a12 = 2, ais = 0, a1 = —]., a9 = 36&23 =4.
1 3 bir bi2

2.B=10 —2 | = by by |.Assim,
4 2 b31  b3o

bi1 =1,b12 =3,b21 =0, b2 = —2,a31 =4 ebgx =2.

@ Nota

a1 ai12 . A1n

a1 a922 e agn
]. A= (aij)an =

Am1 Am2 ceo Qmn

mXn
2. My, xn (R) —E o espago de todas as matrizes de ordem m x m com entradas reais.
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Operacoes:

1<:<m

1. A:B<:>aij=bij,onde: i
1<j<n

1< <
2. A+ B+ (a*b);; = a;; + b, onde: { =r=m
1<j<n
1< <
3. M <= (\a),;; = Aay;, onde: { =r=m
1<j<n

Propriedade
Sejam A, B,C € M« (R), entdo, tem-se:

P)A+(B+C)=(A+B)+C

P,))A+B=B+A

P3) 30 5n; VA EMyun (R): A+0=)+ A
Py)VAEMyyn (R);3 — A€M (R): A+ (—A) =0
Ps)VA € R; VA, B,C € Myxn (R): \. (A+B) = XA+ \.B

a1 a2 AT

a1 Q22 ... Q2n
]. A= (aij)an =

Gn1 Ap2 ... QAnp

nxn
2. Mxn (R) = M, (R) —E o0 espago de todas as matrizes de ordem n x n com entradas reais.

. Dij,i=7
Diagonal: Dy = (Dij),,,: Dij= { 0,i #j
Matrizes: 1,7=179
Identidade I = (1ij), 45 1 = ’Z_ ‘7
e 0,i#j
Triangular Superior: T, = (Ty;),.. .5 Ti; =05 1> 7.

Exemplo 1.12

D1y 0 0
0 D o :
1. D, = 2 matriz diagonal;
0
0 0 Dun
1 0 0
o 1 ... : L .
2. I, = matriz identidade;
o 0
0o ... 0 1
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T T ... T,
0 T22 .o Tgn

3.7, = . ) . . matriz triangular superior.
0o ... 0 Ty,

Produto de Matrizes

Amxn'anp = mep

(i) O produto das matrizes A e B é dado por:

— A —— -
ap=| M
A

A1B' A B2

Ap_ | AB' A
AnB A

(i1) Cada elemento da matriz produto A.B é descrito por:

B B? ... BP

A, BP
Ay BP

A, BP

mxp

(A.B);; = Z AijaBaj = AinBij + AjpBaj + ...+ AinByj.

a=1

O produto de matrizes generaliza o produto interno ou escalar, com efeito, escolhamos

TRT— (u,v}z(ml To

Y1
Y2
n )|

Yn

n
= Tiy1 T 22Y2+ ... +TpYn = ijyj

Exemplo 1.13

Sejam A =

-1 3 4
1

Solucao

Jj=1

3
20 ] eB=|0 -2 [,calcule (seexistirem): (a) A.B (b) B.A

Usaremos as notagdes Ay e As para descrever as linhas da matriz A

e analogamente, B! e B? as colunas da matriz B. Assim,
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P A 1 3 Do
Sejam A = = L deB=| 0 -2 = B! B2
1 3 4 Ay
1 1 : :
A o A,B' A,B?
A.B = ! .| B! B? = ! . ! ) , ou ainda,
oo Ay A;BY AsB
2x3 : : 2X2
3x2
1 2 0 1 3 1 1
A.B: . 0 —2 =
-1 3 4 3 -5
1 1
Calculos Auxiliares:

AB'=11+20+01=1
A1B?2=13+2.(-2)+01=-1
AsBl = —11+30+41=3
AB? = —1.3+3.(-2) + 4.1 = —b.
Logo,

A.Bz(l _1>
3 -5

Procedendo de forma andloga, obtemos:

1 3 1 2 0 -2 11 12
B.A = 0 -2 . = 2 -6 -8
-1 3 4 3
1 1 3x2 0 5 4 3x3
Dai, segue-se que: em geral, matrizes ndo sdo comutativas, ou seja,
A.B#B.A
Propriedade
P) A.(B.C)=(A.B).C
Pg) AlL, =1, A=A
P;) A(AB) = A (A.B)
P,)(A+B).=AC+B.C
P;)A.(B+C)=AB+AC

(a) Em geral, temos: A.B # B.A
(b)) AB=0+% A=00u B=0.

Com efeito, tomando-se: A = 00 e B = 00 , entdo, vem:
1 0 01
AB— 0 0 . 0 0 _ 0 0 .
1 0 0 1 0 0

16

. Entdo, temos:
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Neste caso, A e B sdo ndo nulas.

Matriz transposta:

A= (ai5),150 € Mixn (R) ~ A" = (a;0),,

( At ¢ a matriz transposta da matriz A )

Matrizes Especiais:

Simétrica: At=A
Matrizes:
Anti-Simétrica: A= —A
Se a matriz é anti-simétrica, temos: aj; = —a;j; quando i = j = a;; = 0.

Exemplo 1.14

1. A= ( 0 a ) s A = ( 0 —a > : A = — A ( A é uma matriz anti-simérica )

—a 0 a 0
—a c 0 a —c
2. A= a 0 =b |;A=| —a 0 b At = — A (A é uma matriz anti-simérica )
—c b 0 c =b 0
a k d a k d
33.4=| k b e |;A'=| k b e |:A"= A (Aéumamatriz simérica)
d e c d e c

4. Sejam A, P € M, (R) . Mostre que:
(a) Se A é simétrica, entdo, PT AP é simétrica.

(b) Se A ¢ anti-simétrica, entdo, PT AP é anti-simétrica.
Fato que Ajuda:

Vale salientar que usaremos este resultado: (AB)” = BTAT .

De fato,
Ji’

(AB)j; = (AB);; = > AwaBoj = ) BJ,AL, = (BTAT)
a=1 a=1

De sorte que:
(AB)" =BTAT.

(a) Com efeito, A é simétrica, entdo, temos: AT = A. Agora, seja X = PT AP, falta mostrar que: X' = X.
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De fato,

XT = (PTAP)" = PTAT (PT)" = PTAP = X.
Logo, X € simétrica. |
(b) Com efeito, A é anti-simétrica, entdo, temos: A7 = —A.

Agora, seja X = PT AP, queremos mostrar que: X' = —X.

De fato,
X7 = (PTAP)" = PTAT (PT)" =P" (—A)P = —X.

Logo, X € anti-simétrica. |

Matrizes Inversas:

Definicao 1.8

Seja A € M, (R), tal que: A.B = B.A = I,,. Dizemos que: B é a matriz inversa de A.

Notagdo: B = A~ ( Cuidado! A~' +# % )

A é uma matriz invertivel. &

Exemplo 1.15

1. Seja J,, a matriz n x n tal que todas as entradas sdo 1. Mostre que

se n > 1, entdo, temos:
1

n—1

I-1,)" " =1-——1J,.

Demonstracao

Com efeito, J2 = nJ,,1J, =J,el? =1L

Basta mostrar que:
1
I-— AN\ I———=T,. ) =1L
( Jn)< n_lﬂn)

De fato,
I=J5)- <H—ni1qﬂn.> = E2+ﬁji - ﬁmn —J.I
= H+ﬁnaﬂn - ﬁ,ﬂn —Jn
= Hn i 1an — (ﬁ + 1),
n n
= H+ﬁJn — EJH =1L
Portanto,

-1 _ g 1
(H_Jn) =1I Tl*lJn
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2. Sejam A, B € M, (R). Se A+ B e A forem invertiveis, ento,

mostre que

(A+B) '=AT (I, +BA™Y) .

AN, +BATY) T = [(L,+BA).A]7
-1
- {HnA + B(A‘lA)}
= (A+B)”!
|
Definicao 1.9
Dizemos que uma matriz A € M, (R) é ortogonal, quando:
A~ = AT,
A é uma matriz ortogonal, isto é, A~ = AT «—= A AT =1,. &
Exemplo 1.16
0 —send
Seja Ay = €08 senv Entdo, verifique se: Ay é ortogonal.
senfl  cosf
Solucao
Queremos mostrar que A é uma matriz ortogonal, isto é, A=' = AT —= A AT =1,.
Com efeito,
Ay = cosf —senf AT cosf  send -
senf  cosf —senfl  cosf
Segue-se dai que:
Mg AT = [ cos® —send | cos 0 senf
senf  cosf —senfl  cosf
B [ cos? 0 + sen?d cos Bsenf — senf cos 6
B senf cos ) — cos Osend sen? 4 cos? 0
pr— i 1 0 —_—
~loo |
Portanto,
Ag A} = I, <= A1 = A}
Ou ainda, Ay é ortogonal. |

3. Seja A € M, (R), tal que: A € ortogonal. Entdo, prove que:
|[Az|| = ||x||, para qualquer = € R"™, conclua dai que: (Az, Ay) = (z,y) .
A é ortogonal, isto é, AA" = ATA =1
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Solucao
Considere a base canénica o de R™
a=1{(1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1)} . Assim, temos:
u=(r1,22...,2,) =21 (1,0,...,0)+ ...+ 2,(0,0,...,0,1).

Desta forma, a matriz de coordenadas do vetor u na base candnica é dada

por:

T Z1

T2 T2
[wlo,=1| . GR"”‘lwtw:(ﬂ:l Ty e Ty )1 .

In nxl Tn nxl

slr=a?+ i+ 422 :Z$§ = ||:U||2
j=1
Dai, vem:
|Az]® = (Az)" (Az) = 2" (A'A)x = o'z = |l
Logo,
[Az|| = [l .
|
Decorre do delineado acima que:
2 2
[A—-ylI" = lz—yl
2 2 2 2
[Az]” =2 (Az, Ay) + [Ay[ = =" = 2{z, 9) + Iyl
De sorte que:
(Az,Ay) = (z,y)
]
) 0 o )
4. Seja A = . Ache uma matriz invertivel P, tal que:
1 0
P'AP = :
0 —1
Solucio

. Como PP™* = I, segue-se dai que:
c

M»:p[l 0 ]
0 -1
Agora, substituindo P obtemos:

1 0 a b a b 1 0

. = . —
6 —1 c d c d 0 —1
a b B a —b
6a—c 6b—d B c —d |’

. a b _ 1 0
Sqa]P’( d)de)(m)x@lo .
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, a=a,b=-b
Dai, vem:
6a—c=cebb—d=—d

a=a, b=-b a=a, b=0
—— .
6a—c=cebb—d=—d c=3aed=d
Logo, a matriz P de forma geral com a e d ndo-nulos é dada por:

P= a 0 , coma,d # 0.
3a d

Em particular, para obter uma matriz invertivel P, basta escolher valores para a e d, por exemplo, a = 1 e

~(39)

d = 1, obtemos:

|
5.
(i) Seja A € M, (R), tal que: A® = 0. Entdio, calcule: (I, — A) ",
(ii) Dado A € M, (R), tal que: A3 — 2A+3I,, = 0. Obter A~!
Solucio
(i) Seja A € M, (R), tal que: A3 = 0. Entdo, temos:
P-A*=P=L
ComoT? — A% = (I— A) (I? + TA + A%) = (I— A) (I + A + A?) segue-se dai que:
I-A)(I+A+A%)=L
De sorte que:
(I-A)'=I+A+A%
e também
2y —1
(I+A+A%)  =I-A
|

(it) Lembrando da definigcdo:

X=Y1!
XY=YX=] ou
y-l=X
Dado A € M, (R), tal que: A®> — 2A+31,, = 0. Entdo, tem-se:
A% —2A43I, = 0<=2A-A%=3I,
2A — A3
= - -,
3
(21 — A?)
A——~=1,.
3
Portanto, )
A7l =2 (21 - A?%).
(a1 2)
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]
Propriedade

P (A7) =4

Py) (A+B)" = AT + BT

P3) (ZA)T = \AT

P,) (A.B)T = BT.AT

P;) (A1) = (aT)!

Ps) (A.B) ' =B-1.A-1

P)(A ) =4

Py) (A1 Ay Ap_nAn) = AL AT . AT AT

Ps) (A1 Az ApnAn) = A7LAGL L ATTATY

=, Capitulo Execicios <>

1. Seja A € M, (R), entdo, prove que:
T
(i) s = A2~ € simétrica;

.. f— T z . . z .
(i1) a = A=A~ ¢ anti-simétrica;

(i7) Conclua dai que M, (R) =S + A, onde S € o espago das matrizes simétricas e A o espago das matrizes
anti-simétricas;

(iv) SN A = {0}.

Solucio
(i) Queremos mostrar que: s* = s.
De fato,
o <A+AT>T _ATH(AT)T AT4A
2 2 2
Logo, s é simétrica. |

(i) Procedendo de forma andloga, temos:

(a-47)" _ar- )’

T = =
“© = 2 2
ATfA (A — AT>
- T T o T
De sorte que: a é anti-simétrica. |
(i31) VA € M, (R), tem-se:
A+AT  A-AT
A= +
2 2
AT
Como % =s5eSe (a 2A ) = a € A, segue-se dai que:

M, (R) =S + A.
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4

|

(iv) SN A= {0}.
Com efeito, seja K € SN A, entdo, temos: K € Se K € A
Ora,

KeS KT =K

e == e — K=-K= K=0.

K e A KT = K.

Portanto, S N A = {0}. [ ]

(A) Posteriormente voltaremos ao tema ( soma direta de subespacos ), quando isto ocorre:

M, (R) =S + Ae SNA={0}.

Diremos que a soma é direta, denotaremos por:

M, (R) =S & A.

(B) Toda matriz A € M,,(R) se decompde como soma de simétrica B € S e anti-simetrica C' € A, ou seja,

A=B+C, onde: BT =BeCT =—-C

Solucio

A=B+C A=B+C A+ AT = (B+BT) + (C+C7)
e — e - e
AT = (B+O)". AT =BT 4+ CT A-AT = (B-B")+ (C-C7)
Portanto, -
A+ AT =B+ B" =2B B =444
e - e
A—AT = (C-CT)=2C C =40
0 —sent
. Seja Ay = o8 sen . Entdo, verifique se:
senf)  cosf
(i) Ag - Ag = Agpyp) (i) A_gy = A"
S Ao ) 20) —sen(20)
At =AT ag=| o :
(i52) A o (i) Ag sen(20)  cos(20)

() Basta multiplicar as matrizes e usar as identidades trigonométricas para se obter:

Ag-As =

cos (6 + B)
sen (0 + 5)

(i6) Aoy = A7

[ cos® —send
senfl  cosf

cosf cos B — senblsenf

senf cos B + senf cos

—sen (60 + B)
cos (0 + B)

cos 3

—senf3 ]

senf3  cosf3

— (senf cos  + senf3 cosf)
cos B cos B — senflsenf

= A1)
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Com efeito, fazendo B = —6, no item anterior, obtemos:

cos0 —sen0 1 0
Ag Aoy =Ayg_g =Ap) = [ ] = [ ] =Do.

sen0  cos( 0 1
Portanto,
Mg = Ay
[ |
(iii) Ayt = A} <= Ag. AT =T,
De fato,
AaAg _ [ cos —senb . cosf senb
senf  cosf —senfl  cosf
_ [ cos? 0 + sen?6 cos Bsenfl — senf cos 6
N senf cos  — cos Osentd sen?6 + cos? 0
(1 0
= =1,.
0 1 ?
De sorte que:
Mg AY =1, <= Ay = A].
[ |
(iv) A2 — cos(20) —sen(26)
sen(20)  cos(20)
Basta notar que: no item (i) , tomando-se 3 = 0, vem:
cos (20) —sen(2)
AZ=Ap-Ag=A =A —
o o (6:+6) (26) l sen (20)  cos(20)
[ |

. Seja f € §([—a,a]), entdo, prove que:
(i) Hy () = w é par;
(13) Ha (z) = w ¢ fmpar;
(#i1) Conclua dai que § ([—a,a]) =U 4+ W, onde U € o subespaco das fungBes pares e W o suespago das
fungdes impares;
(iv) UNW = {0}.
(v) A soma € direta, ou seja,
§([~a,d)=UW

Solucao

(1) Queremos mostrar que: Hy (x) = Hy (—x)
De fato,

Logo, Hy é uma fungdo par. |
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(i) Procedendo de forma andloga, temos:

H, (—l’) _ f(—.’E) _f (.’ﬂ) _ _[f (if) _f (—LE)] = —H, (x), = [_a,a} )

2 2
De sorte que: Hy é uma fungdo impar. |

(tit) Vfe § ([—a,a]), tem-se:
f(z) = f(z) +2f(—95) RAC)) —zf(—ff)

Como w =H (z)eUe w = Hy (z) € W, segue-se dai que:

§([~a,d) =U+W.

]
(iw) UNW = {0}.
Com efeito, seja K € U N W, entdo, temos: K € Ue K € W.
Ora,
KeU K (z) =K (—x)
e = e = K (z)=—-K(z) = K =0.
KeW. —K(x)=K (-x).
Portanto, U N W = {0}. [ |
Posteriormente voltaremos ao tema ( soma direta de subespagos ), quando:
§([-a,a)=U+WeUNW ={0}.
Diremos que a soma é direta, denotaremos por:
S([—a,a)=U W
]

Poténcias de matrizes:

m vezes

—
Am=AA.. . Ae A’ =1,

Nilpotente: A" =0 A=#0, >2.

Matrizes:
Idempotente: A? = A A #£0.
Exemplo 1.17
11 11 11 11
[ 2 2 ). 42 _ [ 2 2 2 2 | _ [ 2 2 :
1. A= T pA=AA= T T )01 T ]=|3% 1 |(Verifique!)
2 2 2 2 2 2 2 2
Logo, A é uma matriz idempotente.( Posteriormente, veremos que esta matriz representa uma projecio

ortogonal )
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0 2

2. A= 0 0 3 |;4%2=0ec¢, portanto, A € nilpotente de indice 3 )
0 0 O
1 1 -1

3.A=| 1 1 —1 |;A?%=0e, portanto, A é nilpotente de indice 2)
2 2 =2

O indice de nilpoténcia da matriz A é no mdximo o seu tamanho.

4. Uma matriz A é idempotente se A% = A.
(a) Mostre que: Se A é idempontente, entdo, ou A = I ou A ndo é invertivel.
(b) Mostre que: Se AB = A e BA = B, entfio, A e B sio idempotentes.

(a) Com efeito, A é idempontente, entdo por defini¢do temos:
A? = A
Agora, se admitirmos A invertivel, obtemos:

ATTA?=ATT A (ATTA) A=T—=A=1

Caso contrario, A € nao invertivel. [ |
AB=A
(b) De fato, e = ABA)=A= (AB)A =A = AA = A.
BA =B
Logo, A é idempotente. |
AB = A
Analogamente, temos: e — B(AB)=B = (BA)B=B—=— B.B =B.
BA =B
Portanto, B é idempotente. |

1.5 Problemas Pensando um pouco mais

= Capitulo Execicios <

1. Seja A € M, (R) nilpotente de indice n. Prove que A néo é invertivel.

Antes de passar a demonstrarmos, revisitemos o método de reducdo ao
absurdo: Queremos mostrar que:

O método consiste em negar a tese e manter a hipétese: chegando assim, a
uma contradi¢do.A contradicio ( ou absurdo!) foi gerada pelo fator de ne-
gar a tese. Logo, a tese € verdadeira. Em linguagem simbdlica, temos:

~ g A p =>Contradi¢@o, logo, ~ (~ ¢) = q é verdadeiro.
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Agora, deixemos de prosopopéia e passemos a prova.

Se A € M, (R) nilpotente de indice n. Por defini¢do, temos: A™ = 0, com

A #£0.

Agora, suponhamos que A € invertivel, entdo, por defini¢do, tem-se:
AATI=ATTA =T

Assim,

n

(AA™Y) (A7'A)" =1"=1

= (AATY). (AA”)A. L (AATY) =1
= A"(ATH)'=0.(A"H)"

Absurdo! Visto que admitimos A invertivel.

Portanto, A € nao invertivel.

. Se A € M, (R), tal que: A é simétrica. Entdo, mostre que:

n
SOA =T+A+.. +A"
=0

¢é simétrica.

Se A € M, (R), tal que: A é simétrica, entdo, por definigdo, tem-se:
A= AT,
Qeremos provar que:
ST=Y A =I+A+...+A"=S.
j=0
Inicialmente, provemos por indugdo finita sobre  que: (A™)" = (AT)" e

A = AT Daf, segue-se que: (A")” = A", vamos mostrar!

De fato,
(i) Paran = 2, tem-se:
(42)7 = (AA)" = ATAT = AL = A2,

(#4) Suponha vélido para n, isto é, (A”)T = A", entdo, queremos
mostrar para n + 1
(An+1)T _ AL

Vejamos
(AT = (A"A)" = AT (A™)T = AA™ = A",

Consequentemente, obtemos:
T

YA =(I+A+...+AM
j=0

ST

- (IT+AT+...+(A")T)
IT+A+...+A"=S.
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Dito de outro modo, S é uma matriz simétrica.

|
Alguns Fatos Bésicos:
(F)Vale salientar que usamos este resultado: (AB)” = BTAT .
De fato,
n
T _ _ ) T AT _ (RTAT
(AB)j; = (AB);; = > AiaBa; = ZENAM = (BTAT) ;.
De sorte que:
(AB)" =BT AT,
(Fy) Generalize!
(ArAg.. Ay =AT AT ). AT AT
( Prove usando inducdo finita sobre n)
E facil ver que:
(i) Para n = 2, temos:
(Ar.Ag)" = AT AT
( Caso anterior)
(i) Suponha viélido para n, ou seja,
(A1 Ag. . A ) = AL, A(n 1) AL AT,
( Hipétese de indugdo )
Entao, falta mostrar para n + 1.
Basta notar que:
hipétese de indugdo hipétese de indugao
T ’ ’ >
(ArAz. . ApBpgn) =AD ) (Arhg. . Ay = AT )AL AT AT
Logo,
T
(A1Ag. . ApApiyy) =Af )AL .. AJ AT
|
. Mostre que se x é qualquer vetor-coluna ndo-nulo de R", entdo a matriz
A € M, (R) dada por:
2 T
=1, — 5 TX
]
é ortogonal e também simétrica.
Definicao 1.10
Dizemos que uma matriz A € M, (R) é ortogonal, quando:
Ail = AT. &

Queremos provar que:
(i) A é uma matriz simétrica, isto é, A = AT’
(i) A é uma matriz ortogonal, isto é, A™! = AT «—= A AT =T,,.
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(i) Com efeito,

T
ol = (x...2,). =gl +adi+.. =]z,
Tn
e
2 ! 2
AT = (]In - Qxa:T> =, - —= (:ch)T
]| ]
2 2
= I, - —= (xT)TxT =1, — —2xxT =A
] ]

Logo, A é uma matriz simétrica.

(ii) A priori, como AT= A tem-se:

2 2
AAT = AA= (]In - QMT> : (]In - 29:IT>
] [l
4 4
n — Qx:cT + 1 (xasT) . (xa:T)
[l ]

4 4
I, — WxxT + T (xTx) 2T
T

]|
4 T 4 T T
n xr .x
[Edk [Edly @)
4 T 4 T

n — wa + 3 €T
[l ]

De sorte que: A é uma matriz ortogonal

. (a) Sejam a1, as e a3 nimeros reais positivos. Prove que:

1 1 1
(a1+a2+a3).(++> >9.

aq a9 as
Generalize.

b) Sejam a; € R ( corpo ordenado completo ), com a,; > 0, para todo
) j p p j p
7 =1,2,...,n. Mostre que:
1 1
(a1+...+an).<+...+) > n?.

aq Qp,

Nao faremos o caso particular ( Fica como exercicio!)

1° modo:

(b) Sejam a; € R, com a; > 0, paratodo j = 1,2, ..., n, entdo, facamos por
simplicidade

w=(\/a1,...,/an) ev= <\/la¢%)
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Além disso, veja que resultados lindos e elegantes, usando a norma

- 1 1
doag el =/ =+t — =
j=1 1 n
1

(w,0) = Z(@@) —@‘\/Zf]+...+@.\/zfn—n.

=1

euclidiana e o produto interno usual, temos:

\/a1+...+an:

[l

€
n

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos o belissimo resultado:

- 1 [1 1
n = Vai.— | < Var+...+apy/ —+ ...+ —,
jz::l J \/ aj aq Qp,

e, portanto, elevando-se ao quadrado, ambos os membos da desigualdade,
vem:

) 1 1
n“<(ar+...+ap). | —+...+—|.
a1 Qp,

22 modo:
A luz dadas desigualdades entre as médias geométricas e aritméticas, temos:
ar+ax+...+a
Yai.as...a, < (1 2 ") (1)

n

e de forma andloga, vem:

1 1 1
(? + ? + e + T)
Ll L\ L (2)
ay a2 (07% n
Agora, multiplicando membro a membro (1) e (2) e destacando que
. ool 11
"Haj~"Hf:,"/al.ag...an.” —_ ... — ,
=1 i=1 a; ay a2 Qn
obtemos:
) 11 1
n“<(ri+zo+...+x,) | —+—+...+—
T T2 T
|

5. (i) Calcule A € R, de modo que: p (\) = det(A — Al3) = 0, onde:

1 0 5
A=(0 3 1
0 0 -2

(1) Use o resultado do item anterior, para obter as solugdes ndo-nulas do
sistema homogéneo
(A= )M3)X =0.
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(7) Com efeito, temos:

Dai, vem:
A=1ou
p(AN)=det(A—=X3)=(1-X).3=XN).(-2—-A)=0=< A=3o0u
A=-2
( Posteriormente, estes \ serdo chamados de autovalores ou valores caracte-
risticos que estardo associados aos seus respectivos autovetores ou vetores
caracteristicos que sao as solu¢des ndo-nulas dos sistemas homogéneos).

(A) Notacdo:
n
Haii = 11.0422 - - . Apn,
1=1
Produtorio de a;;, variando de i = 1 até 1 = n

(B) Se A =(a;j) € M, (R), tal que: a;; = 0,1 > j é chamada matriz

triangular superior. Neste caso,
n
det (A) = H Qg5 = A11.022 . . . Apn,
i=1

dito de outra forma, o determinante da matriz triangular superior é igual ao

produto dos elementos da diagonal principal.

(%) Para obter as solugdes ndo-nulas do sistema homogéneo
(A= M3)X =0,

que corresponde aos autovetores associados aos autovalores obtidos no item

anterior, teremos trés casos a considerar, a saber:

1°Caso: A =1

0 0 5 T 0 52 = 0 y=20
0 2 1 y | =10 = 2y +z
00 -3 z 0 -3z =0 z=0

I

Logo, v1 = (x,0,0) = 2 (1,0,0), com z # 0 é um autovetor associado ao
autovalor \ = 1, isto €, o espago solugdo S; € dada por:

S1 = {(2,0,0) eR*z € Rex #0} = [(1,0,0)],

isto é, (1,0,0) gera S;. Significa que qualquer solugio ndo-nula é miiltiplo
escalar do vetor (1,0,0).
2° Caso: A =3
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-2 0 5 T 0 —2z+ 4+ bz = 0 r=0
0 0 1 y | =10]|= z = 0 = e
0 0 -5 z 0 — 5z =0 z=0

Logo, v1 = (0,4,0) = y (0, 1,0), com y # 0 é um autovetor associado ao
autovalor A = 3, ou ainda, a solucdo é dada por:

S2 = {(0,5,0) e R®;y e Rey # 0} = [(0,1,0)],

ou seja, (0,1,0) gera S,.
39 Caso: A = -2

3 0 5 T 0 T =Fz
3x +5z =0
5y 4z =0 4
0 0 O z 0 z2=Fz
Logo, v; = (752, ?1,2) =z (757 ?1,1),comz 2 (0 € um autovetor, ou

ainda, a solu¢do ¢é dada por:

(-5 -1 3 (=t
som {+(2 ) emieemes o) < [(2.72)],

ouseja, (32, =+, 1) gera Ss.

)

[ |
6. Nao existem matrizes A, B € M, (R), tais que:
AB - BA=1.
Suponha valido, entdo, usando o traco da matriz identidade,
vem: tr (AB — BA) =tr(I) =n.
Por outro lado, tem-se:
tr (AB) = Z Z AiaBai = Z BaiAia = tr (BA) .
i=1 a=1 a=1i=1
Assim,
tr (AB) — tr (BA) = 0<=tr (AB —BA) =tr (I) = 0.
Absurdo! Vistoquen € Nen > 2.
Portanto, tais matrizes ndo existem satisfazendo
AB - BA=1.
[ |

7. (i) Seja M uma matriz invertivel M € M, (R), prove que:

-1
MM = Mt
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Com efeito,
=AY A2 A"
A _ _
j=0
entao,
. < (M-1AM)’ M~1AM)?
eMlAM:Z( : ) :I+M‘1AM+( ) +
= J! 2!
J:

Dai, ndo esquecendo que a série converge uniformemente e
_ j 14
(M~*AM)" = M~ AT M

( E facil ver por indugio finita sobre 7 ), segue-se que:

eMTTAM LI MYAM + o
A2 An
= Mt <I+A++...++...)M
21 n!
= M! Zf M = M M.
— 4!
j:

(i1)
eATB)t — oAt Bt it s A comuta com B,

com A, B € M, (R).

(=) Se eATB)t — At Bt entio, derivando ambos os lados, temos:
(A + B) eATBt = AeAt Bt 4 BeAt Bt

Agora, derivando novamente e fazendo ¢ = 0, obtemos:

(A+B)2 e(A-i—B)t :A26At.6Bt+AB6At.€Bt+BA€At.6Bt+

Logo,
(A4 B)? = A2 + 2AB + B? «— AB = BA.

(<=) Se AB = BA, entdo, é facil ver que:

X (t) = eAt.eBt
satisfaz ao problema de valor inicial (p.v.i)

X(t)=(A+B)X (t)
X (0)=1.

(Verifique!). Entdo, pela unicidade da soluc@o temos:

X)) = e(A+B)E,

De sorte que:
cA+BIL _ At Bty
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4

Se A é nilpotente de indice k, temos: A¥ =0com A#0e0 <k <n.

A O 0 eMt 0 0
0 : 0

A e . . . N et eAt — .
: 0 : 0
0 0 A, 0 0 et

> Aj AQ A™

A

e = — =14+ A4+——+...+—+...,
j;)j! 2! n!

Todos estes fatos bdsicos serdo de fundamental importancia para a

Forma Candénica de Jordan.

8. Seja 2l a dlgebra das matrizes quadradas sobre um corpo ordenado completo K = R
e seja P uma matriz invertivel em 2(. Mostre que a transformagdo A — P~1. A.P,
onde A € 2l é um isomorfismo de dlgebra 2l em si mesma.
corpo ordenado completo dos niimeros reais K = R

Seja ¢ : 2 — 2 definida por ¢ (A) = P~1.A.P, vamos determinar o niicleo de ¢, a saber:
Ker (¢) = {A¢ € As;p (Ag) = 0}.
Vejamos
¢(Ay)) = P lAP=0= (PP ").A.P=PO
= [.Ap. (P.P7')=0.P' = 4, =0.

Portanto,
Ker (p) = {0} <= ¢ é injetora.

|

Agora, mostrar que ¢ € sobrejetora. por defini¢do, temos:

VB €Im(p);3A € A:A=P.B.P !
Célculos Auxiliares:
¢(A) = P 'AP=B<= (PP ').AP=PB
<~ A (PP ')=PBP'<=A=PBP "
Assim.
¢(A)=¢(PBP)y=P ' (PBP").P= (P '.P).B.(P"'.P)=B.
Dito de outro modo, Im (¢) = 2, ou seja, ¢ € sobrejetora. |

Logo, ¢ é bijetora

e finalmente, mostremos que:
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(1) M, Ao € K; VA, Ay € A tem-se:
©(AMAL+XAy) = PL(AAL 4 \Ay).P
= M (PTLALP)+ X (P 1 AP)
= Ay (A1) + Aap (42).
(13) VA1, Ay € A temos:
0(A1.Ay) = Pl (A1.Ay).P
= (P7'.A..P). (P 1. A.P)
= (A1) .9 (42).

De sorte que: ¢ é um isomorfimo. |

. (9) Calcule A € R, de modo que: p (A) = det(A — M) = 0, onde:

1 2
0 -3

(i) Use o resultado do item anterior, para obter as solu¢des ndo-nulas do

A =

sistema homogéneo

(A= 2L)X =0.

Solucao

A equagdo caracteristica é descrita por:

1-A 2
POV Y
A=1
= (1-X).(-3-N)=0= ou
A= -3,

serdo chamados posteriormente de autovalores ou valores caracteristicos.

Vamos determinar as solucdes ndo-nulas os chamados posteriormente de autovetores

correspondentes.

1° Caso: A =1:

(A-AR)X=0— [ 0 2 (V)= wEY
0 —4 Y 0 -4y =0

Logo, o autovetor é: v = x (1,0), com = # 0, ou ainda,

S1={z(1,0) e R*z #0} = [(1,0)].

Procedendo de forma andloga, temos:

o o (02)(2)-(0)

= {dz+2y=0 = y=—22.

2° Caso: A\ = -3
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De sorte que, o autovetor é: vy = x (1,—2) , com x # 0, dito de outro modo temos:

Sy ={z(1,-2) e R% 2 # 0} = [(1,-2)]

. (¢) Calcule A € R, de modo que: p (\) = det(A — Alp) = 0, onde:

A:

11

0 4

(1) Use o resultado do item anterior, para obter as solugdes ndo-nulas do
sistema homogéneo

(A= M)X =0.
Solucao
A equagdo caracteristica é dada por:
1-A 1
p(A) = det(A—-A)= =0=(1-X).4d-))=
0 4— )
A=1
== ou
A=4,

sdo os autovalores, determinemos os autovetores correspondentes.
Agora, temos dois casos a considerar para resolver o sistema homogéneo

e obter as solugdes ndo-nulas.

1° Caso: A =1:
(A-A)X = 0:s<0 1)(%):@)
0 3 y 0

0z +2y =0
Ox+3y=20

Logo, o autovetor é: v1 = x (1,0), com x # 0, ou ainda,

Sy = {.T (170) € RQ;x # 0} - [(170)]
Procedendo de forma andloga, temos:

2° Caso: \=4:

Portanto, o autovetor é: vo = x (1,3), com x # 0, dito de outro modo temos:

So = {2 (1,3) € R%z # 0} = [(1,3)]
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Josef Maria Hoé&né-Wronski, (1776-1853), foi um filésofo e matematico franco-polonés.
2.1 Um pouco de historia sobre Espacos Vetoriais

Um espacgo vetorial (também chamado de espaco linear) é uma colecdo de objetos chamada vetores, que podem
ser somados um a outro e multiplicados ("escalonados") por nimeros, denominados escalares. Os nimeros reais
s@o escalares frequentemente utilizados, mas também existem espagos vetoriais com multiplicagdo por niimeros
complexos, nimeros racionais; em geral, por qualquer corpo.[4] As operag¢des de adi¢do de vetores e multiplicagdo
por escalar precisam satisfazer certas propriedades, denominadas axiomas. Para explicitar se os escalares sao
nimeros reais ou complexo, os termos espago vetorial real e espacgo vetorial complexo sdo frequentemente utilizados.

Vetores euclidianos sdo um exemplo de espaco vetorial. Eles representam quantidades fisicas como forcas:
quaisquer duas forgas (do mesmo tipo) podem ser somadas para resultar em uma terceira, enquanto que a
multiplicacdo de um vetor de forca por um niimero real gera outro vetor de forca. De forma semelhante, porém com
um sentido mais geométrico, vetores que representam deslocamentos em um plano ou em um espago tridimensional
também formam espacgos vetoriais. Vetores em espacos vetoriais ndo necessitam ser objetos do "tipo seta", como
aparecem nos exemplos mencionados acima; vetores sdo tratados como entidades matemadticas abstratas com
propriedades particulares, em alguns casos, podem ser visualizados por setas.



2.2 Consideracodes Preliminares

Espacos Vetoriais sdo o objeto de estudo da Algebra Linear e sdo bem caracterizados pela sua dimensio.
Espagos vetoriais de dimensdo infinita surgem naturalmente em Anélise Matematica, como em Espacos Funcionais,
cujos vetores sdo fungdes. Esses Espacos Vetoriais sdo munidos em geral de uma estrutura adicional, que
pode ser uma topologia, permitindo a consideragdo de conceitos como proximidade e continuidade. Dentre
essas topologias, aquelas que sdo definidas por uma norma ou um produto interno sdo mais frequentemente
utilizadas, por possuirem uma noc¢do de distincia entre dois vetores. Esse é o caso particularmente com os
Espagos de Banach e os Espacos de Hilbert, que sdo fundamentais em Andlise Matematica ( Nao se preocupe
com estes nomes sofisticados destes espacos, serdo estudados ao longo da sua vida académica em detalhes )
(https://pt.wikipedia.org/wiki/Espa%C3%A70_vetorial)

2.2 Consideracoes Preliminares

O objetivo deste Capitulo € estudar, os espagos vetoriais sobre o corpo ordenado dos ndmeros reais,
algumas propriedades, subespaco vetorial, combinacao linear, conjunto gerador, conjuntos de vetores: linearmente
independentes (L.I.) e dependentes (L.D.), base e dimensdo. Vale a pena salientar: um espaco pode ser gerado
por digamos 4 vetores, dentre estes vetores, qual a quantidade minima que sdo necessarios para formar uma base
( esta quantidade minima sdo os vetores linearmente independentes ). Por incrivel que pareca, alguns estruturas
em matemadtica; apesar de aparentemente serem diferentes, tem comportanmentos "semelhantes", os vetores que
estudamos na Geometria Analitica em dimensdes 2 e 3 ( no plano e no espaco ) tém as mesmas propriedades
operacionais que as matrizes, fun¢des: contimuas, derivaveis, integraveis do Célculo diferencial e integral, os
polindmios estudando no Ensino Médio. A seguir, definiremos duas operacdes que satisfacam aos axiomas ( a
grosso modo, diremos que qualquer coisa em matemdtica que tenha esta estrutura, serd chamada de espago vetoriais
e seus elementes vetores, para ilustrar os exemplos: vetores vistos na Geometria Analitica, matrizes, polindmios,

fungdes continuas e derivdveis em intervalos convenientes ).

2.3 Espaco Vetorial V sobre R

Considere as seguintes operagdes:

+:VXxV-=V e -:RxV->V
(u,v) — u+v (A u) — A

Dizemos que V € um espaco vetorial ( E.V.) sobre R, quando:
A Vu,v,w € Vi u+ (v +w) = (u+v) + w;
A)Vu,veViu+v=v+u
A3)I0eV,VueViu+0=0+u=u

ANVu eV (—u) eVu+ (—u)=(—u)+u=0

1) Vo, B € R,Vu € V: a(fu) = (af)u
2)Va,B e RVu € Vi (a+ f)u = au + fu

Ms)Va € R,Vu,v € Vi a(u+v) = au+ av
My)3dleRVueV:lu=u

=K
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Exemplo 2.1

Consequéncias:
(1) .0 =0 (#) 0.u =0 (%) xu=0=a=0o0uu=0.

(7) Com efeito,
al0=a0+0
e
a.0=a.(04+0) = a.0 + a.0,

entao, temos:
a0+al0=a04+0= a.0=0

[ |

(ii) E facil ver que:
0u=0u+0
e
0u=(0+0).u=0u+0.u
e, portanto,
0.+ 0.v = 0.2 + 0.
Ou ainda,
0.u = 0.

[ |
(iid)
1¢ Parte:
a.u = 0 e suponha o # 0, entdo, temos: ala=1e

(a_l.oz) aw=a'0=0= lu=0.
2% Parte:
O espago vetorial é normado; assim, podemos usar a definir da noma euclidiana (u,u) = ||u|® e suponha
u # 0, entdo, u||2 2 0, teremos:
0
au=0= (au,u)=(0,u) =0 = a.|[u]* =0 = a = W =
u

De sorte que:

a=0ouu=0.
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2.3.1 Subespacos Vetoriais

Definicao 2.1

Seja ¢ #W C V ( E.V.). Dizemos que W é um subespaco de V, quando:
(1))0 e W

() Vu,v e W =u+veW

(13i) YA € R,Vu € W =-du e W.

Exemplo 2.2
(A) Verifique quais dos conjuntos sdo subespacos:
1. W ={(z,y) € R?| y = 2z}

Demonstracao
() (0,0) € W? Pois, 0,, = 2.0,,( a segunda coordenada é o dobro da primeira ).

(i) Yuy, us € W, onde: uy = (z1,y1) € us = (x2,y2), tem-se: y; = 2x1 € yo = 2x9. Assim,
uy + ug = (x1,221) + (22, 222) = (21 + 22,221 + 222) = (21 + 22,2 (1 + 22)) .

Logo, u1 + us € W.

(#i1) VA € R, Vu; € W = dug = A(x1,y1) = A(x1,221) = (Azq,2(Ax1)) (A segunda coordenada
continua sendo o dobro da primeira ).

Dai, vem: \u; € W.

De sorte que: W € um subespago vetorial |

2. W ={(z,y,2) € R3| z.y =0}
Demonstracao
Contra-exemplo:
Sejam u; = (1,0,0) e ug = (0, 1,0). Entdo, temos: uy,up € W. Dai, obtemos:

w4 us = (1,0,0) + (0,1,0) = (1,1,0) ¢ W.

Portanto, W ndo é um subespaco. |
b
3.W:{< “ ) EMQ(R):I)ZCZO}
c d
Demonstracao
.. . a b a 0
A priori, vamos reescrever as matrizes de W, d € W :b=c=0. desta forma, temos: 0 d
c

(os elementos de W sdo matrizes diagonais de ordem 2 com entradas reais )

0 0
(1) ( 0 0 ) € W? Visto que, 0, = 0, = 0. = 04 = 0. ( todos os elementos sdo nulos )
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y

.. ar O 0 .
) ) 5 - = . . -Se.
(11) VA1, As € W, com Ay e Ay Assim, tem-se:
0 d1 0 d2

ar 0 as 0 ai + as 0
A+ Ay = + = ew.
e (0 d1> (0 d2> ( 0 d1+d2>

Por conseguinte, vem: A; + As € W.
(7i1) VA € R, VA, € W, temnos:

T B I e =2
0 dy 0 Ay
Logo, W € subespaco. |

4 W={AecM,[R)| AT = A}

Inicialmente, A € W; AT = A ( diz que W descreve todas as matrizes simétricas de ordem n com entradas
reais )
(i) 0 € W? Visto que, 07" = 0. ( todos os elementos sdo nulos )
(ii) VA, B € W, tem-se por hipéteses: AT = Ae BT = B,
(A+B)" =AT+B" = A+ B.

Por conseguinte, vem: (A + B) € W.
(7i1) VA € R, VA € W, temnos:

(AA)T = 2AT = \A.

Dai, obtemos: A4 € W.

Portanto, W € subespaco. |

5.W={(p(x)=ax+b) €Py (R)|b=0}

Vejamos, p € W; p (z) = ax ( Nos diz que W descreve todos os polindmios de grau no maximo m 1 e termo
independente nulo )

(1) 0 (z) € W? Visto que, 0 () = 0 ( polindmio identicamente nulo )

(73) ¥p, ¢ € W, tem-se por hipéteses: p (x) = a1z e q (x) = aqz,

(P +9) (2) = p(x) + ¢ () = a1z + agx = (a1 + ag) 2.
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Por conseguinte, vem: (p 4 ¢) € W.
(#i1) VA € R, Vp € W, temnos:
(Ap) (x) = Ap (z) = A(arz) = (Aay) z.
Dai, obtemos: A\p € W.
Portanto, W € subespaco. u

6. W={feC"(a,p)| f (x) + f (x) = 0}

Inicialmente, f € W; f*(z) + f () =0
(diz que W descreve a soma da derivada de primeira ordem com a funcdo e nula )

(1) 0 (z) € W? Visto que, 0’(z) + 0 (x)
(i) Vf, g € W, tem-se por hipéteses: [~

(f+9)" (@) +(f+9)(x)
Por conseguinte, vem: (f + g) € W.
(#i1) VA € R, Vf € W, temnos:

s

(Af) (@) + (Af) (@) = A[f (z) + f (x)] = A0 = 0.
Dai, obtemos: (Af) € W.
Portanto, W € subespaco. u

=0.
() + f(z)=0eg'(x)+g(x)=0,
=[f (@) +f@]+g @) +g(@)]=0+0=0

7. W ={(z,y) € R?| x € Q (racionais)}

1° Modo:

() (0,0) € W? Pois, 0, € Q(racionais) ( As duas coordenadas sdo nulas obviamente nimeros racionais )
(#1) Yuy,us € W, onde: uy = (x1,y1) e us = (z2,y2), tem-se: 21,22 € Q. Assim,
uy +ug = (r1,91) + (2, 42) = (1 + 22,1 +42) -
Logo, u1 + ug € W. Visto que (1 + x2) € Q.
(13) YA € R, Vug € W = dug = A (21,91) = A (x1, 1) = Az, Ayr) ¢ W.
( A primeira coordenada \z; ndo necessarimante continua racional ).

De sorte que: W ndo € subespaco vetorial |
2° Modo:

Usaremos um contra-exemplo: Escolha u; = (1,0) e A = /2. Dai, obtemos:
Ay =+/2(1,0) = (\@, O) ¢ W. Pois, v/2 ¢ Q.

Portanto, W ndo é um subespaco. |
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8.W={<Z 2>6M2(R):c:0}

a a b
A priori, vamos reescrever as matrizes de W, € W : ¢ = 0. desta forma, temos: ( 0 d ) (os
c

elementos de W sdo matrizes triangulares superiores de ordem 2 )

0 0
(1) ( 0 o ) € W? Visto que, 0, = 0, = 0. = 04 = 0. ( todos os elementos sdo nulos )

b b
(i) VA, Ay € W, com A; = @ e Ay = a2 02 . Assim, tem-se:
0 dl 0 d2

a1 b as bs a1 +as by + by
A+ Ay = + = ew.
e (0 d1> (0 d2> ( 0 d1+d2>

Por conseguinte, vem: A; + A € W,
(#i1) VA € R, VA, € W, temnos:

/\Al —\ aq b1 _ /\(11 >\b1 cW.
0 di 0 Ay

Logo, W € subespaco. |

9. W ={(z,y) e R*| y = |af}.

1° Modo:

Um vetor
u=(z,y) € Wey=z|e(z,|z]) e W

(u € W, desde que: a segunda coordenada do vetor corresponda ao médulo a primeira coordenada.)
(i) (0,0) € W? Pois, 0, = |0, = 0.
(1) Yuy,ue € W, onde: uy = (21, |21]) € ug = (w2, |z2|), tem-se:

uy +ug = (21, [71]) + (22, |[22]) = (21 + 22, |[T1] + |72|) # (21 + 22, |71 + 22]) .

Visto que: |z1 + 22| < |z1| + |22| ( Desigualdade triangular ).
Logo, W ndo é subespago vetorial |

2° Modo:
Prova usando contra-exemplo:

Sejam uy = (—5,]|—5|) = (=5,5) e ug = (3,|3|) = (3, 3), entdo, temo-se:

Pois, a segunda coordenada ndo € igual ao médulo a primeira coordenada.
Portanto, W nao € um subespaco. n
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10.W:{fEC'Q(oz,,BHf”(a:)—|—af’(3:)—|—bf(:z:)=0}

Alguns comentarios e defini¢oes, antes de resolver:
Quem sdo os elementos f do espago vetorial
C%(a, 3)7C? (a, B) = {f : (v, B) — R;onde: f"é continua no aberto (c, 3)}

e, portanto, W. Neste caso, sdo as fungdes que cumpre a condi¢cdo da equacao diferencial ordindria de 2% ordem
com coeficientes constantes.

(x) + af (z) + bf (z) = 0.

(7) 0 (x) € W? Pois, 0”(z) + a0’(x) + b0 (z) = 0.

(@) +af (x) +bf () =0
(i) Vf, g € W, tem-se por hipoteses: e

9" (z) + ag’ (z) + bg (x) = 0.
Agora,

(f+9) (@) +al(f+g) () +b(f+g)(x)

[f7 () + af () + bf (2)]
+ g7 (2) + ag” () + by (x)]
= 040=0

Por conseguinte, vem: (f + g) € W.
(#i7) YA € R, Vf € W, temos:

5 5

(Af) (@) +a(Af) (2) +b(Af) (2) = A7 (@) + af (2) + bf (2)] = A0 = 0.
Dai, obtemos: (Af) € W.
De sorte que: W é subespago. |

11. Seja W,={(z,y) € R?| x + y = a}. Prove que: W,, é um subespago se, € somente
se, « = 0.

1 Parte:
(=) Suponhamos que W, é um subespago, entdo, em particular, o vetor nulo (0,0) € W, : 0, + 0, = a.
Logo, a = 0.

2% Parte: oo = 0 = W, é um subespaco.
(=)

De fato,
() (0,0) € W? Pois, 0, + 0, = 0.
(#1) Yuy, us € Wy, onde: uy = (21, —x1) e ug = (w2, —2), tem-se:
uy +ug = (x1, —x1) + (x2, —22) = (1 + 22, — (21 + 22)) .
Logo, u; 4+ ug € Wy
(#it) VA € R, Vuy € W = Ay = A (21, —21) = (Axy, — (Axq)). Dai, vem: \u; € W,
De sorte que: W € um subespaco vetorial |
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b
12. Seja W = { < “ y > eEM; (R):b= c}. Prove que: W é um subespaco.
c

0 0
(7) 0 0 € W? Pois, 0, = 0, = 0. = 04, em particular, 0, = Og

( A exigéncia € que os elementos da diagonal sacunddria sejam iguais )

b b
(13) VA,B € W,com A = M lep= | 7 , tem-se:
by di by do

A+B—| @ by o by \ _ [ axtaz bitby cW.
by dy by doy by +by di+do

(ii1) VA € RYA € W, temos:

A = ) ay bl _ )\a1 )\bl cW.
b dy Abr Ady
Logo, W é um subespaco de M (R) . [ |

13. SejaW ={A, X e M,, (R) : AX — XA =0, com X fixa}. Prove que: W é um

subespaco.

1° modo:

(7) 0 € W? De fato, 0X — X0 = 0.

AX —XA=0
(i1) VA, B € W, por hipéteses, temos: e . Dai, obtemos:
BX -XB=0
(A+B)X-X(A+B) = (AX-XA)+ (BX - XB)
= 0+0=0.

(7i1) VA1 € R, VA € W, temos:
(MA)X — X (MA) =) (AX — XA)=)0=0.

2° modo:
AX —XA=0
De fato, VA1, Ao € R, VA, B € W, por hipéteses, temos: e . Assim,
BX —-XB=0
(MA+XM0B) X — X (MA+XB) = M (AX —XA)+ X (BX — XB)
= M0+ X0=0.

Logo, W € um subespago. |
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14. SejaW ={p(z) = ax + b € Py (R) : b = 0}. Prove que: W é um

subespaco.

(1) 0 (z) € W? Visto que: 0(x) = 0x + 0, com 0, = 0, = 0.
(73) ¥p1 () = ayx, Vps (x) = agx pertencentes a W, temos:
(p1+p2) () =p1(2) +p2 (2) = a1z + aze = (a1 +az)x € W.
(#i1) VA € R, Vp; (z) = a1z € W, tem-se:
(Ap1) () = Ap1 () = Aa1z) = (Nay) z € W.

De sorte que: W é um subespaco. |

15. Sejam U ={(z,y,2) € R?*| 2 =0} e W ={(2,y,2) € R3| 2 = y = 0}
subconjuntos de R3. Prove que:

(a) Ue W sio subespagos (b) R3 =U + W (¢c) UNW = {0} . Dai, concluimos que:
a soma & direta, ou seja, R3 = U@ W.

(a)
U ={(z,y,2) e R*|z =0}
() (0,0,0) € U? Pois, 0, =0, =0, = 0.
(i) Yuq,ug € U, onde: u; = (z1,91,0) , us = (x2,y2,0), Dai obtemos:
uy +up = (1 + 2,91 +42,0) € U.
(Z’Ll) VA e R,Vul celU= \u; = )\(Z‘l,yl,O) = ()\.%‘1,)\?]1,0) e U.
Logo, U é um subespacgo. |

W ={(z,y,2) € R*|lz =y = 0}.

Procedendo de forma inteiramente andloga, temos:
() (0,0,0) € W? Pois, 0, =0, =0, =0.
(49) Yui,ug € W, onde: uy = (0,0, 21),u2 = (0,0, 22) . Por conseguinte, vem:

Uy + ug = (0,0,21 —1—22) cW.
(ZZ’L) VAeR Vu; e W= du; =\ (O, 0, 22) = (0, 0, /\22) cew.
Logo, W € um subespaco. |
B)R2=U+W (c) UNW = {0}
Basta observar que: Yu € R?, tem-se:

u=(r,y,2) = (z,9,0) + (0,0, 2) .
Agora, como (z,y,0) € Ue (0,0, z) € W segue-se que:
R*=U+W.
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(¢) Além disso, seja k = (k1, ko, k3) € UNW, entdo, k € Ue k € W. Ora,

kel ks =0
e — e =k =(0,0,0).
keW ki =ky =0
Logo,
UNnwW={0}.
Dito de outro modo, R? é soma direta dos subespacos U e W, isto é,
RE=UaW.
z
A
p— W
y
0
U

16. Sejam W; e W, subespagos vetoriais de V ( E.V.). Prove que: W1 N W5 também é um subespago de V.

(7) O vetor nulo 0 € Wy N W57 Visto que, W; e Wy sdo subespagos.

(i) Yu,v € W1 N Wy, por defini¢do de interseccdo, tem-se: u,v € Wy e u,v € Wa.
Como por hipéteses W, e Wy s@o subespagos, segue-se que: u+v € Wy eu +v € Wa.

Logo,
u+ve W NWs.

Por conseguinte, vem: (u + v) € Wy NW.

(7i1) VA € R, Yu € W1 N Wa, por definigdo de intersec¢do, tem-se: u € Wy e u € Wi,

Agora,por hipdteses W, e Wy sdo subespacos. Daf,vem: Au € Wy e Au € W.

Au € Wy NW,.

Portanto, W; N Wy € subespago.
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17. Sejam W, e W, subespagos vetoriais de V ( E.V.). D& um contra-exemplo para provar que: W; U Wy

ndo necessariamente ¢ um subespago de V.

Vamos mostrar apresentando quatro contra-exemplos, a saber:

1. Vejamos um contra-exemplo, escolhamos

W, = {(z,y) € R?*:y =21}
Wy = {(z,y) eR?:y=—22}.

Sejam uy = (1,2) e us = (1,—2), onde: uy,us € Wy U Ws, entdo, tem-se:
Uy + ug = (1,2) + (1, —2) = (2,0) ¢ Wi UWs.
Logo, W; U W5 ndo € um subespaco. |

2. Sejam W, e W, subespacos vetoriais, dados por:

(‘CL Z)EMQ(R):c:O}

W, =

Wy =

e
. 1 10 3
Sejam A;, Ay € W1 UW; com Ay = ( 0 ) e Ay = ( A ),entao temos:

2
3 1
1 2 10 2 2
A+ Ay = = Wi UWs,.
LA (03 +<1 4) (1 7>¢1 ?
Portanto, W; U Wy ndo é um subespago. |

3. Tlustrativamente, escolhamos os seguintes subespacos, definidos por:
W, = {p@)=a®+br+cePy(R):a=c=0}e
Wy, = {p(@)=az®+br+ceP;(R):b=c=0}

Sejam py,pa € W1 U Wy com py (7) = 22 e py (z) = 22, entio, temos:
p1(x) +pa (x) = 2% 4+ 22 ¢ W, UW,.
Logo, W; U Wy ndo é um subespago. |

4. SejaF{f : [~a,a)] — R fungdes definidas no intervalo [—, a, a]} escolha os subespagos

Wi={f €3 ([~a,a] = R): f(z) = f(-x),Vz[-a,a]}

€

WZ:{f € &([—a,a] - R) : f(l‘) =—f (_w) ,Va [_a7a']} .
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Consideremos f1, fo € Wi UW, com f; () = 2% e fo (x) = 23, entdo, temos:

fi (@) + fo(x) =2® + 23 ¢ W UW,.

Dai, concluimos, W; U W5 ndo € um subespago.

18. Sejam S ={B € M, (R)| B = B} e A={C € M, (R) | C* =

Prove que:

—-C}

(i) S e Asdo subespagos.  (ii) M, R) =S+ A (iti) SN.A={0}.

Dai, concluimos que: a soma ¢ direta, ou seja,

M, (R) = S & A.

(7) S é um subespaco de M, (R).

De fato,
(a) 0 € S? Pois, 07 = 0.
(b) VB1, By € S, tem-se:

(Bi + By)' = B! + BS = (B1 + B2) €

(c) VA € R,VBy, € S, tem-se:.
(AB))' = AB! = (\By) € S.

Logo, §.€ um subespaco.

Procedendo de forma andloga, obtemos:
() A é um subespaco de M, (R).

(a) 0 € A? Pois, 07 = —0.
(b) VC1, Cs € A, tem-se:
(CL+Cs)' = Cl+ Ch = —(C1 + Cy)

(c) VA € RV(C, € A, tem-se:
(AC1)' = ACt = —(\Cy) € A.

De sorte que: A é um subespaco.

(7i) Notagoes:
M, (R) = S®A < M, (R) = S+Ae SNA={0}
dizemos que M, (R) é soma direta S e A.

M, (R) : Espaco das matrizes de ordem n com entradas reais.
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S: Subespago das matrizes simétricas.

A: Subespago das matrizes anti-simétricas.

Note que: B* = B (matriz simétrica ) e C* = —C ( matriz anti-simétrica ).
BeS:B'=BeCcA:C'=-C.
Observe que:

A=B+C A=B+C
e — e
At = (B+0C) At = Bt 4 Ct
A+ A'=(B+ B'Y) +(C+C") A+ At =2B
— e - e
A—A'=(B-B")+(C-C" A— At =2C
AJEA — B
= e . Assim, VA € M, (R), tem-se:
A—A" =C
2
A+ At A-A
A= 5 + 5
Logo,
M, (R) = S+A. (1)
(73i) Seja K € SNA, entdo, temos: K € Se K € A
KeS K'=K
Ora, e == e = K=-K—=— K =0.
KeA K'=-K
Portanto,
SnA={0}. (2)
Decorre de (1) e (2) que: a soma € direta
|

19. Dados

U={fes(-a,a);f(x) = f(=2)} eW={f €F([~a,a]); f(-z) = -] (2)},
onde:
5 ([-a,a]) = {f : [—a,a] — R fungdes} é o espago de todas as fun¢des definidas no
intervalo fechado [—a, a] .
Prove que:

(1) U e W sdo subespagos.  (ii) §([—a,a]) =U+W (it5) UNnW = {0}.

(i) 1¢ Parte:

a) 0(z) € U? Pois, 0 (z) =0 (—x) =

50



2.3 Espaco Vetorial V sobre R

b) Vf,g € U, tem-se:
{ f@)=f(-=)

g(x)=g(-z)
c) VA e RYf €U, tem-se:

Portanto, U é um subespaco.

(i) 2% Parte:

W={fed(-ad);f(-2)=—f(2)}

Procedendo de forma inteiramente andloga, temos:

a) 0(x) € W? Pois, 0 (z) = —0(—xz) = 0.
b) Vf,g € W, tem-se:
f(@)=—f(-=)
e = ([+9) @) ==-(f+9)(-2) = (f+9) €W.
g(x) =—g(-x)
c) VAeRVSf e W, tem-se:
f@)=—f(—z) = (Af) (@) = (=Af) (-z) = Af € W.

Portanto, W é um subespaco.

(1) Vf € § ([—a,a]), tem-se:

py=t@HIED) @S

Como [W} c€Ue [M] € W segu-se que:
5([—a,a]) =U+W.
(7it) Seja K € UN W, entdo, temos: K € Ue K € W.

KelU K (z) =K (—x)
Vejamos, e = e = K (z)=—-K (z) = K (z) = 0.

Kew —K (z) =K (—x)
Portanto,
Unw={0}
Agora, como
5([-a,a]) = U+W
e
Unw = {0}.

Dai, segue-se que: a soma € direta:
5([-a,a) =UaW
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2.4 O Conjunto de Todas as Combinacoes Lineares

Considere o conjunto de todas as combinagdes lineares de V, dada por:

W={veV|v=ANus + us+ ...+ Au,},

onde \; ERu; € V,comj=1,2,...,n.

Fixados uq, us, ..., u, em V, temos:

(1) W = [ug,us, ..., u,)|-subespaco gerado por w1, usg, . . ., Uy,.

(73) Se V = [uq,ug, ..., uy,|, entdo, dizemos que V é finitamente gerado.

2.4.1 Dependéncia e Independéncia Linear

Definicao 2.2

Sejam w1, us, . .., u, vetores de V (E.V.) sobre R. Dizemos que

S ={u1,ua,...,u,} é LI ( linearmente independente ), quando:
dada a equacdo:

S Nu=Mur+daup+ o+ Aty =0 = M =...=X =0 )
j=1

@ Nota

Seem (I) N\j # 0 para algum j = 1,2, ..., n, entdo, diz-se que S é L.D. ( linearmente dependente ).
Exemplo 2.3

1. Para que valores de A € R o conjunto S = {t +3, 2t + A% + 2} de Py (R) é LI (Linearmente
independente) ? e L.D. ( Linearmente dependente )?
Refazendo a questdo de uma outra forma: Dada a equagao:

a(t+3)+b(2t+A+2)=0t+0

Determine A € R, para que o sistema homogéneo s6 admita a solugdo trivial ( solug¢do nula ), assim S € L.IL..
Caso contrdrio, S sera L.D.( teremos infinitas solucdes )

Solucio

Com efeito,
a(t+3)+b(2t+A+2) 0t 40 <
(a+2b)t+ [3a+b (N +2)] = 0t+0.
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Dai, obtemos:

a+2b=0 S b a+2b=0
3a+b(A+2)=0 0+ (4—X)b=0.

Assim,
(2—=M\)(2+A)b=0.

1° Caso: X\ # 42 = b= 0= a = 0. Neste caso, o sistema s6 admite solugdo trivial ou nula. Logo, S é
L1

2° Caso: A\ =2 = 0.b = 0, voltamos para equagdo anterior a + 2b = 0. Neste caso, o sistema admite

infinitas solucées. Logo, S é L.D

3° Caso: \ = —2 = 0.b = 0 voltando a equagio a + 2b = 0. Analogamente, o sistema admite infinitas
solucées. Logo, S é L.D. [ |

2. SejaS = {62””, 65””} para todo x € R. Dada a equagdo:
)\1€2I + /\265:C =0.

Prove que: A\ = Ay = 0.

Dada a equacao
/\16296 + /\265:C =0. )

Multiplicando (I) por e~ > 0, Vo € R, obtemos:

A+ Aoe’® = 0. (II)
Agora, derivando em relagdo a z [(eX*)" = Ke/*] | vem:
04303 =0= X\ =0 (III)
Assim, substituindo (/11) em (II), segue-se que:
A =0
Ou ainda,
A =X=0
De sorte que: S € linearmente independente. |
4

Seja S = {y1 (x),y2 (7)}, onde y1 (x) ,y2 (x) € C* (v, B), ou seja, y1 (x) , y2 (x) tem derivadas continuas.
Wronskiano é dado pelo determinante da matriz, a saber:

'A% Y2
1Y

onde y’1 e y’s sdo as derivadas de 1* ordem das funcédes yy (x) ,y2 () .

W[ylay2]: #O,Vxe(a,ﬁ),

Fato:
W [y1, 2] # 0,Vx € (o, B) = SéL.L

L.I ( linearmente independente )W [y, y2] = 0 nada se pode concluir.
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Generalizando: Seja'S = {y1 (z),y2 (x), ...

Wy, 2, ...

Fato:

W[ylayQa"'

é L.I. ( Linearmente independente )

Ressaltamos que se W [y1,ya, ...
S = {x3, |x|3} para todo x # 0, tem-se:

no entanto, S é L.1. ( Verifique!).

De fato, por defini¢do, sendo = # 0, tem-se:: |z| = {

1° Caso: = > 0:

,Yn (2)}. O Wronskiano, é dado por:

Y1 Y2 Yn
= ’ "
-1 -1 -1
T S Y
7yn] 7é 0=S= {yl (x)va (x)a'“ayn (.T)}
,Un] = 0, nada se pode concluir, a titulo ilustrativo, considere

W = {x?’, |x|3} =0,

z,x >0

. Agora, dada a equacio:
—z,x <0 & auas

Mz’ + A |z = 0.

Mzd Fdord =M+ X)2> =0= A\ + X2 =0

e, procedendo de forma andloga, temos:

2° Caso: <0 :

M =P =0= (A - )2’ =0= X\ — X2 =0

Decorre dos casos (1) e (2) que:

M+ =0
1A — A=A =0.
A—X =0
Como o sistema s6 admite a solug@o trivial ( solucdo nula ) segue-se que: S € L.I. |

Exemplo 2.4

1. Tlustrativamente, tomemos o exemplo anteior

W [yl, yﬂ

Logo, SéL.I.

2z 5x
2z 5zl __ € €
W[e € ]7 2623: 5653:
1 1
e b7, 5 s =e™ (1.5 -2.1)

3e™ £0,Vz € R.

2. Prove que: sdo linearmente independente (L.L.).
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(i)S={e",e*, e} (i) S ={cos (kx),sin (kz)}, desde que k # 0.

(7) Por defini¢do de wonskiano, temos:

W [BI, eSx, 691] —

e e 1 1 1
et 3e3 99 | =¢e%e3e% 1 3 9
e® 9¢3%  8le9% 1 32 92

eB7(9-3).(9-1).(3—-1) #0,Vz € R.

Portanto, S = {e?,e%", €%} ¢ LI [ |
&
14
Matriz de Vandermond ou das Poténcias:
1 1
Um exemplo para ilustrar é: o determinante desta matriz A = | a b ¢ | é descrito
a’? b? 2
por:
1
a c |=(c—=0b).(c—a).(b—a)
a’? b?
(1) Por definicdo de wonskiano, temos:
k in (k
W [cos (kx) ,sin (kx)] = COS.( z) sin (kz)
—ksin (kz) kcos (kz)
= k[cos? (kz) + sin® (kz)]
= k#£0,Yz R
De sorte que: S é L.I. |

Problema 2.1

1. Seja A € M, (R), ento, prove que:

. T z . z .
(i) s = A2 € simétrica;

.. —_ T z . . z .
(i1) a = A=A~ & anti-simétrica;

(#i1) Conclua dai que M, (R) =S + A, onde S € o espago das matrizes simétricas ¢ A o espaco das matrizes

anti-simétricas;

(iv) SN A = {0}.

(i) Queremos mostrar que: s? =

De fato,

S.

T
r (A+AT AT+ (AT)T  AT4A
S = = = =S

Logo, s é simétrica.

2 2 2
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(i) Procedendo de forma andloga, temos:

P
2
AT—A (A — AT>
T
De sorte que: a € anti-simétrica. |

(iii)

VA € M, (R), tem-se:
_CA+AT  A-AT

A 2 + 2
Como % =s€Se (A_QAT) =a € A, segue-se daf que:
M, (R) =S + A,

onde: S € o espago das matrizes simétrica.. |

(iv) SN A = {0}.

Com efeito, seja ' € SN A, entdo, temos: K € Se K € A.

Ora,
KeS KT =K
e — e K= -K— K=0.
K e A KT = K.
Portanto, S N A = {0}. [ |

(A) Posteriormente voltaremos ao tema ( soma direta de subespagos ), quando isto ocorre:
M,(R) =S+ AeSN.A={0}.
Diremos que a soma é direta, denotaremos por:

M, (R) =S @ A.

(B) Toda matriz A € M,,(R) se decompée como soma de simétrica B € S e anti-simetrica C € A, ou seja,
A=B+C,onde: Bl =BeCT =-C

A=B+C A=B+C A+ AT =(B+B")+(C+C")=2B
e — e — e
AT=B+0)". AT =BT 4+ CT A— AT = (B-BT)+(C-CT) =2C.
Assim, temos: .
5= At
e
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Problema 2.2

1. SejaW = “ Z ) € Ms (R) : b:c}. Pede-se:
c

(A) Provar que: W é um subespago.
(B) Obter um conjunto gerador para W.
(C) Uma base para W e dim W.

(A) (4) 8 8 € W? Visto que: 0, = 0, = 0, = 04.
(1i) VA = a b ,VB = oz b2 € W, tem-se:
by dy by do
A+B=| ® by L[ by | _ ar+ b1+ b cW.
by dy by ds bi+by di +ds

an bg
by da

A — aq bl _ )\a1 )\bl c W
by dy Aby Ady

Portanto, W é um subespaco.
b
(B) ( “ ) EW:b=c
c d
Assim,
a b 1 0 0 1 0 0
= a +b +
c d 0 0 1 0 0 1

= aA; +bAy + CA3,

o) ()0

(C) Afirmacdo: 8 = {41, Ay, A3} é linearmente independente L.I..

(iii) VA € R,VB = (

e, portanto,

W = = [A1, A, As].

De fato, dada a equagdo:

AL =0
10 0 1 0 0 0 0
1(0 d>+2<10>+3<01> (o o) 2
A3 =0

Logo, 8 = {41, A, A3} é L.I. Por conseguinte, vem: 3 é uma base para W e dim W = 3.

57



s

2.4 O Conjunto de Todas as Combinacdes Lineares

B = {A17 AQ, Ag} gera W
e <= 3 € uma base para W.
B={A1,As, A3} éLI
2. SejaW = {(z,y,2) € R®: 24+ y = 0} um subespago. Pede-se:
(A) Obter um conjunto gerador para W.
(B) Uma base para W e dim W.
Solucao
(A) (a:,y,z) eW: z= -y
Assim,
(.’E, Y, _y) =z (13 0,0) +y (Oa 17 _1) .
Portanto,
W = [(la 070) ) (Oa 15 71)] .
Afirmacgdo: 5 ={(1,0,0),(0,1,—1)} é linearmente independente L.1..
De fato, dada a equagdo:
A1=0
A1(1,0,0) + A2 (0,1,—1) = (0,0,0) = A =0
—A2 =0.
Logo, 8 ={(1,0,0),(0,1,—1)} é L.I. Consequentemenete, vem: [3 é uma base para
WedimW = 2. |
3. SejaW = { (az? 4+ bz + ¢) € P2 (R) : ¢ = 0} um subespago. Pede-se:
(A) Obter um conjunto gerador para W.
(B) Uma base para W e dim W.
Solucio

(A) az® +bx +c€W: c=0.
Assim,
azx® 4+ bx + ¢ = a.z® + b.x.

Portanto,
W= [x27 x] .
Afirmacdo: 3 = {x2, x} é linearmente independente L.I..

De fato, dada a equagdo:

A =0

M2 + dox = 022 + 0z =
! ? Ao = 0.
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Logo, 8 = {a:z, z} ¢ L.I. Por conseguinte, vem: [ é uma base para W e dimW = 2. |

4. Seja W = {(m, y,2) ER3: 2 =2+ y} um subespaco. Pede-se:
(A) Obter um conjunto gerador para W.
(B) Uma base para W e dim W.

Solucao

(A) (z,y,2) eW: z=x+y.
Assim,

(z,y,2) = (z,y,2 +y) =2(1,0,1) +y(0,1,1).
Portanto,
W =1(1,0,1),(0,1,1)].

Afirmacgdo: 8= {(1,0,1),(0,1,1)} é linearmente independente L.1..

De fato, dada a equagdo:

A =0
A1 (1,0,1) + X2 (0,1,1) = (0,0,0) => Ao =0 =¢{/ff§
A4 Ag = 0. 2T
Logo, 8 ={(1,0,1),(0,1,1)} é L.I. Consequentemenete, vem: [3 é uma base para
WedimW = 2. [ |

5. SejaW = {A € M3 (R) : AT = A} um subespago. Obter uma base para W. Qual a dim W?
Generalize! Se S={A € M, (R) : AT = A}. Qual a dim §?

Solucio

a A S
Basta notar que: A € M3 (R) : AT = A, tem-se: A= | X b ~ |. Assim,
B v c
a A B 1 00 0 00 0 00 0 1 0
A b oy = a|l 00O0]|+b] 010 +c[OO0O0|+A]100]+
g v ¢ 0 0 O 0 0 O 0 0 1 0 0 O
0 0 1 0 0 O
81 0 0 0 |[+v] 0 0 1
1 00 010

= aA1 + bA2 + CAg + )\A4 + ﬁA5 + ’7A6
Logo,
W =[A1, As, A3, Ay, As, Ag] .
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Agora, mostremos que «

= {Ay, Ay, A3, Ay, A5, Ag} é um comjunto L.1. De fato, dada a equagdo

1 00 0 0 O 0 0 O 01 0 0 0 1
kil 0 0 O + k]| 0 1 0 + k3| O 0 O +ks| 1 0O + k| 0O 0 O | +
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 O 1 0 0
0 0 0 0 0 0
ke 01 |=|000
01 0 0 0 0
Produzir o seguinte resultado
k1:0, kQZO, k3=0, k4:0, k5:0 e kGZO.
Portanto, o = { Ay, Ag, Az, Ay, As, Ag} é um conjunto L.1. [ ]
Por conseguinte, obtemos: o = { Ay, As, As, Ay, As, Ag} é uma base para W e dim'W = 6.
A dimensdo generalizada para o subespacos das matrizes simétricas S, é dada por:
a1 * A
* a9
A an
nxn
Note que:
n+n nn+1)
dimS = = .
o 2 2
|

O subespago das matrizes anti-simétricas A
Se A= {A €M, (R): AT = —A}. Qual a dim A?

O espago de todas as matrizes quadradas M, (R) como soma direta dos subespacos das matrizes simétricas

S e anti-simétricas, ou seja,

M., (R) =S @ A.
Consequentemente, vem:
1 -1
n? = dim M, (R) :% +dim A = dim A :%.
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2 2 2
(ii0) [u+ 0" = [lul” + [[o]" <= (u,v) = 0.

De fato,
2 2 2 2 2 2 2
u+o)” = llull” + [[oI" <= [l + 2 (u,v) + [[v]|" = [lul|” + [lv]".

Logo,
2(u,v) =0 <= (u,v) = 0.
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=, Capitulo Execicios <
1. Sejam u,v € V espago vetorial euclidiano, sabendo-se que:||u + v|| =1
e ||lu —v|| = 5. Calcule: (u,v)
Solucio
. o+ o)) * = flu]® + 2 (u,0) + [|o]* = 1
Com efeito, 5 5 5 = {2 (u,v) — [-2(u,v)] = —24.
{ [ = ol|" = fJul|” = 2 (u, v) + [[o]* = 25
Logo,
(u,v) = —6.
]
2. Seja V ( espacgo vetorial euclidiano ), prove que:
(@) llull = llv]| <= (u+v,u —v) = 0.
De fato,
ull® = v]* = 0 & (u—v,u+v) =0,
visto que: (—v,u) + (u,v) = 0. |
(i1) lu+ o))* + JJu —v]|* = 2 (Hu||2 + ||v\|2> (Identidade do paralelogramo ).
Com efeito, tem-se:
2 2 2
l[u+ ol = [Jul” + 2 (u, v) + [|v]] (1)
de forma inteiramente analoga, temos:
2 2 2
lu —of” = flull” = 2 (u, v} + |[o] (2)
Agora, de (1) e (2) segue-se que:
2 2 2 2
et ol + = ol* =2 (Jlul + 0]
|
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3. Sejam u,v € V ( espaco vetorial euclidiano ). Determine o cosseno do
angulo entre u e v, sabendo-se que:
[[ull = 5, [Jvo]| = 8 & [lu+ o] = V129.

Solucao

Por defini¢do temos:

g fwn) w) wo)
felTol = 58~ 40

Além disso,
lutol® = ful®+ 2w 0) + [Jo)* = 129
= 5242 (u,v) + 8 =129
= 2(u,v) =129 —25—-64 =40
= (u,v) =20.

Assim,
(u,v) 20 1
0 = — =z
o8 40 40 2
e, como 0< 6 < w segu-se que:
h_ T
3"
|
4. Seja u = (x1,x2,x3) € R3, entdo, prove que:
|xj| S ||’LLH S \/gmax{|m1| 9 |£L’2| ’ |(E3‘} ) COIIlj = 17273-
Seja u = (x1,x2, x3), entdo temos:
i * < |lull® = 2F + 23 + 23
Além disso, escolha Ml = max {|z1], |x2], |x3|}, entdo, dai, obtemos:
o * < flull* = af + @3 + 2F < M? + M? + M? = 3M2,
ou ainda,
i < Jlull® = @ + 23 + 23 < 3MP,
e, portanto,
5] < Jlull < V3M
comj =1,2 3. |

5. Sejam A € R e u € V (espago vetorial normado ). Mostre que:
Au=0,u# 0= A =0.

1% Parte:

a.u = 0 e suponha o # 0, entdo, temos: a~t

a=1le

(a_l.a) u=a1l0=0= lau=0.
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2% Parte: O espaco vetorial é normado; assim, podemos usar a definir da noma euclidiana (u, u) = ||ul|® e

suponha u # 0, entdo, u||2 = 0, teremos:

ou=0= (au,u)=(0,u) =0 = o. |u|* =0 = a =

De sorte que:

a=0ouu=0.

. Sejam a; e ay niimeros reais positivos. Prove que:

(a1+a2).<1+1) > 4.

a1 a3z
Generalize.

Sejam a; € R ( corpo ordenado completo ), com a; > 0, paratodo j = 1,2,..

1 1
(a1+...+an).<a+...—|—) > n2.

1 Qn,
Nao faremos o caso particular ( Fica como exercicio!)

1° Modo:
Sejam a; € R, com a; > 0, paratodo j = 1,2,...,n, entdo, facamos por
simplicidade

W= (T, /@) ev = (\/la\/%)

0

-
[l

., n. Mostre que:

Além disso, veja que resultados lindos e elegantes, usando a norma euclidiana e o produto interno usual,

temos:

=
I

€
n

b

n n
I 1
atFan = > apllll= = Do
j=1 j=1 J

(w,v) = Z(@.%>:¢a.\/}1+...+m.@:n.

j=1
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos o belissimo resultado:

n
1
n=|3 v
=1 VY
e, portanto, elevando-se ao quadrado, ambos os membos da desigualdade, vem:

1 1
n2§(a1—|—...+an).(a—|—...+>.

1 G,
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2° Modo:

A luz dadas desigualdades entre as médias geométricas e aritméticas, temos:
(a1 +as+...+ay)

YVaj.as...a, < . ()
n
e de forma andloga, vem:
1 1 1
"1.1...1<(1 : LAy )
ai a2 G, n

Agora, multiplicando membro a membro (1) e (2) e destacando que

n n
1 11
" Ha7 " H;: \/a1.a9 ... Q. ;;;
j=1 j=1 J 1 2 n
obtemos:

5 1 1 1
n® < (r1+x24 ... +2a,)- ;+7+"'+»7

7. Esboce os grafico de A = {u € R?; |ju| =1} ,B = {u € R?;|ju|, = 1}
e C={u € R?%|u|,, =1}, onde: u = (z,y).

Algumas normas:
[[ull = \/W ( norma euclidiana ),
llull, = |z| + |y| ( norma da soma ) e

lul| o, = max{|z|, |y|} ( norma do mdximo ou supremo)

Vi
1

A 4

8. Sejau = (z,y) € R?, mostre que:

V2
2
onde: |lul|, = |z| + |y| (norma da soma) e |ju|| = /2% + y? ( norma euclidiana ).

l[ully < flull < flull, ,
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Com efeito,
[ull = Va2 +y? < Va2 +Vy? = [z| + |y| = ||lull, = [Ju]l < |ull,- D

Por outro lado, temos:

(el =lg)* = 0= 2(|al* +|y) = |2 +2 ol Iyl + |y

2 2
= 2|ull” = (] + |y[)” = lull,

= V2 ul 2 |lu], = <l )

7=l
— |lu
V2o
Agora, de (1) e (2) , obtemos:

V2

2 Ml < el < Pl

. D& um contra-exemplo para mostrar que as normas da soma e do maximo

ndo satisfazem a identidade do paralelogramo.
Solucio

A Identidade do pararelogramo, é dada por:

2 2 2 2
e+ ol + = of* = 2 (Jlul® + o))

(i) Sejam u = (x,y) e ||lull, = |z| + |y| ( norma da soma )

e1 +ex=(1,1)
Sejam e; = (1,0) e ea = (0, 1), entdo, temos: e
€1 — €y = (17—1) .
Assim,
lerlls = [11+10] = L, leallg = 0] + [1] = 1, jex + eallg = 2 flex — el = 2.

Dai, segue-se que:

||€1+€2||?g+||61—€2||§ = 22422=8
e
2 2
2(Jlulls +0ls) = 2(12+1%) =4.

Portanto,
2 2 2 2
ol + = ol)” # 2 (Il + o))

(1) Sejam u = (z,y) e ||ul| . = max{|z|, |y|} ( norma do mdximo ou supremo)

Consideremos, e; = (1,0) e e5 = (0, 1), entdo, tem-se:

[ulle = max{[1],[0]} =1
e
[0l = max{[O],[1[} =1
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e1t+es=(1,1)ee; —ey = (1,—1). Assim, vem:

lu+vl, = max{[1],[1]} =1
e
lu—vly = max{[l],|-1]} =1
. Logo,
lu+ol% +lu—vlZ, = 12+12=2
e

2 2 2 2

2 (Jlul% +I0l%) = 2(12+1%) =4.

De sorte que: Portanto,
2 2 2 2
o+ ol + = o # 2 (Jlul® + o))

|
. Seja A € M, (R), tal que: A € ortogonal. Entdo, prove que:
[[Az|| = ||x|| , para qualquer = € R™, conclua dai que: (Az, Ay) = (z,y) .
( A é ortogonal, quando: AA" = A*A =T1)
Considere a base candnica o de R™
a=1{(1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1)} . Assim, temos:
u=(r1,22...,2,) =21 (1,0,...,0) + ...+ 2, (0,0,...,0,1).
Desta forma, a matriz de coordenadas do vetor © na base candnica é dada
por:
X1 €
X2 T2
[u],, = ) G]Rm”l,xtx:(xl Ty e Iy )
. lxn
In nxl In nxl
slr=a+ai+. . 422 :ng = ||lz]|?.
j=1
Dai, vem:
[Az]® = (Az)' (Az) = o' (A'A)z = zte = ||
Logo,
[Az]| = |[=]|.
|
Decorre do delineado acima que:
2 2
A=y = lz—yl
2 2 2 2
[Az(|” — 2 (A, Ay) + |Ay[I” = |l=]]” = 2(z,9) + [ly]"-

De sorte que:
(Az, Ay) = (z,y)
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2.5 Base e dimensao

Definicao 2.3
Dizemos que B = {uy,us, ..., u,} é uma base de V,quando:
(i) BéL.L
(1) B gera V,ou seja, V = [uy, ug, ..., up] .

A dimensdo de um espaco vetorial V é o niimero de elementos de uma de suas bases, denotamos por: dimV.
Exemplo 2.5
.V=R" = dimV =n.

Uma base para V = R"
8={(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)},

cada vetor de 3 tem n coordenadas. |

2.V=P,(R) = dimV =n+ 1.
Uma base para V = P, (R)
8= {x"7xn_1,...,x,1},

temos n + 1 termos em /. |

3. V=M,,xn (R) = dimV =m x n.
Uma base para V = M, ., (R)

1 0 00 ... 0 0 0 00 ... 0
8 0 0 00 0 O 0 0 00 0 O
| o 0 0 o o0 o ’
0 0 00 0 O 0 0 00 0 1
mXn mXn
cada matriz tem m linhas e n colunas em 3 temos m X n matrizes. |
4.V =M, (R) = dimV =n?.
Uma base para V = M, (R)
1 0 0 O .0 0 0 O ... 0
8 0 0 00 O O 0 0 00 0 O
“Jlo w0 o o o0 o ’
0 0 00 O O 0 0 00 0 1
nxn nxn

cada matriz tem n linhas e n colunas em (3 temos n x n = n? matrizes. |

67



2.5 Base e dimensao

5. V=M, (R) = dimV =4.
Uma base para V = M, (R)
= 1 0 0 1 0 0 0 0
B oo)'\oo/)’\1o/)\o1 ’
cada matriz tem 2 linhas e 2 colunas em /3 temos 2 X 2 = 4 matrizes. [ |

6. V=P (R) = dimV =3.
Uma base para V = P3 (R)
B = {221},

temos 3 termos em /3. [ |
7.V=R>= dimV =3,

Uma base para V = R?
B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)},

temos 3 vetores em [3. |

Fato:

Duas bases quaisquer de V tem o mesmo niimero de vetores.
Exemplo 2.6

(A) Determine um base para cada um dos subespagos:

1. W ={(z,y) € R? : y = 2x}. Obter uma base para W e dim W.
Solucao

Com efeito, (x,y) € W : (x,y) = (z,2z) = z (1, 2). Assim,

W(1,2)]
Além disso, 8 = {(1,2)} porqué?
De sorte que:
g ={01,2)}
é uma base para W e dim W=1. |

2. W ={(x,y,2) € R®| 2 = x + y}. Obter uma base para W e dim W.
Solucao
(x,y,2) eW: z=a+y.

Assim,
(z,y,2) = (z,y,2 +y) =2(1,0,1) +y(0,1,1).
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Portanto,

W =1(1,0,1),(0,1,1)].

Afirmacdo: 5= {(1,0,1),(0,1,1)} é linearmente independente L.1.

De fato, dada a equagdo:

A1 =0
A1 (1,0,1) 4+ A2 (0,1,1) = (0,0,0) = Ay =0 :>{ ;f
A+ Ag = 0. 2
Logo, f = {(1,0,1),(0,1,1)} é L.I. Consequentemenete, vem: [3 é uma base para
WedimW = 2. [}

3. SejaW = {(aw2 + bx + c) eP,(R):c= 0} um subespaco. Obter uma base para W e dim W.
Solucio
(a) az? + bz +c € W: ¢c=0.

Assim,
ax® 4+ bx + ¢ = a.z® + b.x.

Portanto,
W = [x27 x] .
(b) Afirmagdo: B = {x? x} é linearmente independente L.1..

De fato, dada a equagdo:

A =0
Mz + dox = 022 + 0z = !
Ao =0.
Logo, 8 = {zz, x} é L.I. Por conseguinte, vem: [ é uma base para W e dimW = 2. |

b
4. SejaW = { ( “ d ) eMy(R):b= c} um subespaco. Obter uma base para W e dim W.
c
Solucio
a b
Observe que: ( ) eW:b=c
c d

(o) =eos) (5 )00

= aAj +bAs + cAs,

Assim,

e, portanto,
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()]
0 d 1 0 0 1

Afirmagdo: = {A1, Az, A3} é linearmente independente L.1I..

De fato, dada a equagdo:

A =0

1 0 0 1 0 0 0 0
A A A = =—={ N=0
)\3:0

Logo, 8 = {Ay, As, A3} é L.I. Por conseguinte, vem: 3 é uma base para W e dim'W = 3. |
a b
5.w{( ) 6M2<R>|bco}
c d
Solucio
a b
Observe que: ( ) eEW:b=c=0.
c d
Assim,
a 0 10 0 0
= a +d
0 d 0 0 0 1
= aA; +dAs,
e, portanto,

(32 (2 )
0 0 0 1

Afirmagdo: = {A1, As} é linearmente independente L.I..

De fato, dada a equagdo:
10 0 0 0 0 A =0
A1 + Ao = — !
0 d 0 1 0 0 Ao = 0.
Logo, 8 = {A1, A} é L.I. Por conseguinte, vem: 3 é uma base para W e diim W = 2. |
(B) Determine os subespagos gerados por:
() u; = (-1,2) eug = (2,-4);

Queremos determinar o subespago

W = {v = (z,y) ER*:v = \uy —i—)\gug}.
Vejamos
M +2n ==z

) = A (=1,2) + Ao (2, —4) =
(.5) = M (<1,2) + 42 (2,—4) {%_%:y
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Assim, fazendo 2E1 + Es — Es, obtemos:
A +2X ==z
{ 0=2x+y.
Portanto, o subespagco W serd descrito por:

W= {(z,y) eR®:y = —2z}.

|
(i1) p1 () = 2% e po (z) = 2% + .
Queremos determinar o subespago
W={p(x)=ar’+br+cePy(R):az’ +br+c= Mz’ + X (2° +2)}.
Agora, fazendo algumas operagées e da igualdade de polindmios,obtemos:
)\1+)\2:a )\1:a—b
az? +bx +c= (A + Xo) 2% + Nz — X =1b == A=0b
0=c 0O=c.
De sorte que: o subespago desejado é delineado por:
W = {az’ +bx+c€Py(R):c=0}.
|

=, Capitulo Execicios <>

1. SejaW:{< “ Z) EMQ(R):():C}. Pede-se:
&

(A) Provar que: W € um subespaco.
(B) Obter um conjunto gerador para W.
(C) Uma base para W e dim W.

00
(4) (4) 0 0 € W? Visto que: 0, = 0, = 0, = 0g4.

(i) VA = a b ,VB = az by € W, tem-se:
b1 d1 b2 d2
A+B—[ ™ by e by | _ ar+ b1 +0b cwW
by di by ds bi+by di+ds '
ag b2
by ds

)\A _ a1 bl _ )\al )\bl c W,
b1 dy by Ady

Portanto, W é um subespaco. ]

(7i1) VA € R,VB = < ) € W, tem-se:
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(o) =) e(ta)-(07)

- aAl + bA2 + CA37

o) (o))

(C) Afirmacdo: 3 = {A;, Ay, A3} é linearmente independente L.L.

e, portanto,

W = = [A1, A, As].

De fato, dada a equagdo:

A =0
10 0 1 0 0 0 0
A A A = =—{ N=0
1(0 d>+2<10>+3<01> (0 0) 2
A3 =0

Logo, 8 = {A1, Ay, A3} é L.I Por conseguinte, vem: 3 é uma base para W e dim W = 3.

B ={A1,As, A3} geraW.
e <= 3 é uma base para W.
B ={A1, Ay, A3} é L.

. SejaW = {(z,y,2) € R®: 2+ y = 0} um subespago. Pede-se:
(A) Obter um conjunto gerador para W.
(B) Uma base para W e dim W.

Solucao

(A) (.’IJ,y,Z) eEW: z= —Y.
Assim,
(.T, Y, 7y) =z (13 Oa 0) + Yy (Oa 13 71) .

Portanto,
W =1(1,0,0),(0,1,-1)].
Afirmagdo: B =1{(1,0,0),(0,1,—1)} é linearmente independente L.1I..

De fato, dada a equagdo:

A =0
A1 (1,0,0) + A2 (0,1,—1) = (0,0,0) = A2=10
—A2 =0.

Logo, 8 ={(1,0,0),(0,1,—1)} é L.I. Consequentemenete, vem: [3 é uma base para
WedimW = 2.
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3. SejaW = {(az? 4+ bz 4 ¢) € Py (R) : ¢ = 0} um subespago. Pede-se:
(A) Obter um conjunto gerador para W.
(B) Uma base para W e dim W.

Solucio

(A) ax® +br +c€ W: ¢ =0.
Assim,
ax® + bz + ¢ = a.x® + b.x.

Portanto,
W = [3:2,3:} .
Afirmagdo: B = {x* x} é linearmente independente L.1..

De fato, dada a equagdo:

A =0
M2 + dox = 02 + 0 = !
Ao =0.
Logo, 6 = {x2, x} é L.I. Por conseguinte, vem: (3 é uma base para Wy e dimW = 2. |
4. Suponha que S; = {v;1,va,...,v,} é um conjunto L.I. de vetores de

R™. Mostre que: Se A € M, (R) é invertivel, entdo,
SQ = {A’Ul,A’UQ, e ,A’l}n}

¢ L.I. ( linearmente independente ).

Com efeito, A € M, (R) é invertivel, entdo, temos: A1 A =1,. Assim, dada a equacao:
A (Avy) + A (Ave) + ...+ X (Av,) = 0 AMor+ Ao+ ...+ Ao, =0
E (Afl.A) v F Ave o Aue] = ATLO
= Mv1+Xvs+...+ N\, =0.

Agora, como v1, V2, . . . , Uy s30 linearmente independentes, obtemos:
AM=X=...=),=0.
De sorte que: S, € L.I. ( linearmente independente ). [ |

5. Seja 'Sy = {u,v,w} é um conjunto L.I, entdo, prove que o conjunto

Se ={u+v—3w, u+3v—w, v+ w},éLD. (linearmente dependente ).

Com efeito, dada a equacao:

Mu+v—=3w)+d(u+3v—w)+A3(v+w) = 0

|
e

M F+X)u+ (A +3N+A3) v+ (=31 — Ao+ A3)w
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Dai, considerando a operacdo Eo — E3— E3, vem:

/\1+)\2:0 >\1+)\2:0 )\1+)\210
MA3Mad+d=0 = { M43htr=0 2L A 130+ A=0
—3M =X+ A3=0 4N +4X =0 0=0

Portanto, o sistema estd na forma escalonada

A3+ A1 +3X=0
A1+ A =0.

Agora, como o sistema é compativel e indeterminado, obtemos: Sy é L.D. ( linearmente dependente ). MW

. Quais sdo os valores de o € R para que:
S={(1,0,0),(1,1,a),(1,1,0%)}.

seja L.I.( linearmente independente)?.e L.D ( linearmente dependente)?
Solucio
Dada a equagdo:

a(1,0,0) +b(1,1,a) +¢(1,1,0%) = (0,0,0).

Dai vem:
at+b+ec=0

b+c=0
aa+ab+ac=0

alEy — Eg— E3z com a # 0.

a+b+c=0
b+c=0
(a fa2) c=0.
Assim,
a(l—a)c=0

1° Caso: a #0ea#1=c=0=b=0=a=0.

Logo, S é linearmente independente.

a+b+c=0
b+c=0.
Como o sistema é compativel e indeterminado, segue-se que: S é linearmente dependente. |

2°Caso: a=0oua=1=—=
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Capitulo 3 - Transformacoes Lineares

"A matematica é a tinica linguagem que temos em comum com a natureza'

N HAWKING

3.1 Um pouco de Historia das Transformacoes Lineares

As transformacdes lineares sdo um conceito importante da dlgebra linear, que descrevem as relagdes lineares
entre vetores e matrizes. Elas sdo fundamentais em diversas dreas da matemadtica, da fisica, da engenharia e
da computagdo, e suas aplica¢des sdo muitas e variadas. A histéria das transformagdes lineares comeca com a
descoberta da dlgebra linear no final do século XIX e inicio do século XX, quando matematicos como Hermann
Grassmann, William Rowan Hamilton e Georg Cantor comegaram a explorar as propriedades algébricas dos vetores
e das matrizes.

A teoria das transformacdes lineares foi desenvolvida principalmente por matematicos como David Hilbert,
Emil Artin, Hermann Weyl e John von Neumann na primeira metade do século XX. Eles descobriram que as
transformacdes lineares sdo uma ferramenta poderosa para descrever as propriedades geométricas e algébricas dos
objetos matemdticos, e que muitos problemas matematicos podem ser resolvidos usando técnicas de transformagdes
lineares.

As aplicagdes das transformagdes lineares sdo muitas e variadas. Na matemadtica, elas sdo usadas para resolver
equacdes diferenciais, encontrar autovalores e autovetores de matrizes, e descrever as propriedades dos espagos
vetoriais. Na fisica, elas s@o usadas para descrever o comportamento de sistemas dindmicos, como a mecanica
quantica e arelatividade geral. Na engenharia, elas sdo usadas para projetar sistemas de controle e de comunicacio, e
para analisar e otimizar processos industriais. Na computagao, elas sdo usadas para processar imagens, som e video,
para modelar sistemas de inteligéncia artificial e para codificar informagdes de forma eficiente. As transformagdes
lineares sdo uma das ferramentas matemadticas mais poderosas e versiteis que existem, e suas aplicacdes estdo em

constante expansdo, a medida que novas dreas da ciéncia e da tecnologia emergem e se desenvolvem.



3.2 Consideracdes Preliminares

3.2 Consideracoes Preliminares

Neste Capitulo, estudares um tipo especial de transformacgao ou fungdo, as transformacgdes lineares: niicleo
e imagem de uma transformacdo linear, teorema do nicleo e da imagem, transformacdes lineares; injetoras,
sobrejetoras e bijetoras; bem como, isomorfismo, automorfismo e endomorfismo e suas inversas, composi¢des
de transformacdes lineares, matriz de uma transformacao linear, matriz da composta, transformagdes do plano no
plano e para finalizar uma breve introducdo aos autovalores ( valores caracteristicos) associados aos correspondentes
autovetores ( vetores caracteristicos ).

3.3 Transformacoes Lineares

Definicao 3.1

Sejam U e V espagos vetoriais sobre R e seja T’ : U —V uma transformagdo. Dizemos que T' é linear,
quando:

(1) Vur,ug € Us T (ug +u2) =T (ur) + T (ug) ;

(i) VA € R,Vuy € U: T (Auy) = AT (uq) -

= Capitulo Execicios <
Verifique se sao lineares as transformacoes:
1. T:R25R%, T (z,y) = (v +y,9) -
Solucio

(l) Vuy = (1“11/1) , U2 = (évz,yz) S RQ, tem-se:
T (’LL1 + Ug)

T (z1+ 22,91 +y2) =
= (z1+22+y1+y2, 91 +92)
= (z1+yi,y) + (22 +y2,92)
= T(z1,91) + T (22,92)
= T'(u1) + T (uz)
(ii) VA € R,Yuy € R2: T (Muy) = AT (uy), temos:
T () = Tz, \yp) =
= (A1 +Ay1, Anr)
= Az1+y,u)
= AT (z1,91)
= AT (uy).
Logo, T ¢ linear. |
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2. T:R"R™, T(X) = AX, onde A é uma matriz m X n fixa.

Solucio

(1) VX1, X5 € R™, tem-se:
T(X1+X2) = A(X)+Xs)=AX, +AX,
= T(X1)+T(X).
(79) YA € R, VX, € R", temos:

T (AX1) A(AX)
= A(AXy)
— AT (AX)).

De sorte que: T ¢ linear. |
3. T:R >R, T (z) = ax.
Solucao

(1) V1,29 € R, tem-se:
T(x1+x2) =a(xy +x2) = axy +axe =T (x1) + T (x2) .
(73) YA € R, Va1 € R, temos:
T (Az1) =a(Azy) = A(axy) = AT (aXy) .

Portanto, T ¢ linear. |
4. T :P1(R) =R2, T (p(x)) = (p(0),p(1)).

Solucio

(1) Vp1,p2 € P1 (R), tem-se:
T((pr+p2) () = ((p1+p2)(0),(p1+p2)(1))
= (p1(0),p1 (1)) + (p2(0),p2 (1))
= T(p1(x))+T(p2(x))
(79) YA € R, ¥p; € Py (R), temos:
T ((Ap1) (2)) = ((Ap1) (0), (Ap1) (1))
= Ap1(0),p1(1))
= AT (p1(2))
Logo, T é linear. ]
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5. T:Pp(R) =P, (R), T [p(x)] = zp’(z).

Solucdo (i) Vp1,p2 € Py (R), tem-se:

T((p1+p2)(2) = 2((pr+p2) (x)
= ap; (2) +apy (2)
T[p1 ()] + T [p2 (#)]

(i1) VA € R,Vp; € P, (R), temos:
T () (@) = () (@)

= Alap; ()]
= AT [p1 (2)]
Logo, T ¢ linear. |
6. F:M, (R) = M, (R), F(A4) = A+ AT.
Solucio
(i) VA, B € M,, (R), tem-se:
F(A+B) = (A+B)+(A+B)" =(A+AT) + (B + BT)

= F(A)+F(B).
(13) VA € R,VA € M, (R), tem-se:
FOA) = (A) + AT =2 (A+AT) = AF (A).

De sorte que: F ¢ linear. |
n
7. T:R" >R, T (x1,29,...,2,) = Z AT
j=1

Solucio

(O VX, Y e R"com X = (x1,22,...,2n) Y = (Y1,Y2, .- ., Yn), tem-se:
TX4+Y) = T((xz1,22,...,2n) + (Y192, -, Yn)) =T (x1 + Y1, 22 + Y2, -+, T + Yn)

Z)\j (xj+yj) :Z)\jijrZ/\jyj :T(X)+T(Y)
7=1 J=1 7j=1

(79) Ya € R,VX € R", temos:

T(aX) = T(ax1,...,axj,...,aTy,) :Z/\j (az;)

= az/\jxj =aT (X).
j=1

De sorte que: T é linear. |
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8. T :R*=R2, T (z,y) = (z,2?).

Solucao
(i) Yuy = (2191) , us = (w2,792) € R?, tem-se:

T(ur+uz) = T(z1+a2,y1+y2) =

— (a:l + xo, (z1 + x2)2) .
Por outro lado,
T(u1) +T(u2) = T(21,91)+T (x2,92)
= (w1,27) + (v2,23)
Como em geral (z1 + z5)? # 22 + a3, segue-se que:
T (up +ug) ZT (ur) + T (u2)

Logo, T ndo ¢ linear. |
9. T: C*(a, B) »C° (a, B), T [y] = y”+ay’+by.

Solucao

(i) Yy1,92 € C? (o, B), obtem-se:
Tty = (W+twy2) " +alyr+y2) +0+y2)
= (" +ay; +by1) + (v2” + ays + bys)

= Tl +Tly].
(ii) VA € R, Yy € C? (v, B), tem-se:
T [Au]

(Ay1) 7 +a(Ayr) "+ b(Ay)
Ayr” +ay;, +byr) = AT [y].

Logo: T ¢ linear. |

10. T:MZ(R)HR3,T< “ ZD = (a+b,c,d).
C

Solucio

(1) VA, B € M3 (R), escolhendo A = o b eB= " b2 , vem::
a d c2 d

<a1 b1>+<a2 by )]:TKCLIMQ by + by ﬂ
1 dy ey d c1tex di+ds
= ((a1 4+ a2) + (b1 + b2),c1 + c2,dy + do)

= (a1 +bi,c1,d1) + (ag + b2, c2,do)

ar b az b
c1 dy co da

= T(A)+T(B)
79
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(1) YA € R,VA € M3 (R), tem-se:

T (AA) T

A aq bl —T /\(11 Abl
c1 dp Aer Ady
= ()\a1+>\b1,>\61,)\d1) :)\(a1+b1,01,d1)

a1 bl
C1 dl

AT

= AT (A).

Portanto: T é linear.

ST M, (R) 5 R T(A) =) ai=an+az2+...+ ann.

=1

Solucio

(1) VA, B € M, (R), tem-se:
T(A+B) = (@ii + bii) = (@11 + b11) + (a22 + b22) + ... + (@nn + bun)
i—1
= (ann+a2+...4+ap,) + (b1 + b2+ ...+ bpy)

- Z(aiz’) +Z(bu‘) =T(A)+T(B).

(171) VA € R,VA € M, (R), temos:

n

T ()\A) = Z ()\aii) = ()\au) + ()\agg) +...+ ()\a,m) .

i=1

= )\(au—l—agg—i—...—ﬁ—ann):)\Zaii:)\T(A).
=1

De sorte que: T é linear.

§:Pi(R) %R,S(p(x)):/p(x)da:
0

Solucio

(i) Vp, q € P1(R), tem-se:

q(z)dx

o _

S(p+a)( O/p+ :/p(x)dDH
S (p
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14.

(i) VA € R, V¥p € P (R), temos:

5 ((Ap) (z))

Il
o—__
=
=
SN~—
&
jsW
S
I
>
=
"
SN~—
jsW
S

= X[ p(@)dz=XS(p(x)).
/

De sorte que: S é linear.

. F:M, (R) = M, (R), F (4) = AT.

Solucio

(i) VA, B € M, (R), tem-se:
(A+B)" = AT + BT
F(A)+F(B).

F(A+B)

(1) VA € R,VA € M, (R), tem-se:
F (M) (AA)T = AT

= \F(A).

De sorte que: F é linear.

F: M, (R) - M, (R), F (4) = A — AT.

Solucio

(1) VA, B € M, (R), tem-se:

F(A+B) = (A+B)—(A+B)" =(A-AT) + (B~ BT)

= F(A)+F(B).
(i1) VA € R,VA € M, (R), tem-se:
F(A) = (A\A) — M) =1 (A—AT) = AF (A).

De sorte que: F é linear.
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15.

16.

n
T: M, (R) > R, T(A) =tr(A) =Y aiy =a11 +az+ ...+ ann.
i=1
( Trago de A € M, (R) é igual a soma dos elementos da diagonal principal )

a1 ai12 e A1n

a1 a9 e a9n
A =

anp1  ap2 cee Qpp

O trago da matriz A é igual a soma dos elementos da diagonal principal ,dada
por:

n
trA:an+a22+---+aii+...+a,m:Zam’
i=1

( Para maiores esclarecimentos veja referéncia [17] Pré-Célculo com Problemas
Resolvidos, ebook 2022 )

Solucao

(i) VA, B € M, (R), tem-se:
T(A+B) = (@i; + bii) = (@11 + b11) + (ag2 + ba2) + ... + (ann + bpn)
i=1
= (a1 4+ a2+ ... +any)+ (b11 +boa+ ...+ bpp)

n

= Y (@) + Y (bi) =T(A)+T(B).
i=1

i=1
(13) VA € R,VA € M, (R), tem-se:

n

TAA) = > (Aai) = (Aanr) + (Aag) + ... + (Aann)

i=1

= /\(&11 +a22+...+ann) :/\Zaii :)\T(A)

i=1

De sorte que: T ¢ linear.
T:R? = Py (R), T (a,b) = az? + bz + (a + b)

Solucao
(i) Vu,v € R?, comu = (ay,by) e v = (az,by), temos:
T(u+v) = T((a1,b1)+ (az,b2)) =T (a1 + az, by + b2)
= (a1+a2)x2+(b1+b2)x+(a1+a2+b1+b2)
— [alxz + bz + (a1 + bl)] + [a2x2 + box + (a2 + bg)]
= T(a1,b1) + T (az,b2) =T (u) + T (v).
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17.

(ii) VA € R, Vu € R?, tem-se:
TOuw) = T(Aa,b)) =T (\ay, \by)
= (Aa1) 2+ (\b) z + (Nay + Aby)
= A [a1x2 + bz + (a1 + bl)]
= Al (a1,01) = AT (u).
Logo, T ¢ linear. |

T: Py (R) = Puy) (R), (Tp) (2) = ap (z + 1).

Solucao

(1) Vp, q € P, (R), temos:
Tp+q(x) = z(p+g@+)=aple+1)+aq(z+1)
= (Tp) (x) + (Tq) (z).
(13) VA € R ¥p € P, (R), tem-se:
T (Ap) (z) =z (Ap) (x +1) = Azp (z +1)] = A(Tp) (x) .

De sorte que, T é linear. |

0 1
.Zﬁpﬂm%{ﬂbﬂw—(/$QMu/pmdg.

-1 0
Solucio

(1) Vp, q € P3 (R), temos:

"‘\o ’-‘\o

T (p+q)(t)

|
—

1
PR
~—c
=3
=
QL
\'P#
O\H |
3
. =
Q
S
~

I
S
=
_|_
5
=

(17) VA € R¥p € P3 (R), tem-se:

T () = ( / (p) (¢) dt, / (Ap><t>dt)=x(/ p(t)dt, / p(t)dt)

AT

De sorte que, T é linear. |
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19.

20.

21.

T : M, (R) — M, (R), T (X) = MX — XM.

Solucio

(i) VA, B € M, (R), tem-se:
T(A+B) = M(A+B)—(A+B)M
— (MA — AM) + (MB — BM)
= T(A)+T(B)
(17) VA € R,VA € M, (R), tem-se:
T(A) = MQAA) - (A\A)M
= A (MA— AM)
= AT (A).

De sorte que: T ¢ linear. |

T : B, (R) = P, (R). T [p(t)] = £2p"(0).

Solucio

(1) ¥p1,p2 € Py, (R), tem-se:
T ((p1+p2) (1)) 2((p1 +p2) ()
Epy () + t2py (1)

= Tlpr ()] +Tp2 ()]

(i1) VA € R,V¥p; € P, (R), temos:
T () (z) = £(Ow) (1)
= A[t%p; (1)]
= AT[p1 (1)]
Logo, T é linear. ]

Seja V =§F (R, R) o espaco vetorial de todas as fungdes reais e h € R
fixadoe sejaT : V — V a transformacdo dada por:

(Tf) (@) =f(z+h)-[f(2).
Solucio
(i) Vf,g €V, tem-se:
T(f+9) (@) = (f+g)(x+h)—(f+9)(z)

= [fle+h) —f@]+lg+h)—g @)
= (Tf)(x) +(Tg) (x)
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(ii) VA € R,Vf €V, temos:

TAf) () = (Af)(@+h)=(Af)(2)
= Alf(@+h)—f(2)]
= ANTf)(x).
Logo, T ¢ linear. ]

22. Seja T : P(R) — P (R) uma transformacio dada por:
P (0) »

Tip (@) =p(©) + 00 4 00y 2

onde: P(R) = {p: R —R é um polinémio} . Verifique se T" ¢ linear.

Usando somatorio para descrever a transformagdo tem-se:

p™(0) ,

z,

_ . ’ ) )
T[p(x)]—ijj(!o)xj—po(!o)x0+p1(!0)z+p2(!0)x+...+pn(!0) "

(1) Vp, q € P (R), temos:

o+ ©+ 2O, L0,
_|_(p—’_q"3‘wxn

p’1(10)“p”2§0)$2+~~+ i
) a0,
1! 2! B n!

T[(p+q) (z)]

I
~
S
O
+
~
=

(i1) VA € R, Vp € P (R), tem-se:

T{ap) (@) = (Ap)(0)+

_ P PO ,
= Ap(0)+ T x + TRRAREEE o

— AT [p(a)].

Portanto, 1" é linear.
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23. SejaT : U —V uma transformacao linear. Prove que:
()T (0)=0 (i) T (—v) = =T() (iti) T (u —v) =T (u) — T (v)

(iv) T Zuj = ZT(UJ‘)

Jj=1

(7) Basta notar que:
TO0)=T(0)+0eT(0)=T(0+0)=T(0)+T(0)

Logo,
TO0)+T(0)=T(0)+0=T(0)=0.

(i) com efeito,
0=T0)=Tw+(—v)]=T W) +T(-v).

Daf segue-se que:

(7i1) Note que:
Tu+ (—v)] =T (u)+ T (-v).

Agora, pelo item anterior 7' (—v) = —T (v), por conseguinte, obtemos:
Tu—v)=Twu)—T(v)

(iv) A prova serd por indugio finita sobre n

o Paran =2:
2

2
TSy | =T (ur +up) =T (ur) + T (uz) = > T (uy).

j=1

o Suponha valido para n ( hipétese de inducdo ), entdo falta mostrar para n + 1.

De fato,
n+1 n n
T Z'LLJ' = T ZUj+Un+1 =T Z’LLJ' +T(un+1)
j=1 j=1 j=1
n n+1
= D T () +T (tns1) = > T (uy).
j=1 j=1
Portanto,
n+1 n+1
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24. Seja T : P3 (R) — P4 (R) uma transformagéo. definida por:
(Tp) (x) = zp (z + 1)

Prove que: T € linear.
Demonstracao

Vp1,p2 € P3 (R), VA1, A2 € R, tem-se:

T (Map1+dop2) (2) = @ (Mip1+ Aopa) (x4 1)
Arxpr (2 + 1) + Aoxps (2 + 1)
A1 (Tp1) (z) + A2 (Tp2) (2) -

Portanto, 7" é linear. [ |

25. Seja C ([a, b]) o conjunto das fun¢des continuas f : [a,b] — R. Defina
T C([a,b]) — R

b
fro Tl @) = [ f@)de
a
Prove que: T € linear.
Demonstracao

Vf,g € C(a,b]), VA1, 2 € R, temos:
b

/ (i f + Do) (a) da

a

T (AL f + Xag) (x)

b

)\1/bf(£)d1‘+)\2/g(]})d$

a

= MT[f (2)] + \T g (z)].

De sorte que: T € linear. |

3.4 Transformacoes Lineares: Injetora, Sobrejetora e Bijetora

Definicao 3.2

Seja T : U —V uma transformagdo linear. Dizemos que:

(2) T é injetora, quando: Yuq,us € U: T (u1) =T (u2) = u1 = us.
Ou usando equivaléncia tautolégica, temos:

(T é injetora, quando: Yuy,us € U: ug #ug = T (u1) # T (u2) . )
(13) T é sobrejetora, quando: Yvy € V: Ju € U: T (u) = vo.

(#it) T ¢ bijetora <= T é injetora e sobrejetora.
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=, Capitulo Execicios <

1. Seja T : R2—R2, uma transformacio linear, definida por:

T (z,y)=(r+y,x—y).
Pede-se:

() Provar por defini¢do que 7" € injetora. (7i) Mostre que T' € sobrejetora.

(i) Queremos mostrar que: 1" : R?2—R? € injetora por definigdo:

Vug,up € R? T (uy) = T (ug) = uy = uy.

Consideremos uy, us € R?, com u; = (71,y1) € uz = (72, y2), entdo, tem-se:

T [uq]

T ug] = T (z1,91) = T (v2,92)

(x1+y1, 21 — 1) = (T2 + Y2, T2 — Y2)

1+ Yy = 29 + 21 = 2x
— 1TY1 2 T Y2 — 1 2
T1— Y1 = Ta — Y2 2y1 = 2y
T =T
- ! 2 — U1 = U2.
Y1 =192

De sorte que: T € injetora por definicdo.

(ii) Queremos mostrar que: 1" : R2—R? & sobrejetora por definigio:
Yo = (a,b) € R?*: Jug = (z0,90) € R? : T (ug) = v
E necessdrio obter z e yo em fungdo de a e b.
Vejamos
T (uo) = T (w0, 90) = (o + Yo, Zo — ¥o) = (a,b).

Unins =1

b a—0>
(a,b) € R? : Jup = <a42r 7a

Dai, obtem-se:
To+ Yo =a
To—yo=>

Yo =
Assim,

V’Uo

> €R*: T (ug) =T (0, Y0)

a+b a—> a+b a—ba+b a-—>b
( 2 ’ 2 ) ( 2 ) ) ) 92 ) (a7 b) Vo
Por conseguinte, vem:
T (U()) = 0.

Ou ainda, Im (T") = R? e, portanto, 7" é sobrejetora por defini¢io.
Consequentemente, 7' € bijetora.
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2. Seja T : R2—R?, uma T.L. definida por:
T(x,y) = (x+y,y).
eseja A ={(z,y) € R* max{|z|,|y|} =1} . Determine T'(A).

g A T(4)
N
__________ Can_ 01 ) D U
%// / 1L \\\\\\i\\ \\
(—1,0) \\\\\\\\\\\ ¥

/////// |
\\\\\\ \\\\\\

(-1.-1) (0,-1) a,-1) (-2,- ) (1 1)

3. Seja T : P;(R) —R? uma transformagcio definida por:

T (p(x)) = (p(0),p (1))
Prove que:
(a) T élinear (b) T é injetora ( por definigdo ). (¢) T é sobrejetora? Justifique!

Solucio

(a) () Vp1,p2 € Pq (R), tem-se:
T((pr+p2) (@) = ((p1+p2)(0),(p1+p2)(1))
= (p1(0),p1 (1)) + (p2(0),p2 (1))
= T(p1(z))+T(p2(x))
(1) VA € R,¥p1 € Py (R), temos:
T((Apr) () = ((Ap1) (0), (Apr) (1))
= A(p1(0),p1(1))
= AT [p1 ()]
Logo, T ¢ linear. |

(b) Queremos mostrar que: T : P1(R) —R? é injetora por defini¢do:

Vp1,p2 € Py (R) = T [p1 ()] = T'[p2 ()] == p1 (z) = p2 (2).

p(0)

. Assim, T serd reescrito
p(1)

=b
Consideremos p (v) = ax + b € Py (R), temos: { b
a

na forma:
T [p(x)] =T [ax +b] = (b,a + b).
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Vp1,p2 € P1 (R) com py (x) = a1z + by e pa (x) = asx + be, tem-se:
Tlpi(z)] = Tlp2(z)] = Tlarz +b1] =T [azx + b2]
by = by

= (by,a1 +by) = (ba, an + by) =
(lal 1) (2a2 2) {a1+b1a2+b2

{ b= b2 = p1 (z) = p2 (2).

a]p = az

De sorte que T' é injetora. ]

(¢) T : P (R) —R? é sobrejetora?
Queremos mostrar que:

Yug = (o, Bo) € R? : Ipg (z) = apx + by € P1(R) : T [po (z)] = vo
Ou seja, a imagem de T é igual ao préprio R? ( Ndo sobra elementos no contra-dominio

de T'). Precisamos encontrar ag e by em fungdo de aq e Py.

De fato,
Yoo = (a0,B0) € R?:3pg (2) = apx + by € Py (R) :
Tlpo(x)] = Tlaoz + bo] = (bo, a0 + bo) = (v, Bo)
b = =
0 = N by =
ag +bo = Bo aog = Bo — bo
by = g
ap = Bo — o
Assim,
VUQ = (ao,ﬁo) ER2 : E'[po (CL’) :a0$+b0 = (50_0[0).%4-040} G]Pl(R) :
T'lpo (x)] = T[(Bo— o)+ o] = (a0, (Bo — @) + o) = (a0, o) = vo.
Portanto, Im (T) = R?, ou seja, T é sobrejetora por definicdo. |
Observacao:

T [p(x)] =T [ax +b] = (b,a + b).

Uma outra forma, mais rebuscada de provar a sobrejetividade, serd dada por:
T[p(x)] = T'[ax +b] = (b,a+b) =b(1,1) +(0,1).
A imagem de T é gerada por (1,1) e (0, 1), dai, obtemos:
Im (T) =[(1,1),(0,1)].
Aﬁrmagdo: ~v={(1,1),(0,1)} é linearmente independente

Com efeito, dada a equagdo

A =0 A =0
A (1,1) 4+ A2 (0,1) = (0,0) =
HL D)+ 2 (0,1) = (0,0) {MHFO {AFO_

Logo, v ={(1,1),(0,1)} é linearmente independente e, por conseguinte, vem: ~ é
uma base para R?. Além disso, diim Im (T) = 2 ( niimero de vetores de uma das
bases ) e Im (T) C R2. De sorte que: Tm (T') = R?, ou seja, T é sobrejetora. |
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Ndao esquega!

T : P (R) —R? é injetora e sobrejetora<= T é bijetora

n
. SejaT : R"=R, T (z1,z2,...,2,) = Zajxj =a;z; + ...+ a,z, uma
j=1

transformacao linear. Prove que 7' € sobrejetora.

1° Modo:
Com efeito, para Voo € R : 3X = (21, x2,...,x,) € R", tal que:

T(x1,29,...,&pn) =a121 + ... + apz, = .

Logo, Im (T') = R, ou seja, T' é sobrejetora.

2° Modo:

Basta observar que:

n
T(z1,2Z2,...,&p) =a1T1 + ... + apZp = g a;x;.
Jj=1

Dai, vem:
1

I (T) ~ 2 . .
d]m m —
0 ( Iqao C()llVe“l), [)()IS, T seria

identicamente nula.

Por conseguinte, dim Im (7') = 1 e Im (T') C R, donde, obtemos: Im (T') = Ree,
portanto, 7' € sobrejetora.

. SejaT : P, (R) = P,,41 (R) uma transformacao linear dada por:

Tlp@®))=tp(t).

Prove por definicdo que: 7' € injetora.

Vp, q € P, (R), tem-se:

T =Tlg®O]=tpt)=tq(t) =pt)=q(t).

De sorte que: 7' € injetora.
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3.5 Exercicios: Pensando Um Pouco Mais

A seguir, alguns exercicios de fun¢des injetoras e sobrejetoras por definicdo: em geral, € incomum nos textos
de dlgebra linear; salvo no caso, onde se usa o nicleo da transformacdo linear e, se 0 mesmo, sé tiver o vetor nulo
do espaco, tem-se: a equivaléncia a dizer que a transformacao linear € injetora. No caso da sobrejetividade, usar o
teorema do nucleo e da imagem Usaremos recursos anteriores ao teorema do nicleo e da imagem nos exercicios.

= Capitulo Execicios <

1. Seja T : R®— Py (R) uma transformagio linear dada por:
T (a,b,c) = azx®* +(b—c)x+c.

Pede-se:
(7) Usar a defini¢éio para mostrar que 7" € injetora,
(ii) E possivel verificar se T é sobrejetora ? Justifique!

(i) Afirmacgdo 1: T € injetora.

Queremos mostrar que:
Vg, uy € R3 T (u1) =T (ug) = uy = us.

De fato, Vu1,uz € R3, onde: u; = (a1,b1,c1) € ug = (az, bz, cz), temos:

T(up) = T(uz) =T (a1,b1,c1) =T (az,ba,ca)
= a1z2+(bl701)x+01:a2z2+(62702)x+02
a; = as a; = as
— by —c1=by —co — by = by = uy = us.
] = ] =y
De sorte que: 1" € injetora. |

(ii) Afirmagao 2: T é sobrejetora.

1° Modo:
Queremos mostrar que:
Vpg (ZL’) = a0x2 -+ 505U + Yo S IPQ (R) : HUO = (ao, bo, Co) (S RS T ('U,()) = Po ((E) .
Devemos obter ag, by € ¢y em funcdo de ag, 5y € Yo.
Vejamos
T (uw) = T (ag,bo,co) =aox®+ (by — co) x + co = apx® + Box + Y0
ap = Qo ag = Qo
== by — co = Bo bo = Bo + o
Co =70 o =70
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Assim, Vpg () = agz? + Box + 70 € P2 (R) : Jug = (a0, Bo + Y0,70) € R3, tem-se:

T (up) = T (ao,Bo+70,%) = a0z’ + [Bo + 70 — 0] =+ 0
= aoz? + Box + 0 = po ().
Portanto, Im (7') = P» (R), ou seja, T" é é sobrejetora.

2° Modo:
T(a,byc)=a-2>+(b—c)-x+c-1.

Dito de outro modo, T" € gerado por 5 = {xz, x, 1}. Além disso, 3 é linearmente
independente. De fato, dada a aequacdo

k1$2+k2$+k320$2+0$+02>k1Zkgzk)gzo.

Ou ainda, 3 € linearmente independente. Por conseguinte, obtemos: 5 é uma base para
Im (T) edimIm (T) =3 eIm (T) C Py (R) segue-se daf que: Im (7') = P (R) .
Logo, T' ¢ sobrejetora.

. Seja T : R?— Py (R) uma transformagdo linear descrita por:
T (a,b) = azx® + ba.
Pede-se:

(¢) Usar a defini¢@o para mostrar que 7' € injetora,
(ii) E possivel verificar se T é sobrejetora ? Justifique!

(i) Afirmagdo 1: T ¢ injetora.

Queremos mostrar que:
Yuq, us € R2 : T(ul) = T(UQ) — U1 = U2.

De fato, Vuy, us € R?, onde: u; = (a1,b1) € us = (as, by), temos:

T(Ul) = T(ug):>T(a17b1):T(a27b2)

— aliL'2 + bz = agl’z + box

ap = ag
— = U1 = Uu2.
by = by

De sorte que: 1" € injetora.

(ii) Afirmacao 2: T é sobrejetora.
1° Modo:

T (a,b)=a-x*+b-x.

Dito de outro modo, 1" € gerado por 5 = {:cz, x} Além disso, (3 € linearmente
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independente. De fato, dada a aequagao
k12® + kow = 02% 4+ 0z = k1 = ko = 0.

Ou ainda, 3 € linearmente independente. Por conseguinte, obtemos: (5 é uma base para
Im(T) edimIm (T) = 2,Im (T) C Py (R) e dimP5 (R) = 3 segue-se dai que:
Im (T) # P (R) .

Logo, T" ndo € sobrejetora. |
2° Modo:

Usando um contra-exemplo: dado pg (z) = ax? + bz + 1 € P3 (R) nio existe
ug = (a,b) € R?, tais que:
T (up) =T (a,b) = po (x).

Logo, Im (T') # P5 (R), ou ainda, existem elementos em P; (R) que necessariamente

ndo estdo na imagem de T por ug = (a,b) € R |

3. Seja T : M, (R) — R* uma transformago linear definida por:

T( a b ]) =(a+d,a—d,2bc).

c d
(i) Usar a defini¢@o para mostrar que 7' € injetora,

Pede-se:

(ii) E possivel verificar se T é sobrejetora ? Justifique!

(i) Afirmagdo 1: T € injetora.
De fato, VA, B € My (R), onde A = ( @ b ) eB= ( 4z D2 ) tem-se::

C1 dl
ap by az by
cr dy ¢ dy

= (a1 +di,a1 —di,2b1,¢1) = (a2 + da, a2 — do, 2b2, ¢2)

TA) = TB) =T

a1+d1:a2+d2 d1:d2
ay 1= a2 2 a1 = az . A—B.
2b1 = 2b2 bl = b2
€1 =C2 €1 =C2
De sorte que: T € injetora. |

(ii) Afirmacao 2: T é sobrejetora.
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Observe que:

T( a b ) = (a+d,a—d,2b,c)
c d

T<'a b')

c d

a b

c d

a(1,1,0,0) +d(1,—1,0,0) + b(0,0,2,0) + ¢ (0,0,0,1).

~
/

) = aui + dus + bus + cuy.

Assim, 8 = {uy, ua, us, uys.} geraaIm (T) e /5 é linearmente independente.

Dada a equacio:

>\1U1 + )\21142 + )\3’LL3 + )\4'le4 = (0, 0, 0, 0)
)\1 (1717030)+>\2 (17715070)4»)‘3 (0507270)+A4 (0707071) = (0707070)
Dai, vem:
AM+A=0 A +A=0 A =0
Al —A2=0 2201 =0 A =0
— —
203 =0 A3 =0 A3 =0
A =0 A =0 A =0

Por conseguinte, obtemos: ( € linearmente independente.

Donde, vem: /3 é uma base para imagem de 7' : Im (T) e dim Im (7T") = 4. Além disso,

Im (T) € R*. Ou ainda, Im (T') = R*.

Portanto, 1" € sobrejetora. |

. Seja T : R?— Py (R) uma transformagdo linear dada por:
T (a,b) =ax + (b—a).
Pede-se:

(1) Usar a definicéio para mostrar que 7" € injetora,
(i1) Verificar se T é sobrejetora ? Justifique!

(i) Afirmacgdo 1: T é injetora.

Queremos mostrar que:
Vug,ug € R? 1T (uy) = T (u2) = uy = us.

De fato, Vu, us € R?, onde: u; = (a1,b1) e ug = (az, b), temos:

T(ul) = T(UQ) :>T(a1,b1) ZT(ag,bQ)

= a1r+ (bl — al) = aox + (bg — CLQ)

a; = az
—
bl—alzbg—ag

ayp = asg
— —— U1 = U2.
by = bs
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Logo, T € injetora. u

(i7) Afirmagao 2: T é sobrejetora.

T(a,b)=a-xz+1-(b—a)

Assim, 3 = {x,1} gera aimagem de T : Im (T') e (3 é linearmente independente.
Falta mostrar que: § = {x, 1} é linearmente independente.

De fato, dada a equacdo:
)\1 - 0

)\1(114-)\2.1—0134-0:}{ Ay = 0.

Assim, 5 = {x, 1} é linearmente independente. Dai, vem:
[ é uma base para Im (7') e dim Im (7") = 2. Além disso, Im (T") C P, (R).
De sorte que: Im (7") = P (R). Ou ainda, T" € sobrejetora. [ |

3.6 Nucleo e Imgem de uma Transformacao Linear

(I) Seja T : U —V uma transformagéo linear. Prove que:

(7) O Niicleo de T, denotado por N (T') ou Ker (T"), é dado por:
Ker (T) = {up € U;T (up) = 0}

€ um subespaco de U.

(73) A Imagem de T, denotada por Im (T') , é dada por:
Im(T)={veV;3uecU:T(u)=v}

€ um subespago de V.

Sejam U e V.espagos vetoriais sobre R e seja T’ : U —V uma transformagdo linear. Temos entdo que:

(A) O Niicleo de T é um subespago de U.
(B) A Imagem de T é um subespago de V.

™
\

Demonstracao

(4)
(7) Por de finigdo, temos:
Ker (T') = {up € U;T (uo) = 0}

0 € Ker (T)? De fato, como T € linear ( leva vetor nulo de U no vetor nulo
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de V) : T (0) = 0.
(u1)
(uz)

T(ul +U2)=T(U1)+T(U2) =04+0=0.

T =0
(1) Yuy,us € Ker (T), tem-se: { T 0 = T (u1) + T (uz) = 0. Além disso, temos:

Logo, uy + us € Ker (T).
(132) YA € R,Vuy € Ker (T'), temos:

Donde, obtemos: Au; € Ker (T).
Portanto, Ker (7") € um subespago de U. [

(B) Por de fini¢do, temos:
Im(T)={veV,3ueU:T(u)=uv}

(2) Oy € Im (T) : !0y € U, tal que: T (0y) = Oy
Visto que: T € linear ( leva vetor nulo de U no vetor nulo de V.)
(13) Yo1,v2 € Im (T) : Jug,ug € U: T (u1) = v1 e T (u2) = ve. Além disso,

temos:
T(U1 + UQ) = T(Ul) + T(’LLQ) = V1 + V2.
De sorte que: (v1 + v2) € Im (T')
(#30) VAR,Vv1 € Im (T') : Juy € U: T (uy) = vy. Dai, vem:
T ()\ul) = \T (ul) = )\’Ul.

Dai, vem: Av; € Im (7).
Portanto, Im (7") é um subespaco de V. [ |

Sejam U e V.espacos vetoriais sobre R e sejaT’ : U —V uma transformacdo linear. T

é injetora se, e somente se, Ker (T') = {0}

U -5 V é injetora <> Ker (T) = {0}

1¢ Parte: Queremos mostrar que:
ug € Ker (T') e T ¢é injetora, entdo, ug = 0

(=) De fato, ug € Ker (T), entdo, T (ug) =0 =T(0).
Agora, como 7' € injetora, segue-se que: ug = 0.
Logo,

Ker (T) = {0} .
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2% Parte:

Reciprocamente, queremos provar que:
(<) Ker (T') = {0} e paratodo uz,us € U: T (u3) =T (u2) = u1 = uz, ou seja, T' é injetora.

Vejamos
T(u) = T(uz)=T(u)—T(u2)=0
= T(up —u2)=0
= (u3 —uz) € Ker (T) = {0}
= u; —u =0= u; = ug.
De sorte que: 7' € injetora. |

U -5 V é injetora <= Ker (T) = {0}

Este teorema é valido em dimensdo infinita, uma vez que em momento algum, se faz uso da dimensdo em sua

demonstragdo.

Sejam U e V.espacos vetoriais sobre R, sendo U de dimensdo finita

[dimU < oo e seja T : U =V uma transformagdo linear. Temos entdo que:

dimU = dim Ker (T') 4+ dim Im (7")

Demonstragﬁo: Veja referéncias [7, 10, 13, 16, 18]

3.6.1 Isomorfismo e Automorfismo

Seja T : U —V uma transformacao linear.
(7) Se T é bijetora, entdo, diz-se que: T é um isomorfismo
(74) Se T é bijetora e U =V, entdo, dizemos que: T é um automorfismo.

= Capitulo Execicios <
1. Seja T : Py (R) —R? uma transformagdo linear, definida por:

T (ax +b) = (bja+0).

Provar que: 7' é um isomorfismo, em seguida obter 7~ : R?— P; (R).

Afirmacdo 1: P, (R) - R § injetora<=> Ker (T) = {0z + 0} .

A priori, por defini¢do o nicleo de T' é dado por:

Ker (T') = {po (z) = apx + by € P2 (R) ;T (apz + by) = (0,0)}.
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ag + bo =0
Portanto, Ker (T') = {po (z) = 0z + 0} = {0} <= T ¢ injetora. |

by = by =
VejamosT(aox+b0)z(bo,a0+b0)=(0,0):>{ 0 =0 :>{ O_O

Afirmacdo 2: T ¢ sobrejetora
A luz do teorema do nticleo e da imagem temos:

2 =dimP; (R) =0+ dim Im (7)
e Im (T') C R?, donde, vem: Im (T') = R2.

Portanto, T € sobrejetora, e, por consguinte, obtemos: 7' € uma isomorfismo. |

Agora, vamos determinar o isomorfismo inverso:

T71:R*= P, (R).

71! (ao, bo) =kix + ko < T(kll’ + :ZCQ) = (ao, bo) . (1)
Dito de outra forma, precisamos determinar k; e ko em fungdo de ag e bg.
Vejamos,
kg = Qo kQ = ap
T (kiz + ko) = (ko, k1 + k2) = (a0, bo) = 2
Uyt ha) = (ke b+ ) = (a0, bo) {m+@:% {h:m—%. @
Assim, substituindo (2) em (1) segue-se o isomorfismo inverso:
Til (ao, bo) = (bo — ao) x + ag.
Comentarios:
As compposicdes das transformacdes lineares e suas inversas produz os resultados
P, (R) 5 R2
T loT N\, (|T7!
P; (R).
Dai, vem:
(T™"oT) (p(2)) =p(z)
Analogamente, temos:
R2 5 P(R)
ToT 1 N\, 3T
RQ
Por conseguinte, obtemos:
(T™1oT) (p(2)) =p(z)
|

. Seja T : R3— R? uma transformagcio linear, definida por:
T(z,y,2)=(zx—y,x+y).
Pede-se:

(i) Verificar se: T € injetora e obter a dim Ker (T').

(#i) dim Im (T") e uma base para Im(7T"). T é sobrejetora?
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Solugio
(i) Afirmagdo: T ndo é injetora.

De fato, o niicleo de T ¢é descrito por:

Ker (T) = {(%o, Yo, 20) € R*; T (20, Yo, 20) = (0,0)} .

o Yo — 0
T(xo,yo,zo>=<xo—yo,xo+yo>:<o,0>:»{ oY
Lo+ Yo = 0
= %, = Y, = 0. Portanto,
Ker (T) = {(0,0, 2,) € R®; z, € R} = [(0,0,1)].

Segue-se dai que: T ndo e injetora. Além disso, dim Ker (T) = 1.

(i1) Agora, pelo teorema do niicleo e da imagem, temos:
3 =dimR? = 1 + dim Im(7) = dim Im(7T) = 2

eIm (T) C R2. Assim, Im (T') = R? e, portanto, T é sobrejetora.

Vamos determinar os geradores paraIm (T) : T (x,y,2) =« (1,1) + y (-1,1).

Dat, vem: Im (T') = [(1,1), (=1,1)]. Como dimIm(T) = 2, segue-se que
B ={(1,1),(-1,1)} é uma base para Im(T).

Im(T)
)

rd

Eureka!l!
Teorema do Nucleo e da Imagem

dimR3 =3
dimKer(T)=1
dim Im(T) = 2

dim R3? = dim Ker(T) + dim Im(T)
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3. Seja T : R?—R?, uma T.L.tal que: 7 (1,0) = (1,1) e T'(1,1) = (0,3) .

Determine:

(1) T (z,y)
(ii) Se T é um automorfismo. Caso afirmativo, obtenha 7! (x, 3)

Solucio

(i) V(x,y) € RZ:3AN;, A € R: (z,y) = A1 (1,0) + X2 (1,1).
Dai,vem :
AL+ Ao = Al =1x—
1TtA=2 N 1=y
)\2 =Y )\2 =Y.

(,y) = (z—y) (1,0) +y.(1,1).
Agora, aplicando T e sua linearidade, obtemos:
T(x,y) = Tlz-y)-(1,0)+y.(1,1)]
= (z—y).T((1,0)+y.T((1,1))
(x—y).T(1,0) +y.T(1,1)
= (@—y).(1L,1)+y.(0,3)
(x —y,x +2y).

Assim,

Portanto,

(ii) T é bijetora.se, e somente se, T ¢é injetora e sobrejetora.
Afirmacdo 1: R? Ly R2 ¢ injetora<= Ker (T) = {(0,0)}

Por definicdo de niicleo de T, temos:
Ker (T) = {(x0,40) € R* : T (0, 30) = (0,0)}

Vejamos T (o, y0) = (o — Yo, o + 2yo) = (0,0). Dai vem:

ro—yo =0 2E1+Es—Fs o —yo =0 _. ) To=%

xo+2yo =0 3xg =0 To =
De sorte que:

Ker (T') = {(0,0)} <= T é injetora.
Além disso, dim Ker (T') = 0.
Agora, a luz do teorema do niicleo e da imagem, temos:
2 = dimR? = 0 + dim Im (7)) = dim Im (T) = 2

e como Im (T) C R? segue-se que:

Im (T) = R?.

Dito de outro modo, T é sobrejetora e, consequentemente, obtemos: T é bijetora, ou ainda, T é automorfismo.

Agora, vamos determinar o automorfismo inverso
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Solucao
1° Modo:
Obter
T (m,y) = (kl’k2) — T(kla k'2) = (m,y) .
Vejamos,
T (ki, ko) = (k1 — ko, k1 + 2k2) = (2,y) .
Dai vem:

{ kl—kgzl‘ 2E1+%4>E2{ kl—k2:.'1} — {]{?2:k'1—$
1

ki 42k =y 3ky=2x+y ky = 2ty
k2 = M — X kz = y—z
_ 3230er = — 29:13;
k= =5+ k= =5+
Portanto, T~ é um automorfismo
_ 204y y—=x
Tt = )
(2, y) ( 33 >
Comentdrios:
Seja T : R2—R2, uma transformagao linear,.tal que:
T(1,0) = (1,1) T-1(1,1) = (1,0)
e — e
T(1,1) = (0,3) T1(0,3) = (1,1)
Solucio
2° Modo:
(i) V (z,y) € R%:3a1,az € R: (2,y) = a3 (1,1) + a2 (0,3) ..
Dai,vem :
o] =2 — o] =2 — a1 :il'
a1 +3as =y 3as =y —=x ap = L5E,
Assim,

—x
@ =a0+ (157).0.9).
Agora, aplicando T~* e sua linearidade, obtemos:

T'(zy) = T {x(1,1)+<y3x>.(0,3)]

= =T7N((1,1) + (y;x> T71((0,3))

2T~V (1,1) + (y;x) T710,3)
. (1,0) + (y < x) (1,1)

Yy—r y— 20 +y y—x
T+ ; = )
3 3 3 3
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Portanto, T~ é um automorfismo

_ 204y y—x
Tl("l:?y)( 3 K 3 >'

. Seja f : R — R linear e seja 7' : R2— R? uma transformacio definida
por:

T(.’E,y) = (:c,y - f(.’l?))

Pede-se:

(i) Mostre que T € linear;

(1) Provar que T é uma bijecao.
(#3i) Obter T—1 : R?2— R?,

(i) Vuy,ug € R?, com u; = (w1,y1) € uz = (72, y2), tem-se:
T(ur+uz) = T(z1+ 22,51 +y2)
= (z1+22,y1 +y2 — f(z1+22))
= (71 +x2,51 +y2 — f(z1) + [ (22))
= (v1,y1 — f(21)) + (22,92 — [ (22))
= T(z1,y1) + T (22,92)
= T (uy)+ T (ug).
YA € R, Vu; € R?, temos:
T () = Tz, yr) = (A, dyr — f (M)
= Az, Ayn = Af (1)) = Az1, 91 — f(21))
= AN(z1,p1) =T (A1)

De sorte que: 7" ¢ linear.
(i) Provar que T é uma bijegdo.
Afirmacdo 1: T € injetora

De fato, Vui, us € R?, comuy = (21,%1) € ug = (22, %2), tem-se:
T(w) = T(uzx) =T (v1,y1) =T (22,y2) =
(x1,y1 —f(fﬁ)) = ($2,y2—f(332))'

Dai, obtemos:

1 = X2 Tl = T2
— —— U1 = U2.
{yl—f($1)=y2—f($2) {ylzyz

Logo, T éinjetora<—> Ker (T = {(0,0)}) <= dim Ker (T) = 0.
Afirmagao 2: T é sobrejetora

Com efeito, decorre do teorema do niicleo e da imagem que:

2 = dimR? = 0 + dim Im (7)
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e Im (T') C R?, donde, vem: Im (T") = R2.

Portanto, T € sobrejetora, e, por consguinte, obtemos: 7' € uma bijecdo. |

(iii) Determinar T~ " : R?— RZ.
T~ (x0,y0) = (k1, ko) <= T(k1,k2) = (z0,%0) - (1
Dito de outra forma, vamos obter k; e ko em funcdo de zq e yp.

Vejamos,
T(ki,k2) = (k1, ko — f (k1)) = (zo,v0) -

Dai, vem:
k == I{j =
1= %o — 1= To ()
ko — f (k1) = o ko =yo + [ (z0).
Agora, substituindo (2) em (1), obtemos o resultado desejado.

T~ (z0,90) = (z0,y0 + f (z0)) -

|
. Qual € a imagem de um quadrado de lado 1 pela transformacdo linear
Cy : R2—=R2 definida por:
Co(z,y) = (z+2y,y) 7
Solucao
C3(1,0) = (1,0)
C'2 (07 1) = (27 1)
Cy(1,1) = (3,1)
y y
L @21 (3.1)
(0,1)
0 (1L0) x 0 (1,0) x
C5 leva um quadrado de lado 1 num paralelogramo ( Cs é chamado cisalhamento
horizontal de fator 2) |

. Seja S : Py (R) — R uma transformagdo linear definida por:
1

S = [ pla)ds.
(i) Prove que S ndo ¢ injetora e obtenha dim Ker (.5) .

(i3) Interprete geometricamente Ker (.5) .
(7i1) Mostre que S (a) = a. Conclua dai que S é sobrejetora.
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Demonstracao

() Sejap (x) = ax + b € Py (R), entdo, temos:

1
2
S(p(z))=S(ax+0b) = /a:chb dm—a%erx
) 0
Agora, vamos determinar o nicleo de S :
Ker (S) = {(apx + bo) € Py (R); S(apx+by) =0}.

Assim, S (apz + bo) = G + by = 0 = by = — %, e portanto,

Ker(S){ag. <x;> e P (R); aoeR} [x;]

Desta forma, obtemos: S nio é injetora.
(1) Interprete geometricamente Ker (.5) .

[SSTR ]

|

=
3]

A\

1
(71) S (a) = /ada: = aa:|(1J =a,Ya € R=Im(S) =R.
0

Portanto, S € sobrejetora.

. Considere uma transformac@o linear ' : U — V se dimU > dim V.
Prove que existe um vetor néo nulo ug € U tal que F'(ug) = 0 ( vetor nulo
de V)

Demonstracao

Suponha que Ker (F') = {0}, entéo, dim Ker (F') = 0.
Agora, pelo Teorema do nucleo e da imagem, temos:
dim U = dim Ker (F) + dimIm (F') =dim Im (F) > dim V.
Absurdo! Pois, supomos Ker (F) = {0}.
De sorte que: existe ug # 0,up € U tal que: F(up) = 0.
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8. Seja F' : U — V uma transformacao linear satisfazendo a seguinte

propriedade: Se 8 = {u1,us,...,u,} é umabase de U, entdo,

vy=A{F (u1),F (u2),...,F(u,)}
é L.I.em V. Prove que: F' € injetora.( por definicao ).
L.I. =linearmente independente

Queremos mostrar que: F' € injetora, isto &,

Vu,v e U: F(u)=F (v) = u=nv.

Com efeito, 8 = {uy,us,...,u,} é uma base de U, entdo, existem
U=a1u; + ...+ ey,
Q1yeeey O, B, ... B € R, tais que: e

v=Pur+ ...+ Boun
:}{u—’l]:(al_ﬁl)ul—"_+(an_ﬁn)u"

Além disso,
Fuy=F(v)=F(u)—F(v)=0=F(u—v)=0

Dai, substituindo (1) em (2), obtemos:

Flu—v) = Fllar—=B)u+...+ (an—Bn)u,] =0
— (1 —p1)F(u)+...+ (an—Bn) F(un) =0.
Como F'(uy), F (u2), ..., F (uy,) sdo linearmente independentes, segue-se
que:
(1 =p1) =0 ar =
— : — : — U = 0.
(o, — Bn) = 0. oy = .

Logo, F' € injetora.

a b
c d

]) =(a+d,a—d,b+c).

9. Seja T : My(R) —R? uma transformagdo linear, definida por:
Pede-se:

'
(1) Ker (T') e dim Ker (T') .
(#4) dim Im (7") e uma base para Im (7') .

Solucao

SejaT : Ma(R) — R® uma transformagdo linear dada por:
b
(a >]:(a+d,a—d,b+c).
c d
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1) De fato, o niicleo de T é descrito por:

Ker(T):{( d  bo > €M, (R);T

co do

Com efeito, T

b
(ao 0 )1 — (ao + do, ao — do, by + co) = (0,0,0)

Co do
a0+d0:0 a0 = do =0
. ag—do=0 :>{ 0= O; . Portanto,
co=—
bo+co=0 0 0

Ker(T)-{( —(;)o b(?)EMg(]R);bOER}— [( _01 é)]

Segue-se dai que: T ndo e injetora. Além disso, dim Ker (T) = 1

(i1) Agora, pelo teorema do niicleo e da imagem, temos:
4 =dimMy(R) = 1 + dim Im(7) = dimIm(7") = 3.
Im (T') C R? e dim (R?) = 3.

Vamos determinar os geradores para Im (T') :

T( a b )
c d
Dai, vem: Im (T') = [(1,1,0),(1,-1,0),(0,0,1),(0,0,1)]. Como

dim Im(T") = 3, segue-se que 8 = {(1,1,0),(1,—1,0),(0,0,1)} é uma base
paraIm(T).

(a+d,a—d,b+c)

3.6.2 Composicoes de Transformacoes Lineares

ag bo
(= 0|00}

a(1,1,0)+d(1,—1,0) +b(0,0,1) +¢(0,0,1).

Definicao 3.3

Sejam U e V espacos vetoriais sobre R e sejam T : U -V e G : V —-W
transformacées lineares. A composta Go T : U — W, ¢é dada por:

(GoT)(u)=G[T (v)],Vu e U.

U 5 v
GoT \, |G
\%

Para a composta G o T" tem-se: a imagem de 7" estd contida ou é igual ao dominio
de G :
Im(T) C D(G).
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Analogamente, temos:

Para existir a composta 7" o G s6 faz sentido quando: a imagem de G esta contida ou € igual ao dominio de G :

Im (G) C D(T).

Sejam T € L (U;V) e G € L(V; W), entdo, GoT : U —» W,
GoT e L(U; W) é linear.

4
L (U;V) é o espago de todas as transformagées lineares de U em V.
L (V; W) é o espago de todas as transformagoes lineares de V.em W.
Sejam G e T transformagdes lineares, entdo, queremos mostrar que:
GoT:U—-W
¢ linear.
De fato,
T
U = Vv
GoT N\, |G
W
(1) Yui,uq € U, tem-se:
(GoT)(u1+uz) = G[I'(ur+u)] =G T (w)+T(uz)]
= G[T(u)] + G [T (ug]
— (GoT)(u)+(GoT)(uz).
(i) VA € R, Vuy € U, obtem-se:
(GoT) (M) = G[T(Aup)] =G [NTu)] =G [T (uy)]
— A(GoT)(u).
Logo, GoT : U — W € linear. |
Exemplo 3.1

1. Sejam T : R®*-R2 e G : R2— R? transformagdes lineares definidas por:
(i) T(x,y,2)=(x+y,x+2z2) (%) G(x,y)=(x+y,2y,x—vy)
Pede-se: (i) GoT (i) ToG
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Solucao
(i))GoT
RS 5 R
GoT N\, |G
R3.

Antes de passarmos a operacionalizar, é fundamental que se perceba as figurinhas que representam; ndo as

letras utilizadas, vejamos:
G nos diz que: leva a soma das duas primeiras coordenados do dominio, é a primeira coordenada da imagem,

o dobra da segunda coordenada do dominio é a segunda coordenada da imagem, e finalmente, a diferenaca das

duas coordenadas do dominio é a terceira da imagem. Simbolicamente, temos:

G(A,0) = (A+0,20,A —0O)

Assim, facilmente se obtem a composta, a saber:

(GoT)(x,y,2) = G[T (z,y,2)]
=G (z+y,x+22)
=(z+y+(r+22),2(x+22),z+y— (z+22))
=2z +y+222c+4z,y—22).
Uma forma bastante interessante, e usualmente ndo aparece nos textos em geral, é fazer a composicdo

utilizando forma matricial na base canodnica por simplicidade

(GoT] = [G].[T]

Construindo as matrizes correspondentes [G] e [T, obtemos:

1 1
Gl=1]0 2 (n)
1 -1
e
1 10
[T] = 10 2 ] . (2
Dai, multiplicando (1) e (2), segue-se que:
1 1 [ 11 0 ] 2 1 2
[GoT]=1]0 2 . =12 0 4
1 0 2
1 -1 0 1 -2
Reescrevendo a forma matricial G o T na base canédnica, obtemos:
T 2 1 2 T
(GoT) |y =20 4 |.]y
z 0 1 -2 z

Procedendo de forma andloga, vem:

(1) T(x,y,2) = (z+y,z+22) (i) G(z,y)=(r+y,2y,z—y)
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(1i) ToG
R2 & R3
ToG N\, IT
R2.

Um comentdrio breve, é fundamental que se perceba as figurinhas que representam,
ndo as letras utilizadas, vejamos:

T nos diz: que: leva a soma das duas primeiras coordenados do dominio, na primeira
coordenada da imagem, a primeira coordenado do dominio com o dobra da terceira é

a segunda coordenada da imagem. Em simbolo, tem-se:

T (x,A,0) = (x+ A, x+20).

Assim, facilmente se obtem a composta, a saber:

(T'oG) (z,y) =TI[G (x,9)]
=T(z+y,2y,z—y)
=@+y+2y,c+y+2(x—y))
=(x+3y,3z —y).
Vale ressaltar que: usualmente ndo aparece nos textos em geral, a composicdo utilizando forma matricial na

base candnica

[ToG]=[T].[G).

Construindo as matrizes correspondentes |G| e [T, obtemos:

1 1
Gl=1]0 2
1 -1
e
1 0
[Tl =
0 2
Por conseguinte, vem:
1 1 0 b1 1 3
[ToG]= ] 0 2 l ]
1 0 2 3 —1
1 -1

Reescrevendo na forma matricial na base canénica, obtemos:

-0 A

2. Seja T : P; (R) —R? uma transformagio linear, definida por:

T (ax +b) = (b,a+1).

(GoT)

Provar que: 7" € um isomorfismo, em seguida, obter T-1:R25 Py (R).
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Afirmacio 1: P, (R) - R? ¢ injetora<=> Ker (T) = {0z + 0} .

A priori, por defini¢do o nicleo de 7' é dado por:
Ker (T) = {po () = apz + by € P2 (R) ;T (agz + by) = (0,0)}.

b() =0 b() =0
=

apg+byg=0 ag =0
Portanto, Ker (T') = {po (z) = 0z + 0} = {0} <= T € injetora. |

Vejamos T' (apx + bo) = (bo, ap + bo) = (0,0) =

Afirmagdo 2: T é sobrejetora
A luz do teorema do nticleo e da imagem temos:

2 =dimP; (R) =0+ dimIm (7)
e Im (T') C R?, donde, vem: Im (T') = R2.
Portanto, 7" € sobrejetora, e, por consguinte, obtemos: 7' ¢ uma isomorfismo. |

Agora, vamos determinar o isomorfismo inverso:

T7':R*-> Py (R).

71! (ao,bo) =kix+ko<=T (k:lx + kQ) = (ao, bo) . (1)

Dito de outra forma, precisamos determinar k; e ko em fungdo de ag e bg.
Vejamos,

(2)

k - k =
T(klx+k2)—(k2,k1+k2)—(ao’bo):>{ 2= :>{ 2=

k1 + ko = by k1 = by — aop.
Assim, substituindo (2) em (1) segue-se o isomorfismo inverso:
Til (ao, b()) = (bo — (lo) T+ ag.

Comentarios:

Neste caso, as composigdes das transformacdes lineares e suas inversas produz os resultados

P, (R) 5 R2

T-loT N\, T
P; (R).

Dai, vem:

Analogamente, temos:

Por conseguinte, obtemos:
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De forma generalizada, temos:

U L vy
T-loT N\, IT7!
U

Assim,

De forma andloga, vem:

—1
\Y% v
ToT™' N\, IT
\

Donde, obtemos:
(ToT™(w)=T[T"'(v)] =T () =v=1Iy

3.SejaT € L (U), tal que: dim U =n. Entdo, prove que:

TL2

dimKer (T) .dimIm (T) < R
Basta notar que: a.b < (“T*'}’)Q, onde a = dim Ker (T') e b = dim Im (7).
Assim, usando o teoremado nicleo e da imagem, obtemos:
dim Ker (T) + dim Im (T) ) ?
2

n2
< —
4

dimKer (T) .dimIm (T) < (

Portanto,

,n2

dim Ker (7). dimIm (7") < T

4. Sejam T : M,, (R) — M, (R) e S : M,, (R) — R transformagdes lineares,
definidas por:
(i) T(A)=A" e (75) S(A)=tr(A).

Pede-se:
(i) SoTeKer(SoT) (i) dimIm (S oT). SoT ésobretejora?
(#4) Qual é adim Ker (S o T)?
M, (R) 5 M, (R)
SoT \, S
R
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(i) (SoT)(A) =S (T (A) =S (A") = tr (A') = tr (A), onde:
t’f'(A) :Z(L]’j =a11+ -+ apn-
j—1

E o traco da matriz A.
Niicleo de S o T é:
Ker(SoT) = {AgeM, (R);(SoT)(Ay) =0}
{AO EMn(R);(SOT)(AQ) :a11+-~-—|—ann=O}.

(74) Com efeito,
SoT:M, (R)—R,

1
entdo, tem-se: dimIm (S oT) = ou
0 ( ndo convém )
= dimIm(SoT)=1elm(SoT)CR=Im(SoT)=R.
De sorte que: S o T' € sobrejetora.
(i) Decorre do Teorema do Nucleo e da Imagem que:

dimKer (S oT) +dimIm (SoT) = n? = dimKer (SoT) =n? — 1

|
5. Seja V = P (R) espago de todos os polindmios e sejam 7' : V — V e
S :V — V transformagdes lineares, definidas por:
@) Slhp@)]=p @) e (i) T(p)=ap().
Entao, verifique se:
(i)SoT —ToS=1 (ii)SoT™—-T"oS=mTm ! m>2.
Solucao
Com efeito,
(SoT)(p(x) =S[T(p(x)] = Szp ()] = [zp(x)] " =p(z) + zp’ (2) e9)
Procedendo de forma andloga, temos:
(ToS)(p(x)) =TI[S(p(x)] =T[p ()] = zp’ (). (2)
Agora, de (1) e (2), obtemos:
(SoT)(p(x) = (ToS)(p(x)) =p(z)=I[p()].
De sorte que:
SoT —-ToS=1.
|
(it) Consideremos, a priori,
T*(p(z)) = (ToT)(p(2)=TI[T (p(2))]
= Tlzp(2)] = z[zp(2)] = 2°p (2)
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Agora, continuando com O processo, vem.

" (p(x)) = ="p (x).

Assim,
(SoT™)(p(x)) = S[IT™(p(z))] =S[("p(x))]
= [(«™p(2))] = ma™p(x) +2"p’ () 3)
Além disso,temos:
(T™ o 8)(p(x) =T [S(p(x)] =T"[p"(x)] = 2™p’ (z). 4)

Consequentemente, de (3) e(4) , obtemos::
(SoT™) (p(x)) = (T™ o 8) (p(x)) = ma™ 'p(x) =mT" "V (p(x))
(SoT™ =T 8)(p(a) = (mT" V) (@(@).n=2

De sorte que:
SoT™—T™o8 =mTm1,

P (R) é um espago vetorial sobre R de dimensdo infinita, ou seja,

dim P (R) = co. Vale ressaltar que em dimensdo finita, ndo vale.

Conjectura:
Este resultado continua vélido em espago de dimensao finita? A resposta é
ndo, o que seja delineado no problema a seguir.

6. Nio existem matrizes A, B € M, (R), tais que:
AB—-BA=1.

Suponha vélido, entdo, usando o trago da matriz identidade,
vem: tr (AB — BA) =tr(I) = n.
Por outro lado, tem-se:

tr (AB) = En: En: AiaBai = zn: En: BaiAia =tr (BA) .

i=1 a=1 a=1i=1
Assim,

tr (AB) — tr (BA) = 0<=tr (AB —BA) =tr (I) = 0.
Absurdo! Vistoquen € Nen > 2.

Portanto, tais matrizes nio existem satisfazendo

AB—-BA=1.
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7. Seja T : R™ — R™ uma transformacdo linear, prove que::
1T (X)llgn < M| X | -

Conclua daf que: 7" € continua em Xy € R™.

ZTo...,xn)yer = (1,0,...,0)

Seja X € R™, entdo, tem-se: X = (1,
e2 =(0,1,0,...,0)ee; =(0,...,0,1). desta forma, vem:
m
X = Z.’L‘j@j =T1€] + ...+ Tpepy,.
j=1
Assim,
m m
ijej Zx]T Yy=x1T (e1) + ... + 2, T (em),
j=1
por conseguinte, obtemos:
IT (X ij (e5) Z ;I (e5)]] < ||X||Z||T ej)ll = M|X]|.
j=1 j=1
Onde M = Z |IT (e;)|| de modo que:
j=1
1T (X)]Ign < M[|X||gm , VX € R™.
[ |
Como 7' é linear, temos:
T(X —Xo) =T (X)—T(Xp) para todo X, € R™, segue-se dai que
IT(X) =T (Xo)|| < M[[X — Xo|.
(T ¢é Lipschitziana ).
Agora, dado € > 0 existe § = ﬁ > 0, tal que:
X —Xo|| <d =M|X - Xp|| <e = ||T(X) -T (Xo)|]| <MJX — Xo|| <e.
Portanto, T" é continua em Xy € R™.
|

8. ( Condicées de otimalidade de 1* ordem )

. { Minimize f () 5 { Min Vf (z) Az

sujeito a Ax = b, Sujeito a AAx = 0.

Afirmagdo: Os problemas (1) e (2) sdo equivalentes.

Sejam x € R™ = ker (A) & Im (A?) e seja f : Q T R™ — R™. Considere a fungdo Lagrangiana associada ao
problema (1)

(i) &(z,\) = f (x) + \T (b — Az).

Utilizando as condicdes de otimalidade de 1* ordem de KKT as quais sdo necessarias e suficientes neste caso,
temos:



<
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(i)

_ _ AT _ _ AT
V. £=Vf(x)— A" XA=0 . Vf(x)=A"X 0
VL =b—Ax=0 Az — b=0.
Agora, de (I), vem: V f (z) //Im (A?), entdo, tem-se:
Vf(z) LKer(A) = Vf(z).Axz =0,
para Az € Ker (A4). Além disso, AAz = 0.
De sorte que, o prescrito anteriormente produz o problema (2) .
|

KKK generaliza a otimizacdo usando os multiplicadores de Lagrange, aqui estamos falando de aspectos
matemdticos da programacdo ndo-linear, destacando que ) é a regido aberta do R™ de uma regido interior viavel,

. . n
podendo ser inclusive RY! , .
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Capitulo 4 - Transformacoes Lineares do Plano

no Plano e suas Aplicacoes

"Durante toda a sua vida, estudard o Universo; mas, desprezara sua mais clara mensagem: para criaturas tao
pequenas como nds, a vastiddo sé € suportavel através do amor."

Carl Edward Sagan ( 1934 — 1996 )

Um pouco de histéria sobre Transformagdes Lineares do Plano no Plano e
suas Aplicacoes

As transformagdes lineares do plano no plano sdao um tépico importante em matematica, com aplicacdes em
diversas dreas, como engenharia, fisica, computagado grafica, entre outras.

O estudo das transformagdes lineares comegou no século XIX, com mateméticos como Arthur Cayley e
Augustin-Louis Cauchy, que trabalharam em matrizes e determinantes. O conceito de transformacao linear foi
formalizado por Hermann Grassmann e Arthur Cayley, que desenvolveram uma teoria matemdtica mais abstrata

das transformagdes geométricas.



No inicio do século XX, Felix Klein desenvolveu a ideia de grupos de transformacdes, que sdo conjuntos de
transformacdes que preservam alguma propriedade geométrica, como a distancia, a orientagdo ou a forma. Klein
mostrou que existem apenas alguns grupos de transformagdes que podem ser usados para estudar a geometria do
plano, e que esses grupos podem ser usados para classificar diferentes tipos de objetos geométricos, como poligonos
e superficies. Um exemplo importante de uma transformacio linear do plano € a rotacdo, que gira o plano em
torno de um ponto fixo. A rota¢do é uma transformacdo linear porque preserva as distancias e as propor¢des entre
os pontos. Outro exemplo é a homotetia, que é uma transformagdo que faz com que todos os pontos do plano
sejam dilatados ou contraidos em relacdo a um ponto fixo. A homotetia também € uma transformacao linear porque
preserva as distncias e as propor¢des. As transformagdes lineares do plano tém muitas aplica¢des praticas. Por
exemplo, elas sdo usadas na computag¢do grafica para manipular imagens e objetos em 2D. As transformagdes
lineares também sdo usadas em engenharia para modelar o comportamento de estruturas e materiais, bem como
em fisica para estudar a dindmica de sistemas fisicos.

Em resumo, as transformagdes lineares do plano no plano sdo um tépico importante em matemadtica com
aplicacdes em diversas dreas. Elas t€ém uma longa histéria de desenvolvimento e sdo fundamentais para a
compreensdo da geometria e da fisica do mundo que nos rodeia.

[https://chat.openai.com/capturada em 17 de abril 2023 as 13h25min]
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4.1 Matriz de uma Transformacgdo Linear

Consideracoes Preliminares

Neste Capitulo, estudares alguns tipos de transformagdes lineares: reflexdo, Contrago, expansido ou homotetia,
cisalhamento horizontal e vertical, rotagdes hordrias e anti-hordrias. Abordagem mais geral, matriz de uma
transformacdo linear, matriz da composta e para finalizar uma breve introdu¢do aos autovalores ( valores
caracteristicos) associados aos correspondentes autovetores ( vetores caracteristicos ).

4.1 Matriz de uma Transformacao Linear

Sejam T : U — V uma transformacéo linear, onde: dimU = n e dimV = m, fixadas as bases ordenadas

B ={uy,ug,...,upte = {vi,ve,...,0m}.
Observe que: Cada T (u1),Tug, ..., T (u,) estd em V, temos entdo que:

T (u1) = a11v1 + 2102 + .. + QiU
T (uz) = 1201 + a22V2 + . .. + A2V

T (up) = a1pv1 + agpve + . .. + G Upn-

Assim, a matriz de T" em relagdo as bases 3 e 3° € dada por:

ail ai12 N in
a21 a2 . a9on
Am1 QAm2 cee Qmn

mXxn

Exemplo 4.1

Seja T : R®*—R? uma transformagcdo linear definida por:
T(x,y,2) = (v +2y,y+2)
Determine [T]g,, onde 3 é a base candnica do R3 e 8°= {(1,0),(1,1)}.

Solucao A matriz que vamos determinar é:

g | @i a2 a3
s = a a a
21 G2 423 |, .

Além disso, a base candnica do R? é definida por 3 = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Por conseguinte, vem:

T(].,0,0) = (1,0) = all (1,0) + a21 (1, ].)
T (07 17 0) = (27 1) = Q12 (170) + a9z (]-7 1)
7(0,0,1) = (0,1) = a3 (1,0) + azs (1,1).

Assim,
{au +az; =1 {alz +aze =2 e{aw +azz =0
b

ag1 =0 a9292 =1 a23 =1

Dai, vem:
aj; =1 a2 =1 a3 = —1
e
as1 = 0 ’ ag9 = 1 a3 = 1.
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4.1 Matriz de uma Transformacgdo Linear

Portanto,

11 -1
T2, =
715 lo 1 1]
2x3

Exemplo 4.2

Seja T : R?— R® uma transformacio linear dada por:

Obter [T

Solucio

A priori, é bom esclarecer: quando ndo se coloca as bases, significa que estamos nos

referindo as bases candnicas correspondentes. )

e R3.

air a2
[T]g = | @21 Q22
asr az2 |, .,
Vejamos 3 = ({(1,0),(0,1)}) e 3= ({(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}) base canénicas respectivametne de R>
Assim,

T(l,O) = (1,07 1) =a (1,0,0) + a2 (O, 1,0) + a3 (0,0, 1)
T (O7 1) = (1, 2, —1) = a2 (1,0,0) + a99 (O, 1, 0) + ass (O, 0, 1)

Dai, obtemos:

11
T=1]0 2
1 -1

3x2
Note que: T (1,0) = (1,0,1) e T (0,1) = (1,2, —1) quando a base é candnica, as coordenadas

do vetor imagem corresponde a coluna ma matriz associada a transformagdo linear

v 5 v
GoT \, |G
%

08,8 e B” bases respectivamente de U,V e W.

A seguir, descrevendo a composicdo na forma matricial, temos:

(G o T3 = [G)}..[T]5

Exemplo 4.3

Sejam T : R3—R2 e G : R2— R? transformacdes lineares definidas por:

(1) T(x,y,2)=(x+y,x+2z) (7)) G(z,y)=(x+y,2y,2—vy)
Pede-se: (i) [G o T) (1) [T o G]
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4.1 Matriz de uma Transformacgdo Linear

Solucao
(i))GoT
R: 5 R
GoT N\, |G
R3.

Antes de passarmos a operacionalizar, é fundamental que se perceba as figurinhas que

representam, ndo as letras utilizadas, vejamos:

G nos diz que: leva a soma das duas primeiras coordenados do dominio, é a primeira coordenada da imagem,
o dobra da segunda coordenada do dominio é a segunda coordenada da imagem, e finalmente, a diferenaca das

duas coordenadas do dominio é a terceira da imagem. Simbolicamente, temos:

G(A,0) = (A+0,20,A —0)

Assim, facilmente se obtem a composta, a saber:

(GoT)(2,y,2) = G[T (2,y,2)]
=G (z+y,x+22)
=(x+y+(x+22),2(x+22),24+y— (x+22))
=2z +y+2z,2c+4z,y —22).

Uma forma bastante interessante, e usualmente ndo aparece nos textos em geral, é fazer a composicdo

utilizando forma matricial na base canodnica por simplicidade

[GoT] =[G].[T]

Construindo as matrizes correspondentes |G| e [T, obtemos:

1 1
Gl=|o 2 (1)
1 -1
e _ :
1 10
R @
Dat, multiplicando (1) e (2), segue-se que:
1 1 11 0] 2 1 2
[GoT)=1]0 2 . =12 0 4
1 0 2
1 -1 L - 0 1 -2
Reescrevendo a forma matricial G o T na base candnica, obtemos:
T 2 1 2 T
(GoT) |y |=|2 0 4
z 0 1 -2 z
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Procedendo de forma andloga, vem:

(1) T(x,y,2)=(x+y,x+2z) (i5) G(x,y)=(z+y,2y,z—y)

(ii) T o G
R2 & R3
ToG N\, IT
R2,

Um comentdario breve, é fundamental que se perceba as figurinhas que representam,
ndo as letras utilizadas, vejamos:

T nos diz: que: leva a soma das duas primeiras coordenados do dominio, na primeira
coordenada da imagem, a primeira coordenado do dominio com o dobra da terceira é

a segunda coordenada da imagem. Em simbolo, tem-se:

T(x,A,0) = (x+ A, x4+ 200).

Assim, facilmente se obtem a composta, a saber:

(ToG)(z,y) =TI[G (z,y)]
=T(z+y,2y,2—y)
=@@+y+2y,x+y+2(z—y))
= (z+3y,3z—vy).
Vale ressaltar que: usualmente ndo aparece nos textos em geral, a composigdo utilizando forma matricial na

base canodnica

[ToG] =[T].[G].

Construindo as matrizes correspondentes |G| e [T, obtemos:

1 1
Gl=]0 2
1 -1
e
1 1 0
=1 4, ]
Por conseguinte, vem:
1 1 0 Lol 1 3
[ToG] = .10 2 =
1 0 2 1 ! 3 -1

Reescrevendo na forma matricial na base canénica, obtemos:

-l A

(GoT)
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4.2 Transformacdo do Plano no Plano

4.2 Transformacao do Plano no Plano
1.1 Reflexdo em torno do eixo x :
R, : R?— R?
(m,y) — Ry (x’y) = (ZL‘, _y)

ol

0

2]

0 1 X
lo]
Na linguagem das matrizes, a reflexdo em torno do eixo x, descrito na forma matricial,
x| 1 0 x
y 0 -1 Yy

R, :R*— R?
(.’E,y) — Rm (xvy) = (_mvy)

temos:

R,

1.2 Reflexdo em torno do eixo 4 :

"

o] 0

X X

2]

Procedendo de forma andloga, a reflexdo em torno do eixo y, descrito na forma

SEERIH

matricial, é dada por:

R,




4.2 Transformacdo do Plano no Plano

1.3 Reflexdo em torno da origem:
Ry : R*— R?
(LE, Zl) — Ry ($7y) = (—1‘, _y)

'

0 1 x X
A
0
2]
Na linguagem das matrizes, a reflexdo em torno da origem, serd dada por:

RN

Ry

2.1 Homotetia, Contragio ou Expansdo

H;, : R?— R?
(‘T,y) — Hk ('T7y) = (kxaky)

k>1

Na linguagem das matrizes, Homotetia, Contra¢do ou Expansao, é dada por:

B l o ] l ) ]
0 k Y
2.2 Homotetia, Contrag¢io ou Expansio
Hy : R?— R?

T
Y

Hy

(LL’,y) — Hy, (z,y) = (kx’ky)

0<k<1

0 B g
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Na linguagem das matrizes, Homotetia, Contracdo ou Expansdo, é dada por:

T | k 0 T
y| |0 k||y
3.1 Cisalhamento horizontal de fator & :

C : RZ— R?

Hy,

(z,y) — Ck (z,y) = (z + ky,y)

0
H *
Na linguagem das matrizes, o cisalhamento horizontal serd dada por:

SR

Ck

3.2 Cisalhamento vertical de fator & :

C) : R2— R?
(z,y) — C (z,y) = (z,kx +y)

Na linguagem das matrizes, o cisalhamento vertical de fator k, serd delineado por:

L]l

4.1 Rotacdo Anti-hoirdria de um angulo 6 :

Ry : R2— R?

Ck

(z,y) — Ry (z,y) = (xcosf — ysinf, xzsin 0 + y cos h)

JH o o] = [zene
y 6

H




’.@>

4.2 Transformacdo do Plano no Plano

Na linguagem das matrizes, a rotagdo anti-horaria de um angulo 6, € dada por:

x | | cosf —sinf T
y | | sin@ cosh Y

Ry

cos (—0) = cos b

(I) Se a rotagdo fora hordria, basta trocar 6 por (—0), destacando que ) )
sin (—0) = —sin 6

A matriz da rotagdo hordria serd dada por:

[ cos(—6) —sin(—0) ] _ l cosf  sinf ]

sin (—6)  cos(—0) —sind cosé

(II) Na linguagem das matrizes, a rota¢do anti-hordria de um dngulo 6, é dada por:
x | | cosf sind x
y | | —sinf cosé Y

4.2 Rotagdo Anti-hoirdria de um angulo 6 :

Ry

Ry : R?— R?
(xvy) — R@ (LU,y) = <x07y0)

2y
c
Yof-=-==------ A
< i
___________ L____\B
y p |
(] ' |
@ [ &,
Xo x X
0 b Y
Observe que:
AOAB :
x =rcosf
{ . 1)
y=rsiné
AOAB :
= 0
Zo rc.os(a—i— ) @
yo = rsin (o + 6)
cos (a4 60) = cosacos§ — sin asin §
Dai, usando as identidades e
sin (a + 6) = sin accos @ + sin 0 cos o
2o =rcos(a+0) =rcosacost — rsinasinf 3)

(&

yo = rsin (a+ 60) = rsinacosd + rsinf cos a 4)
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Agora, substituindo (1) em (3) , (4), obtemos:

xg = rcos(a+0)==xcosf—ysinb
e
Yo = rsin(a+6)=ycosh+ xsin.

Portanto,
Ry (z,y) = (xcosf —ysin b, zsinf + ycosb).

Ou reescrevendo na forma matricial a rota¢do anti-hordria, temos:
x | | cosf —sinf x
y sinf  cosf Y

= Capitulo Execicios <

Ry

1. Determine A : R? — R? que é uma transformacio linear dada por: uma contracio

de fator % seguida de uma rotagdo anti-horaria de % rad . Destaque [A].

Solucao
c
A= Rzss) 0 C(%) N Riays)
R2.
Assim,

= O R

N—— —
Il

VR

1 _ V3 1
:<f )(0
A L %.7§ T 4
() -(6 )0 )- (5

Ale.y) = (:v—4\/§y7 \/§:1+y> .

=R

@

< <

N———

Ou ainda,
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2. Determine A : R? — R? que é uma transformacdo linear dada por: uma rotacdo
anti-hordria de 7 rad seguida de uma expansdo de fator /2. Destaque [A] .

Solucio

Com efeito, fazendo o diagrama para a composigdo, temos:

R? B ga
A=Ep)oBmy N LB
R2.

Assim,

[A] = [E(ﬂ) OR<w/4>} = [E(\/i)} NRern] =
(V2 o0 o2\ [
= o vl g @ =\, 3 .
Desta forma, A na forma matricial, é dada por:

a(2)-( () -(2)

Az, y)=(x-y,z+y).

Ou ainda,

|
3. Seja T : R?® — My (RR) uma transformagio linear dada por:
-b 0
T(a,b,c):(a )
0 a+c
1) Afirmagdo: T néo € injetora. De fato, o niicleo de T é descrito por:
3 0 0
Ker (T) = { (a0, bo, o) € R* T (a0, bo,¢o) = 0 0 .
a, — by 0 00
Com efeito, T (a,, by, co) = =
(a0, b, o) ( 0 ao—l—co) <0 0)
a, — b, =0 b, = a,
_— = . Portanto,
ao +¢c, =0 Co = —Q,
Ker (T) = {(ao, a0, —a,) € R*%a, € R} =[(1,1,-1)].
Segue-se dai que: T nio e injetora. Além disso, dim Ker (T) = 1. |

(1) Agora, pelo teorema do nicleo e da imagem, temos:

3 =dimR3 =1+ dimIm(7T) = dim Im(7T) = 2,

Im (T') € M3 (R) e dim My (R) = 4. Assim, Im (T") # M, (R) e, portanto,
T € nao € sobrejetora.

Vamos determinar os geradores para Im (7) :

— 1 -1
T(a,b,c) = a—b 0 =a 0 +b 0 +c 00 .
0 a-+c 01 0 0 0 1
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Dai, vem: Im (T") = . Como

10 -1 0 00
0 1/)’\Vo o0)'\01
dim Im(7T') = 2, segue-se que 5 = {( _01 8 ) , < 8 (1) ) } é uma base

para Im(7).

. Obter a aplicagdo A : R? — R? que é uma homotetia de fator 2 seguida de um rotago horaria de 7 /4 rad .

Solucio
R? T g
A=RmnoHa N R/
R2.
Assim,
[A] = [Rrpyo Hy) = [Rionn)] [He)] =

Desta forma, A na forma matricial, é dada por:

Y [ vz va\(«
()5 )6

Ou ainda,

[\~

N

(% 4)
o V2@+y) [ V2z+y)
T\ —Ver+vay ) (y—z) |

Aw,y) = (V@ +y)V2y - ).

[ |
. Sejam T : R? — R? e G : R? — R3 transformacdes lineares, tais que:
T(:c,y,z):(xfy,x+y+z) € G(x7y):<x+ya21,$7y)
Pede-se: (i) [G o T] = [G].[T] (i) [T o G] = [T].]G]
Solucao
1 1 2 0 1
) 1 -1 0
() [GoT]=[G).T]=| 2 © .(1 . 1)- 2 =2 0
1 -1 0 -2 -1
(i1) Procedendo de forma andloga, temos:
1 -1 0 Lol 11
ToG)=[T[G] = - 2 0o |=( : |
[o][m<111> >0 <40>

. Seja T : R?— P;(R) uma transformagdo linear bijetora, definida por:
T(a,b)=a+ (b—a)x.
Com efeito,
TV Pi(R) — R, T (quz + B1) = (k1, ko) <= T (ky, k2) = arz + Bi.

Vejamos
T (kh ]ﬂg) =k + (kz — k‘l)x = [1+ aqx.

Dai, obtemos:
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k == =
1=p51 N k1= p1
ko — k1 = aq ky = a1 + B

T iz + B1) = (Br,a1 + Bi).

De sorte que:

. Seja T : R3— R?, definida por:
T(‘Tvyaz) = (.’E—Z7.’£—|—Z)
(¢) Afirmagdo: T ndo é injetora. De fato, o nicleo de T' € descrito por:
Ker (T) = {(%o, Yo: 20) € R*; T (20, Yo, 20) = (0,0)}.

To—2,=0

T(xoayovzo) = (xo — 20, %o +Zo) = (070) - {
To+2,=0

— x, = 2, = 0. Portanto,
Ker (T) = {(0,y,,0) € R*y, € R} = [(0,1,0)].

Segue-se daf que: 7" ndo e injetora. Além disso, @ = {(0,1,0)} é uma base para
Ker (T) edim Ker (T) = 1.

(73) Agora, pelo teorema do nicleo e da imagem, temos:

3 =dimR? = 1 + dim Im(7T) = dimIm(T) = 2
e Im (T) C R%. Assim, Im (T') = R? ¢, portanto, T é sobrejetora.
Vamos determinar os geradores para Im (T') : T (z,y,2) =z (1,1) + 2 (—1,1).
Dai, vem: Im (T") = [(1,1), (-1, 1)]. Como dim Im(T") = 2, segue-se que
B8={(1,1),(—1,1)} é uma base para Im(7T).

. Sejam T : R3 — R? e G : R? — R3 transformacdes lineares, tais que:

Pede-se: (i) [G o T] = [G].[T] (i) [T o G] = [T].]G]
Solucao

11 s 1o 3 0 1
(i) [G o T] = [G].]T] = (1)_21 .(1 ) 1): 2 2 2

(ii) Procedendo de forma andloga, temos:

1 1
[ToG]z[THG]:(i *11 2) 0 2 :(2 0).
1 -1

[\
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. Obter A : R? — R? que é uma expansio de fator 2 seguida de um rotagéo anti-horaria de 7 /4 rad .

Solucao
R? Pap  ge
A=RioEg N | Ry
R2,
Assim,
[A] = [R/a 0 Ew)] = [Ra/w)] [Ew)] =

A 2 0\ (V2 -2
Desta forma, A na forma matricial, é dada por:

al*) = V2 =2 z )\ _ [ V2e—y)
y V2 V2 y V2(z+y) )

Aw,y) = (Va2 —y) V2 +y)).

Ou ainda,

. SejaT : P (R) — R? uma transformacdo linear bijetora, definida por:

T (ax+b) = (a+b,a—0).

T R2Z= Pi(R); T (B, ko) = gz + B <= T (anz + B1) = (k1 k).

Vejamos
T (a1w + B1) = (1 + B, a1 — Bi) = (K1, k2) .

Dai, obtemos:

_ _ kitk
{041+/31—k1 :>{ ap = H5t

ap — P =k By = gk

T (k) = (552 ) (B512)).

De sorte que:

10
A=10 3
0 0 -2

. (¢) Calcule X € R, de modo que: p (A) = det(A — All3) = 0, onde:
)
1

Solucao
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(i) Com efeito, temos:

1-—A 0
A -3 = 0 3—A 1
0 0 —2—-A
Dai, vem:
A=1ou
pA) =det(A—=Al3) =(1-X).3=-N).(—2—A)=0=1< A=3o0u
A=-2.

(Posteriormente, estes \ serdo chamados de autovalores ou valores caracteristicos que estardo associados
aos seus respectivos autovetores ou vetores caracteristicos que sdo as solugdes ndo-nulas dos sistemas

homogéneos).

(A) Notagdo:
n
Haii = Q11-022 - - - Ann,
i=1

Produtério de a;;, variandode 1 = 1 até 1 = n

(B) Se A =(a;5) € M, (R), tal que: a;; = 0,14 > j é chamada matriz triangular superior. Neste caso,
n
det (A) = H(Zii = 0a11.G422 ...0nnp,
i=1

dito de outra forma, o determinante da matriz triangular superior é igual ao produto dos elementos da
diagonal principal.

(#3) Use o resultado do item anterior, para obter as solugdes ndo-nulas do sistema homogéneo
(A= M3)X =0.

Solucio

Para obter as solugdes ndo-nulas do sistema homogéneo
(A = \3)X =0,

que corresponde aos autovetores associados aos autovalores obtidos no item anterior, teremos trés casos a

considerar, a saber:

1° Caso: N =1
0 0 5 T 0 52 = 0 y=20
0 2 1 y | =10 = 2y 4z = 0 = e
0 0 -3 z 0 -3z = 0 z=0

Logo, v1 = (z,0,0) = x (1,0,0), com = # 0 é um autovetor associado ao autovalor A = 1, isto é, o espago

solugcdo Sy é dada por:

S1={(z,0,0) e R*;z e Rex #0} = [(1,0,0)],

isto é, (1,0,0) gera Sy. Significa que qualquer solugdo nao-nula é miltiplo
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12.

escalar do vetor (1,0,0) .

2° Caso: \ =3
-2 0 5 T 0 -2+ 4+ 5z = 0 z=0
0 0 1 y | =10 = z = 0 = e
0 0 -5 z 0 — 5z = 0 z=0

Logo, v1 = (0,4,0) = y(0,1,0), com y # 0 é um autovetor associado ao autovalor A = 3, ou ainda, a

solugdo é dada por:

Sa = {(0,9,0) € R%y € Rey # 0} = [(0,1,0)],

ou seja, (0,1,0) gera Ss.
3° Caso: \ = —2
305 z 0 r=Fz
3z +5z =0
05 1||ly|l=|0]= I . = e
A =
000 0 Y

— =1
=52

Logo, v1 = (%‘E’z, %1, z) =z (7, 5 1), com z # 0 é um autovetor, ou ainda, a solucdo é dada por:

-5 —1 -5 —1
= —~ 1 R3: R ===, —1
o[ (G ) emsenessoh- [(F.3)]

ou seja, (%5, %1, 1) gera Ss.

Prove que: C([0,1]) ~C([2,3]), isto é, C([0, 1]) é isomorfo a C([2, 3]) .
Vale destacar que:
C([a,b]) ={f : [a,b] — R continua} .

Com efeito, 2 < x <3 < 0 <z — 2 < 1, entdo podemos tomar
T: C([0,1]) — C([2,3])
fr=T() (@) =f(z-2).
E facil ver que 7 ¢ linear ( Verifique! ).
Provemos que 7" € um isomorfismo, por simplicidade fagamos o seguite:
Y [2,3] = [0,1]
r— p(r) =2 —2,
de modo andlogo, a inversa de ¢ serd dada por:
o1 [0,1] — [2,3]
r—2+ ot (z-2)=ux.

Além disso, observe o diagrama a seguir:

oy T 23
’ \ lyg
gop~1!

R.
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Afirmacao 1: 7T ¢ injetora.
seja fo € Ker (T), entdo, T [fo] (x) = (fo o ¢) () = 0. Dai, segue-se que:
fo o o = 0. Portanto,

(foowp)op™h =0.p7" =0.

dito de outro modo, temos:
foo(pop™)=0= fo=0.
De sorte que 7' € injetora. |

Afirmacao 2: T ¢ sobrejetora.

Vge C([2,3]) It eC([0,1]): gop~t € C([0,1]), tal que:
T(gop ')=go(plop)=g.

Portanto, 7" € sobrejetora.

Por conseguinte, T € um isomorfismo. Além disso, podemos descrever de

outra forma:
C([0,1]) = C([2,3]).

. Paraque valoresde A € RoconjuntoS = {t +3, 2t + A2+ 2} de P; (R) é L.I (Linearmente independente)

? e L.D. ( Linearmente dependente )?

Refazendo a questido de uma outra forma: Dada a equacio:
a(t+3)+b(2t+X+2)=0t+0

Determine A € R, para que o sistema homogéneo s6 admita a solugdo trivial ( solucdo nula ), assim S é L.I..
Caso contrario, S serd L.D.( teremos infinitas solucdes )

Solucio

Com efeito,
a(t+3)+b(2t+X+2) = 0t+0<
(a+2b)t+ [3a+b (N +2)] 0t 4 0.

Dai, obtemos:

a+20=0 S Dy b a+2b=0
3a+b(A\2+2) =0 0+ (4= %) b=0.

Assim,
2=\ (24 N)b=0.

1° Caso: ) # 42 = b =0 = a = 0. Neste caso, o sistema s6 admite solugdo trivial ou nula. Logo, S
éLI

2° Caso: )\ =2 = 0.b = 0, voltamos para equacdo anterior a + 2b = 0. Neste caso, o sistema admite
infinitas solugcées. Logo, S é L.D

3° Caso: \ = —2 = 0.b = 0 voltando a equagéo a + 2b = 0. Analogamente, o sistema admite infinitas
solugées. Logo, S é L.D. |

134



Capitulo Execicios

14. Seja’S = {e**, €5} para todo z € R. Dada a equagdo:
)\162‘70 + )\265I =0.

Prove que: A\; = Ay = 0.

Dada a equagdo
A2+ e’ = 0.
Multiplicando (1) por e=2* > 0, Vz € R, obtemos:
AL+ Age®” = 0.
Agora, derivando em relagdo a z [(eX7)" = KeX?] | vem:
043X =0= X =0

Assim, substituindo (I11) em (II), segue-se que:
Ou ainda,

De sorte que: S € linearmente independente.
15. Considere S = {x3, |at|3} para todo x # 0, tem-se:
W = [x?’, |a:|3} =0,
no entanto, S é L.I.
Solucio

z,x >0

. Agora, dada a equacdo:
—x,x <

De fato, por definicdo, sendo x # 0, tem-se:: |x| = {

)\11‘3 + )\2 |I’|3 =0.

1° Caso: >0
)\11‘3+)\2$L‘3:()\1+>\2)$3:0$)\1+)\2:0

e, procedendo de forma andloga, temos:

2° Caso: ©<0:
)\1.%'3—)\2.’173:0:>()\1—)\2).’1?3:0:>)\1—)\2:0

Decorre dos casos (1) e (2) que:

A Ay =
{ 1+ Az 0 = )\ = Xy =0.

)\1—)\2 :0

Como o sistema s6 admite a solugdo trivial ( solucdo nula ) segue-se que: S é L.1.
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16. Seja T : R?— R? uma transformacdo linear definida por:
T (z,y) = (z+y,4y).
Determine seus autovalores e autovetores correspondentes.

Solucao

1

Com efeito, a matriz de T na base candnica é dada por: [T] = 0

] , entdo a equagdo caracteristica é

descrita por:

1—A 1
p(A) =det (A — \p) = =0=(1-XA).4-XN=0
0 4—X
A=1lou .
N4 sdo os autovalores. determinemos os autovetores corres
pondentes.
1° Caso: A=1:

om0 (00)(2)- (1)

0 2y =
z+2y=0 =0
0x+3y=20
Logo, o autovetor é: v = x (1,0), com x # 0, ou ainda,
$1 = {w(1,0) € R%z £ 0} = [(1,0)]

Procedendo de forma andloga, temos:

2°Cas0.'/\:4:(A—/\12).X:O:>(3 1 )(:c):(())
0 0 y 0

—3z4+y=0
Oz +0y=0
x # 0, dito de outro modo temos:
Sy ={x(1,3) e R%z # 0} =[(1,3)]

= y = 3x. Logo, o autovetor é: vo = x (1,3), com

17. Seja F : U — U uma transformaco linear, tal que: F? — F + I = 0.
Mostre que: F é inversivel e que F~! =T — F.

Seja I : U — U uma transformacdo linear, tal que: F? — F + I = 0.
Comefeito, F2— F+I=0=F —F2=]=Fol—-FoF =1
= Fo (I —F)=1.Portanto, F~! =1 — F. [ |
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18.

Seja T : R™ — R” uma transformacao linear, prove que::

1T (X g < MX g -

Conclua daf que: T € continua em Xy € R™.

Seja X € R™, entdo, tem-se: X = (x1,22...,2,),e1 = (1,0,...,0)
es =(0,1,0,...,0)ee; = (0,...,0,1). desta forma, vem:

X = E Tje; = x1€1 + ... + Tpenm.
j=1
Assim,

ijej :ijT(ej):$1T(61)+...+an(em)7
j=1 j=1

por conseguinte, obtemos:

1T (X Z% (e)|| < D laslIT (eg)ll < ||X||Z||T ej)|l = M| X[
o o
Onde M :Z IT (e;)|| de modo que:
j=1
1T (X l[gn < M| X]|gm , VX € R™.

|
Como 7' € linear, temos:
T(X —Xo) =T (X)—T(Xp) para todo Xy € R™, segue-se dai que
1T (X) = T (Xo)[| < M[X = Xo.
(T é Lipschitziana ).
Agora, dado £ > 0 existe § = 7 > 0, tal que:
X —Xo|| <d =M|X - Xp|| <e=|T(X)-T(Xo)]| <MJX — Xo|| <e.
Portanto, 1" € continua em Xy € R™.
|

. Seja 2 a dlgebra das matrizes quadradas sobre um corpo ordenado completo K e seja P uma matriz invertivel

em 2(. Mostre que a transformagdo A — P~1.A.P, onde A €  é um isomorfismo de dlgebra
2l em si mesma.
Antes porém um esclarecimento: Podemos considerar o corpo ordenado completo K = R ( Corpo ordenado

completo dos nimeros reais ).

Seja ¢ : 2 — 2 definida por ¢ (A) = P~1.A.P, vamos determinar o niicleo de ¢, a saber:
Ker (¢) ={A¢ € As;p (Ao) = 0}.
Vejamos
¢(Ay)) = P lAP=0= (PP ").Ap.P=PO
= [.Ap. (P.P7")=0.P' = 4, =0.
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Portanto,
Ker (p) = {0} <= ¢ é injetora.

Agora, mostrar que ¢ € sobrejetora. por defini¢do, temos:
VB €lm(p);JA€A:A=P.B.P!
Célculos Auxiliares:
¢(A) = P l'AP=B<= (PP'). AP=PB
& A (PP ')Y=PBP '« A=PB.P "
Assim.

¢(A)=¢(PBP)=P ' (PBP").P= (P 'P).B.(P'.P)=B.

Dito de outro modo, Im (¢) = 2, ou seja, ¢ € sobrejetora. |
Logo, ¢ é bijetora

e finalmente, mostremos que:
(1) M, A2 € K; VA, Ay € A tem-se:

©(AMAL+XAy) = PL(A\AL 4+ Ay P
= M (PLALP) + ) (P71.A2P)
= Ay (A1) + Aap (42).
(13) VA1, Ay € A temos:
0(A1.Ay) = P71 (A].Ay).P
= (P NA.P).(P'.A5.P)
= ¢(41).p(42).

De sorte que: ( € um isomorfimos.

. (¢) Seja M uma matriz invertivel M € M, (R), prove que:

—1
M A = Mt

Com efeito,
A7 A? An
A _ _
e _Z?_I+A+j+...+ﬁ+...,
=0
entao,
. =< (M~'AM)’ M-1AM)? M~YAM)"
eM 1A]\/[:Z(7'):I+M—1AM+( ) ++¥+ .
j! 2! n!

7=0
Dai, ndo esquecendo que a série converge uniformemente e

(M~'AM)’ = M~ 'A7 M
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21.

( E facil ver por indugio finita sobre n ), segue-se que:
(M—*AM)? (M~-AM)"
T + e + T

A? A".
= M! (I+A++...++...>M
21 n!

eMTTAM AT MTYAM 4

> AJ
- M1 Zj M= M""'e” M.
j=0 7

(i)
A+B)t _ A

e et Bt Yt «—= A comuta com B,

com A, B € M, (R).

(=) Se eATB)t — At Bt entio, derivando ambos os lados, temos:
(A + B) APt = AeAt Bt 4 BeAt Bt
Agora, derivando novamente e fazendo ¢ = 0, obtemos:
(A+B)2 C(ATB)t _ p20At (Bt | Ap.At (Bt | pAAt (Bt | p2 At Bt
Logo,
(A4 B)? = A% + 2AB + B? «— AB = BA.
<) Se = , entdo, € facil ver que:

(<) Se AB=BA a0, é facil q

X (t) = et
satisfaz ao problema de valor inicial (p.v.i)

X (t) = (A+B)X (t)
X (0)=1.

(Verifique!). Entdo, pela unicidade da soluc@o temos:

X (t) = eA+BE,

De sorte que:
eA+BIL _ At Bty

Determine a projegdo ortogonal P : R? — R? de (,o) sobre areta L : y = .
Qual é a reflexdo S : R? — R? de (w,%0) em torno dareta L : y = a7
A equagdo da reta I' que passa por (xg, yo) e € perpendicular areta L, & dada por:

y—yo=—1(x—x9) <= y=—2+20+ Y.
Agora a intersec¢do das retas I' e L nos dard exatam,ente a proje¢ao ortogonal

y=x
e

y = —x + 70 + Yo-
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y A
%
=
(1) (0, Vo) :
0= G
0| x
)
daf obtemos:
r = —T+x0+Yyo=—= 2x =120+ Yo
o xo;‘yo sy = Jfogyo.
Portanto, a proje¢io ortogonal, serd descrita por | :
To+ Y Zo+ Yo
P = —,—.
('1:07 yO) < 2 ) 2 >
destacando a matriz na base candnica de P :
11
-l f 1]
2 2
No caso da reflexdo, tem-se:
S :R? - R?
de (zg,yo) emtornodareta L : y = 7
y r'y
Q,‘F
— (-——(1;1) (xr y) =u z
Uz = \ Y
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S—P=P—-1.
Por conseguinte, obtmeos:
S(20,90) = 2P (x0,90) — I (z0,¥0)
To + To +
S(zo,y0) = 2. ( ° 5 o o 5 yo> — (0, %0)
S(x()uy()) = (yOa‘rO)~
|
Outro modo de abordar 0 mesmo problema:
Basta notar que:
B = {(17 1) ) (_17 1)}
¢ uma base ordenada para R? e existe uma tinica projeciio ortogonal P : R? — R2, tal que:
P(1,1)=(1,1) e P(—1,1) = (0,0).
y A
*
=
_ ,_.]_,1) (x[)iy(]) .
Uy — ¢ \«"ﬂ
O U = (1,1
0| x
S
De fato, V (79, 70) € R?, existem A1, A2 € R, de modo que:
(.%‘o,yo) =\ (1,1)+/\2 (—1,1). (1)
Dai, obtemos:
A=A = Ay = 2ot
1 2 =T 1 z @)
A1+ A2 = yo. Ay = #0570,
Assim, substituindo (2) em (1), vem:
xo + —x
(ann) = (252 ) @y + (2572 (1), ®
Agora aplicando P e sua linearidade, segue-se que:
To + -z
P(z0,y0) = ( 0 5 y0> P(1,1) + <y0 5 0) P(~1,1)

- <”502“”°> (1,1) + (yogxo> (0,0).
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22.

23.

Portanto,

P(l“myo) = (xo al Dot +y0> .

2 72

Determine uma transformagdo linear 7' : R® — R3, tal que: Ker (T') = [(1,1,0)].
Solucio

A priori, note que: este problema tem infintas formas de solugoes, dependendo as bases

escolhidas. Uma base ordenada para o dominio de T’ é dada por:
a={(1,0,0),(1,1,0),(0,0,1)}
e uma outra base para imagem de T serd descrita por:

8=1{(1,0,0),(1,1,0),(0,1,1)}
Uma dentre as escolhas pode ser:
T(1,0,0) = (1,0,0)
T (1,1,0) = (0,0,0) . Note que: Im (T') = [(1,0,0),(0,1,1)]
7T(0,0,1) =(0,1,1)
Além disso, ¥ (1,y,z) € R® : Ja, b, c € R, tais que:

at+b==x a=x—Yy
(z,9,2) =a(1,0,0) +b(1,1,0) +¢(0,1,1) = b=y = b=y
c=z c=z

Assim,

(x,y,z):(:Efy)(l,(),())+y(1,1,0)+z(0,1,1).

Agora, aplicando T' e usando o fato de T ser linear, vem:

T(z,y,2) = T[(z—1y)(1,0,0)+y(1,1,0) + 2(0,1,1)]
T[(x —vy)(1,0,0)]+ T [y (1,1,0)] + T'[2(0,1,1)]
= (z—y).T(1,0,0) + y.T(1,1,0) + 2.7°(0,0,1)
= (z—y).(1,0,0) 4+ y.(0,0,0) + 2. (0,1,1).

Logo,
T(xayaz) = ($—y7Z,Z).

Determine uma transformacdo linear 7' : R? — R3, tal que:
Im (T) =[(1,0,0),(0,1,1)].
Solucio

A priori, note que: este problema tem infintas formas de solugoes, dependendo as bases

escolhidas.Uma base ordenada para o dominio de T' é dada por:

o ={(1,0,0),(1,0,0),(0,0,1)}
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24.

e uma outra base para imagem de T serd descrita por:

B =1{(1,0,0),(0,1,1)}
O teorema do niicleo e da imagem nos da:
3 =dimR? = dim Ker (T) + 2 = dim Ker (T) = 1.

Uma dentre as infinitas escolhas pode ser:

T(1,0,0) = (1,0,0)

T(0,1,0) = (0,0,0) . Note que: Im (T') = [(1,0,0),(0,1,1)]

T(0,0,1) = (0,1,1)
Além disso, ¥ (x,y,2) € R? : Ja, b, c € R, tais que:

a =
(x,y,z):a(1,0,0)+b(1,0,0)+C(0,0,1):> b=y

cC=Zz.

Assim,

(z,y,2) = 2(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1).

Agora, aplicando T' e usando o fato de T ser linear, vem:
T (z,y,2) = TI[x(1,0,0)+y(0,1,0)+ 2(0,0,1)]
= z.7(1,0,0)+y.7(0,1,0) + 2.7(0,0,1)
= 2.(1,0,0) +y.(0,0,0) + 2.(0,1,1).

Logo,
T(z,y,2) = (2,2, 2).

SejaT : U — V uma transformacdo linear, tal que: dimU = dim V = n. Prove que: T € injetora <= T ¢

sobrejetora<=> T ¢ bijetora.

Com efeito, T' € injetora <= Ker (T') = {0} <= dimKer (T") ==
A luz do teorema do ndcleo e da imagem, temos:

n=dimU =0+ dimIm (T) < dimIm (T) = n.
Além disso, Im (7') C V, com dim V = n, daf segue-se que: Im (T') =V <= T'¢é
sobrejetora<=> 1" € bijetora.



Capitulo Execicios

25. Seja T : R? — IP; (R) uma transformagdo linear definida por:
T(a,b)=ax+b—a

Prove que: T ¢ bijetora.

Determinemos o nicleo de 7" que por defini¢@o, neste caso, € dado por:
Ker (T) = {(ao,bp) € R* : T (ag, by) = 0z + 0} .
Vejamos

T(“Oabo):aox—l—bo—aozox_i_(): ao . ao
bo —ap =0 o,

Portanto,
Ker (T) = (0,0) <= T é injetora.
Agora, pelo teorema do nicleo e da imagem, tem-se:
2 =dimR? = 0 + dimIm (T) <= dimIm (T) = 2
eIm (7)) C Py (R), com dimP; (R) = 2, daf segue-se que: Im (T') =Py (R) < T'¢é

sobrejetora<=> T' € bijetora. |
26. Determine a projecdo ortogonal P : R? — R? de um vetor u = (x,3) sobreareta L : y = ax,a # 0
( Esboce o problema )
Solucio
Observe que 3 = {(1,a),(—a, 1)} é uma base para o R, tal que: P (1,a) = (1,a) P (—a,1) = (0,0).
V(z,y) € R?:3\;, N\ €R, tais que:
(z,y) = A1 (1,a) + A2 (—a,1). €y
Dati, obtemos:
A —al =z aE2+g>—>E2 >\12* alo =2 2)
aX1+ o=y (1+a))\1:x+ay.
donde, vem:
A = 2oy A = ey N
L= Tt R e ®)
)\2:y7a>\1 Agzy—a(m) AQ:%.
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Agora, substituindo (2) em (1), obtemos:

T+ ay Yy — axr
= 1
e = () aa+ (455

Aplicando P e sua linearidade, tem-se:

P(l’,y) =

1+a?2’ 1+a?
Reescrevendo a projecdo ortogonal na forma matricial, temos:

<x +ay xa-+ a2y)

1 a
z s P z — 1+a? 1+§z2
_a _a
Y Y 1+a? 1+a?

) (—a,1).

T+ ay Y —axr
1 g —
(1+a2>p( ,a)+<1+a2>p( a,1)

T+ ay Yy — ax
1
<1—|—a2>( ’a)+(1+a2

)00

I1:]

27. Obter areflexdo S : R? — R? de um vetor u = (z,y) emtornodareta L : y = ax,a # 0

Solucio
y A
I(x,y) = (x,¥)
—a,V) .
w, =0 v
%
o u, = (1,0)
P
~—_~___—& x‘
S

Basta notar que:

ok

z

S—P=P+1< S(x,y) =2.P(x,y) — I (z,y),

onde a identidade I : R? — R? é dada por: I (z,y) = (z,y).
A matriz da reflexdo S é dada por:

[S]:2[P]—I2<:>[S}:2.[1+az T

_a _a
1+a? 1+a?
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4.3 Introducio aos Autovalores e Autovetores

Motivacdo:

Considere a transformagdo linear 7' : R? — R? dada por: T (z,y) = (x, —y).

Seja A a matriz de T' na base candnica, ou seja A = [T].
Tv = XM<=Tv—-AL,v=0
— (A-AL)v=0.
Queremos as solugdes ndo-nulas. E necessério e suficiente que:
p(N) =det (A— A,) =0.

Equacao caracteristica

Neste caso A = 1 ],entﬁo,
0 -1
A\ = 1 0 Y 1 0 _ 1-A 0 .
0 -1 0 1 0 —-1-A
Assim
1—A 0
A = det =0=(1-XN).(-1=-X)=0
ey e[o —1—>\1 (1= (1=

— 1—-A=00u —-1—-A=0=A=1oul=-1.

Séo os autovalores ou valores caracteristicos. Vamos determinemos os autovetores

(A-AR).X = 0=><8 —02><y>:<8>

Oz +0y=20
Oxr—2y=20

correspondentes.

1° Caso: A =1:

Logo, o autovetor é: v; = 2 (1,0), com z # 0, ou ainda,
S;={x(1,0) e R%z # 0} = [(1,0)]

2°Caso:)\:—1:(A—)\12).X:0:>(2 O><x>:<0>
00 y 0
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2c+0y=0
0.x+0y=0
y # 0, dito de outro modo, temos:

Sy ={y(0,1) e R%y # 0} =[(0,1)].

= x = 0. Logo, o autovetor é: v, =y (0,1), com

Autovalores e Autovetores:

Seja T : V — V um operador linear T' (v) = Av
Por simplicidade seja a matriz na base candnica A = [T]g Assim,

Av= <= (A-X,)v=0 1)
O sistema homogéneo sempre admite solugcdo, pelo menos, a solugdo trivial ou nula.
Queremos determinar as solugdes ndo-nulas de (1). Entdo, é necessério e suficiente
que o polindmio caracteristico p (A) = det (A — AI,,) seja nulo, ou seja,

p(A) =det (A — \,) =0, (2)

onde det (A — A\I,,) = 0 é chamada equacéo caracteristica.cujas raizes sdo os
autovalores. Para cada solugdo A de (2) substituimos em (1) para obter as

solucdes ndo-nulas que sdo os autovetores associados.

Exemplo 4.4
Seja T : R? — R? uma transformagao linear. definida por:

T (2,y) = (z+y,4y).

Determine seus autovalores e autovetores correspondentes.

Com efeito, a matriz de T' na base candnica é dada por: [T] = 0 4

1 1] )
, entdo

a equacao caracteristica € descrita por:

1-A 1

A = det(4A—- )=
POV A=) =

A=1ou
A=4,

sdo os autovalores. determinemos os autovetores correspondentes.

0= (1-)).(4-\) =0

Agora,, temos dois casos a considerar para resolver o sistema homogéneo

e obter as solucdes nao-nulas.

1°Caso: A=1:
(A=AL).X = 0:><0 1)(”3):(0)
0 3 y 0

O0x+2y=20
0x+3y=0

Logo, o autovetor é: v; = x (1,0), com x # 0, ou ainda,
S;={x(1,0) e R%z # 0} = [(1,0)]
Procedendo de forma andloga, temos:
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ZOCaso:)\:4:(A—)\IQ).X:0:><3 1 > ( . ) = ( 0)
0 0 y 0

—3r+y=0
Oz +0y=0
x # 0, dito de outro modo temos:
Sy ={x(1,3) e R%z # 0} =[(1,3)]

= y = 3x. Logo, o autovetor é: vo = z (1, 3), com

Exemplo 4.5
Seja T : R? — R? uma T.L. definida por: T (z,y) = (z + 2y, —3y) .

Determine seus autovalores e autovetores COI'I'eSpOIlantCS.

Com efeito, a matriz de T" na base candnica é dada por: [T] =

entdo a equagdo caracteristica € descrita por:

1—A 2
0 -3-A

p(A) = det(A—-AL) = =0

A=1ou
— (1-XN).(-3-N)=0=—

A=-3
sdo os autovalores. Determinemos os autovetores corres

pondentes.

2 2y =
1°Caso: A=1:(A— M) X =0= 0 Ty (0 — y
0 —4 Y 0 -4y =0

= y = 0. Logo, o autovetor é: v; = z(1,0), com = # 0, ou ainda,
S;={x(1,0) e R%z # 0} = [(1,0)]
Procedendo de forma andloga, temos:

2°Casoz)\:—3:(A—)\12).X:0=><4 2 ><x>:<0>
00 Y 0

= {4z + 2y = 0 = y = —2z. Logo, o autovetor é: vy = z (1,—2), com
x # 0, dito de outro modo temos:
Sy ={x(1,-2) e R}z £ 0} =[(1,-2)]

Exemplo 4.6
Suponha que \; e Ao sejam autovalores distintos e diferentes de zero de 7" : R? — R?
Mostre que:
(7) Os autovetores correspondentes séo linearmente independentes (L.1.)
(i) T (v1) e T (vg) sdo L.L

T (’Ul) = Al’Ul

Com efeito, A\ # A2, ambos ndo-nulos:
(Uz) = Ao¥3
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(7) Dada a equagéo
avy + bvy =0 = @9)

T (avy + bvg) =0 =

aT (vy) + 0T (v2) = 0.

Ou ainda,
a ()\11}1) +b (/\21}2) =0. (2)

Agora, multiplicando (1) por A\; # 0, obtemos:

alvy + bAivg =0 3)
Subtraindo (2) e (3), vem:

b()\g—)\l)’UQ 20:>b:0,

visto que: A1 # Ag e va # 0.
Além disso, levando b = 0 em (1), obtemos:

avy; = 0= a=0.

De sorte que: vy € vo sdo L.I. |

(#4) Dada a equagdo:
kT (’Ul) + kT (’Ug) =0= Kk (/\1’[}1) + ko (/\2112) = 0.

Agora, como v € vy sdo L.I. segue-sae que:

kA1 =0
e = k1 = ko =0.
kodo =0
Visto que: A\; e Ay sdo ndao-nulos.
Logo, T (v1) e T (v2) séo L.I. [ |

Exemplo 4.7
Seja T : R® — R? uma transformacdo linear dada por:

T(x7y7z) = (l‘+2y—2,4y—|—22’,—22)

Pede-se: (i) A matriz de T na base candnica [IT] = A (i¢) Determinar os autovalores e autovetores
correspondentes.
Solucio

(i) A matriz de T na base candnica

~1 1-x 2 ~1
T=A=|0 4 2 |=A-Az=| 0 4-\ 2
-2 0 0 —2-2A

de modo que:
p(A)=det(A—-Al3)=(1-X).(4—X).(-2—)X) =0.
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Portanto,
1-A=0 A=1
4—-)A=0 = A=
—2-X=0 A=-=2

sdo os autovalores ou valores caracteriticos.

Antes de passarmos a obter os autoverores, vejamos uma observagdo relembrando situagoes do cdlculo do
determinante de uma matriz triangular superior e notagées para o produtorio.

(A) Notagao:

n
Haii = 11-022 - - - Ann,
i=1

Produtorio de a;;, variando de i = 1 até i = n

(B) Se A =(a;5) € M, (R), tal que: a;; =0, i > j é chamada matriz triangular superior. Neste caso,
n
det (A) = H Qi = A11.0422 ... Apnp,
i=1

dito de outra forma, o determinante da matriz triangular superior é igual ao produto dos elementos da

diagonal principal.

(9) Para obter as solugdes ndo-nulas do sistema homogéneo (A — N3) X = 0, que corresponde aos

autovetores associados aos autovalores obtidos no item anterior, teremos trés casos a considerar, a saber:

1° Caso: A =1
0 2 -1 T 0 2y —2z =0 y=20
0 3 2 y | =1]0]| = Jy +2z = 0 = e
0 0 -3 z 0 -3z = 0 z=0

Logo, v1 = (x,0,0) = x (1,0,0), com x # 0 é um autovetor associado ao autovalor A = 1, isto é, o espago
solugcdo Sy é dada por:
S1 = {(z,0,0) e R*;z e Rex # 0} = [(1,0,0)],
isto é, (1,0,0) gera Sy. Significa que qualquer solugdo ndo-nula é miiltiplo escalar do vetor (1,0,0) .
2° Caso: N =4
-3 2 -1 x 0 —3z+ 2y— z = 0 z=2y

0 0 2 y | =0 |= 2z
0 0 -6 z 0 - 6z =0 z=0

I

Logo, vy = (%y, Y, 0) =y (%, 1, O), com y # 0 é um autovetor associado ao autovalor A\ = 3, ou ainda, a

o= { (Zow0) exiycre 20} = [(210)]

solucdo é dada por:

ou seja, (%, 1, O) gera Ss.
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3° Caso: A= —2

3 2 -1 x 0 w12 s
06 2 =10 :>{ 6y +2z =0.
0 0 z 0
Ou ainda,
3z +2y+3y=0 r =y
- e - e
z= -3y z= -3y

Logo, v = (%y, Y, —3y) =y (%5, 1, —3), com y # 0 é um autovetor, ou ainda, a solucdo é dada por:

S3 = {y (_35,17—3> €R3;yeRey#0} = {(;5,1,—3)],

ou seja, (%5, 1, —3) gera Ss.
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44 L (U, V) =~ men (R)

O espaco das transformagées lineares de U em V, tais que: dimU =n e dimV =m
é isomorfo ao espago das matrizes de ordem m X n com entradas reais, ou seja,
L (U;V) éisomorfo a My, xn, (R) e, denotamos por:
L(U;V) ~ My xn (R)
A fixacdo das bases B C U e 8°C V determina portanto uma transformacdo
o: L(U;V) — Myysn (R)

fr— ®(f)=[A]}, =M(f)

0
Demonstracao
Afirmacao 1: ® € linear
(D) @ (f1 + f2) = [A1 + Ao, = [A]f, + [A2l, = @ (f1) + @ (f2)
(i6) @ (A1) = MAu]g, = AlAu]g, = A2 (f).
Portanto, ® é linear.
|
Afirmacao 2: ¢ ¢ injetora
De fato, Ker (®) = {f € L(U;V) : & (f) =0}.
Vejamos ® (f) = [A]5, = M (f) =0,
como [f (u)]5, = [A]g, [u] 5 = 0, segue-se que:
f (u) =0, Vu € U. Consequentemente, vem: f = 0.
Logo, Ker (®) = {0}, ou ainda, ® é injetora.
|

Afirmacao 3: ¢ ¢ sobrejetora
VB € My, xn (R),3f € L(U; V), tal que:
®(f) =4l =M(f)=B

Consideremos f : U — V, tal que:
f(ur) =biivr +ba1va + ... + b1V,
[ (u2) = b1av1 + baova + ... + b2,

f (un) = blnvl + an’Ug +...+ bmnvm-
Entao, temos:

M(f)=| B' B> ... Bi ... B" =B.

mXxn
De sorte que: @ € sobrejetora.
Por conseguinte, obtemos:

L (U;V) é isomorfo a My, xn, (R).
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Corolario 4.1

Sejam U e V dois espagos vetoriais sobre R tais que:

dimU = n e dimV = m. Entdo, o espago L (U; V) tem dimensdo m.n

O
Demonstracao
Sejam [ e [3’, as bases respectivamente de U e V.
U-5V,®: L(U; V) — Myan (R), temos ento,
©(T) = [T)5, = dim L (U; V) = dim Mypz, (R) = m.n
|

4.5 Apéndice
Alfabeto Grego:

A « (alfa)
B 3 (beta)
I' v (gama)
A 0 (delta)
E € (epsilon)
Z ( (zeta)
H 7 (eta)

O 0 (teta)

I ¢ (iota)

K k (capa)
A )\ (lambda)
M p (mu)

N v (nu)

= € (ksi)

O o (omicron )
IT 7 (pi)

P p(10)

Y o (sigma)
T 7 (tal)

Y v (upsilon)
¢ o (fi)

X x (chi)

U ¢ (phi)
Q) w (omega)
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