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PREFACIO

Diversas vezes, os estudantes de dlgebra linear conseguem resolver as questdes iniciais dos livros
didaticos, entretanto se deparam com alguns exercicios mais elaborados, que ndo conseguem

solucionar. Isto ocorre desde os temas iniciais, como em temas mais aprofundados.

Tendo em vista que poucos materiais estdo disponiveis para os estudantes nesta situacao, foi escrito

este livro com o propésito de apresentar resolugdes de problemas n3o triviais de Algebra Linear.

Inicialmente, apresentamos a resolucdo de problemas em diversos niveis de compreensdo; tentando
colocar um Letramento Matematico de Mentalidade Crescente, Criativa e Flexivel em temas basicos
como matrizes, sistemas lineares até abordarmos temas ndo triviais como espago vetorial,
subespacos, soma direta de subespacos, base e dimensao, transformacgdes lineares, isomorfismos,
transformagdes do plano no plano, composicdes de transformacdes lineares, matrizes de

transformacdes lineares, autovalores e autovetores, dentre outros.

Vale a pena salientar que buscamos dentro do possivel, resolver os problemas com todos os passos,
detalhando os procedimentos de calculo. Em alguns casos, inclusive, fazendo comentdrios

matematicos sobre o que estd sendo realizado.

Assim, o texto foi desenvolvido para que o aluno possa estudar sozinho (ou em grupo), de forma
autéonoma e com seguranga, conferindo ndo apenas os resultados, mas todo o desenvolvimento légico

operacional.

Escrever um texto desta natureza demanda tempo e nos causa um certo cuidado adicional pela
equipe, pois se teme cometer os erros que ensinamos evitar. Por este motivo, sugestdes, correcdes,

comentarios, antecipadamente agradecemos, devem ser enviados para um dos enderecos:

cjs@poli.br
was@poli.br
galdino@poli.br

jornandesdias@poli.br

Recife, 8 de margo de 2023
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"Durante toda a sua vida, estudara o Universo; mas, desprezara sua mais clara mensagem: para criaturas tao

pequenas como nos, a vastidao so é suportdvel através do amor."
Carl Edward Sagan ( 1934 - 1996 )
"O tempo é a tardanca daquilo que se espera".

Ricardo Eliécer Neftali Reyes Basoalto ( 1904 - 1973), mais conhecido pelo seu pseudénimo e, mais

tarde, nome legal, Pablo Neruda.

APLICACOES EM MATEMATICA

O Matematico Babil6nio que vai ao ministério da corte pedir financiamento para sua pesquisa, O
ministro fica meio cético porque esse matemadtico estda estudando nimeros primos; ele acha muito
tedrico, que ndo serve para nada. O matematico tenta se justificar, daqui a 4.000 anos quando
inventarem a internet, a criptografia, o cartdo de crédito, os nimeros primos vai ser importantissimo.
Pode levar 4.000 anos para acontecer a aplicacdo: quem cria matematica por estética, ndo se preocupa

se na préxima semana, préximo més, se encontre aplicagGes, é assim que a Ciéncia Avanca.

PROBLEMAS RESOLVIDOS DE ALGEBRA LINEAR PENSANDO UM POUCO MAIS

r—y+z=1
S r4+y+z=3

2r+y—z=2

1. Escalone o sistema, dado por: y

Notagdes:

E] . E‘Q e Eg o -

sao as equacgdes
E'] — Eg—* ]Eig

( Lé-se: equacdo 1 menos a equacao 2 substituindo na equacao 2).

2E) — Eg— Eg

( Lé-se: duas vezes a equagdo 1 menos a equacao 3 substituindo na equacdo 3).

Solugao:

]E] —E‘g—‘- Eg = L}E] —Eg—‘- Eg

Considerando as operacgoes obtemos:



r—y+z=1 T— Y+ z =1 r H4z—y =1
r+y+z=3 — 0 -2y+0 =-2 = 0 +32—-3y =0

20 +y—z= 0 —3y+3z =10 0 40—-2y =-2

Portanto, o sistema esta na forma escalonada

r +z—vy =1

0 +32—3y =0

0 0-—2y =-2
Agora, se desejamos determinar a solugdo, basta substituir y=l=z=lex= l.
De sorte que: S = {(l L. lf] }é o conjunto solugdo do sistema dado.

“a,bec” ye
2. Que condicao deve impor-se a ' para que o sistema nas incégnitas'r'- ye “tenha
solucdo
r+2y—3z=a
2r+ 6y —11lz=15b
r—2y+Tz=c
Notagoes:
r 4
By, By e E5"550 as equacdes
II) _ L
2Ey By— By ( Lé-se: duas vezes a equacdo 1 menos a equacgao 2 substituindo na equacao 2).
E] —_— Eg—* ]Ei;i . - ~ . ~
( Lé-se: equacdo 1 menos a equacao 3 substituindo na equacao 3).
Solugao:
O, — —_ A
Considerando as operacdes 2B —Ey— Ey e By — Bg— EC",obtemos:
r+2y—3z=a r +2y— 3z =a
2r+b6y—1lz=>b = 0 —2y+5z =2a—0>
r—2y+Tz=c 0 4y—10z =a-—c

E]Eig + E3—> E

3
Desta forma, fazendo ¥ ,segue-se que:



Portanto, o sistema tem solucdo se, e somente se,
5a —2b—ec= 0.

L1

3. Escalone o sistema e discuta-o em funcdo do pardametro & .

T+ 2y— 3z = 4
3r—  y+ 2z = 2
4o+ y+ (a?—14)z = a+2

As variaveis sio- Y € £

By, E; e Eg s3o as equacgdes

¢ _ -+

3By — Eop— By ( Lé-se: trés vezes a equacdo 1 menos a equacado 2 substituindo na equacdo 2).
45, —

Ez— Es Lé-se: quatro vezes a equacao 1 menos a equacao 3 substituindo na equacdo 3)

E‘Q — E3—> ]E43

(Lé-se: a equacdo 1 menos a equacao 3 substituindo na equacédo 3)

Solugao:

Considerando as operacdes 3E; — Ey— Hy e 4B — Ez— Eaem-ge:

r+  2y— 3z = 4 r+ 2y— 3z = 4
3r— y+ 2z — 2 = 0 Ty— 14z = 10
do+ y+ (&®—14)z = a+2 0 Ty+ (2—-a%)z = ld—a
Agora, fazendo By — Eg— Bg obtemos:
r+ 2y— 37z = 4
0 Ty— 14z = 10

0 0+ (a®>—16)z = a—4

Assim,



(a+4)(a—4)z=a—4

Vale ressaltar que teremos trés casos a analisar.

10caso: @ = —4:0.2 = =8 =4 Gistema é impossivel.
20 caso: @=4:02=0=Ty—ldz=10 .., para cada y teremos um valor de
__ Ty=10

4 Neste caso, o sistema é compativel e indeterminado.

a*dea#—4:z= a—4. 1

(a+4)(a—4)  a+4 Neste caso, o sistema é compativel e

3° Caso:
determinado: solugdo Unica.

Ly 33

4. Escalone o sistema e discuta-o em funcao do parametro

r+ 2y+ kz = 1
{ 22+ ky+ 8z = 3
Solugao:
Com efeito, fazendo a operacao ZEI o [Eg—> Ez,obtemos:
{:c—l— 2y+kz=L:{m— 2y+ kz = 1
20+ ky+ 8z = 3 — (k—4)y+ 2(k—4)z = —1
assim teremos dois casos a considerear € —4=0o0u k —4 0
1° Caso: k=4: Oy +0z=-1 Neste caso, o sistema é impossivel. ( incompativel )
2° Caso: k % 4yt 2z = ﬁ. Desta forma, o sistema é compativel e indeterminado.

5. (”Calcule AER de modo que: p (}‘) = det(A — All;) = 0

,onde:
1 0 5
A=10 3 1
0 0 -2

Solugao:



“'} Com efeito, temos:

1 —A 0 5
A — Mz = 0 3—A 1
0 0 —2— A
Dai, vem:
A=1ou
p(A) =det(A —A3)=(L—-A).(3=X).(—2—A)=0= ¢ A=3ou
A= -2

(Posteriormente, estes A serso chamados de autovalores ou valores caracteristicos gue estarao
associados aos seus respectivos autovetores ou vetores caracteristicos que sdo as solu¢des ndo-nulas

dos sistemas homogéneos).

Observagao:

(4)

Notagao:

i
| | @iz = @11.G99 - - . Opn,

=1

- . . t=latér1=n
Produtdrio de aﬂ, variando de

(B) Se A =(a;;) € M, (R), tal que: a;; = 0,

=3,
!

= J € chamada matriz triangular
superior. Neste caso,

s

det (A) = H Qi; = Q11-Q22 - - - Qpp,

1=1

dito de outra forma, o determinante da matriz triangular superior é igual ao produto dos elementos

da diagonal principal.
i)

5. ( “Use o resultado do item anterior, para obter as solugdes ndao-nulas do sistema homogéneo

(A — A3)X =0.



R
(HJ Para obter as solu¢bes ndo-nulas do sistema homogéneo
(A — A)X =0,

gue corresponde aos autovetores associados aos autovalores obtidos no item anterior, teremos trés

casos a considerar, a saber:

1°Caso: A = 1

00 3 T 0 oz = 0 y=~0

0 2 1 y|=10|= 2y 4z = 0 = e

0 0 —3 Z 0 —3z = U z=0
Logo, Y1 = (z, 0, U) = I(LU--U:]-- com z # U¢ um autovetor associado ao autovalor
A= l, isto é, o espaco solucdo S é dada por:

S1={(2,0,0)eR>zcRexz+#0} =[(1,00)],

isto é, (1,0,0) gera S Significa que qualquer solug¢ao ndao-nula é multiplo escalar do vetor (1,0,0),
2° Caso: A=3
-2 0 25 T 0 —2z+ + 5z = 0 =10
0o 0 1 y|=10|= z = 0 = e
0 0 -5 z 0 — 2z = 0 z=10
Logo, v = (Usy;[}‘] - y(ﬂ___ 1, U)com Y ?é 0 € um autovetor associado ao autovalor A= :;,ou
ainda, a solucdo é dada por:
. ' 3., . 1 1 . -
S:=1{(0,y,0)eRycRey#0} =[(0,1,0)], ouseja, (0, 1,0) gera S
3°Caso: A 2
3 0 5 x 0 r=—2z
- 3z +5z =10 3
0 5 1 y|=|0|= 5y 42 —0 — e
000]]|z 0 y e 2=z



ou seja,

S={t+3, 26+ A +2}deP;(R) & LI

6. Para que valores de AeR o conjunto

(Linearmente independente) ? e L-D. ( Linearmente dependente )? Refazendo a questdo de uma

outra forma: Dada a equagao:

a(t+3)+b(2t+N+2)=0t+0

Determine , para que o sistema homogéneo s6 admita a solucdo trivial ( solucdo nula), assim
o L. . P ~

SeéLlL. Caso contrario, ¥ sera L.D. (teremos infinitas solugdes )

Solugao:

Com efeito,

a(t+3)+b(2%+X+2) = 0t+0—=
(a+20)t+ [3a+b(N +2)] = 0t+0
Dai, obtemos:
a+2b=0 TR a+2b=0
{:;a.+b{}.2+2)=[} — {U+(4—fjb=0.

Assim,



A#F 2 =—=>b=0= a=10

1° Caso: . Neste caso, o sistema sé admite solugdo trivial ou
Q:.:‘\i #

nula. Logo, ~ € L1

2° Caso: A = 2 = 0.b = U, voltamos para equacdo anterior & +2b = U Neste caso, o

SeLD

sistema admite infinitas solugdes. Logo,

a+20=10

3° Caso: A=-2=0b=0 voltando a equagao . Analogamente, o sistema

admite infinitas solugdes. Logo, SeLD

7. Seja’ 5= {Eh? m}para todo zeR Dada a equagao:
A €% 4+ \pe®® = 0.

Prove que: A=A =0

Prova:

Dada a equacao

Ae™ 4 Xe®® =0, (I)
muttiplicando (1) por € 7 > 0, VZ ER (s
AL+ Age™ = 0. (IT)
Agora, derivando em relacio a (eF7) = Kef™] vem:
04+ 30 =0= A\, =0 (IIT)

I11),_(II)

Assim, substituindo ( ,Segue-se que:

Ou ainda,



De sorte que: * é linearmente independente.

Observagao:

=i

Seja

derivadas continuas.
Wronskiano é dado pela determinante da matriz, a saber:

i

: : 0¥z e (a B).
N # 0, (o, 8) .

Wy, 1) =‘

onde ¥ 1 © ¥ 2 50 as derivadas de 12 ordem das funcdes g {I} > Y2 {:I?} .

Fato:

W [y1, 2] # 0,V € (o, 3) = S ¢ LI
L-I-( linearmente independente ).
w Yi,y2) =0 nada se pode concluir.

Generalizando

Seja S = {yl I::r:}] » Y2 (I»] 21 Yn (J:]I} O Wronskiano, é dado por:
h Y2 - Yn
Y Y - Yn
Wiy, ys, oyl =| T T
(n—1 (n—1) (n—1) |
A S 7
Fato:

é LT ( Linearmente independente )

S = {yi(2),y2 ()}, onde y, (z) ,y2(x) € C (a,5), ou seja, y (z),y: (x)

tem



AT [y, —
Ressaltamos que se W [yj Y2, -, y“] U,nada se pode concluir, a titulo

o _ [..3 3 o
8. Considere = {:c 3k } para todo ¥ # 0 tem-se: no entanto, = © L1
Solugao:
2| = x>0
—x.x <0
De fato, por defini¢ao, sendo # 0 tem-se:: Agora, dada a equacio:
3 3
Mz 4+ A |z|" =0
1° Caso: z>0:

3 3 _ Ty _
AT+ 202" = (A +Ag) 2" =0= A1 + A =0 e, procedendo de forma analoga,

temos:

2° Caso: o
)’k]&”ﬁg—z."tgiI'S:U;"' (A[—)‘.g]&“s:U;“ ;"1[—/"‘.3=U

Decorre dos casos (1) e (2) que:
)‘.j + }ng =0
{ N _g = M=Xh=0

o
Como o sistema sé admite a solugdo trivial ( solucdo nula ) segue-se que: = € LI

—

9. Prove que é Linearmente independente, para todo:llj " Prova: Basta

L re R,
mostrar que o wonskiano é n3o nulo para todo Vejamos



b w o hiten € €
Wy, ys] = W[e™, e = 22 5eg’*
1 1
2z bx iz = ‘
= e e o 5| =€ (L.5—21)
= 3" #0VreR

Logo' G é .L'[ )

S — {E:c Eﬁ’m_ E‘El.r}

10. Prove que: é linearmente independente.

Prova:

PROBLEMAS RESOLVIDOS DE ALGEBRA LINEAR

Por definicdo de wonskiano, temos:

R - 1 1 1
W e*. ™ ] = | e® 3e™ 09e¥ |=e"e™e” |1 3 9
e* 9e* 8le% 1 32 ¢?

= e%(9-3).(9-1).(3-1)#0 ¥z R

o x 3 9x a4
Portanto, - {E €7, € }E L'[.

Observacgao:

Matriz de Vandermond ou das Poténcias:

1 1 1
A = b ¢
a? ¥ &2
Um exemplo para ilustrar é: o determinante desta matriz é descrito por:
1 1 1
a b ¢ |=(c—b) (c—a) (b—a)
a? b

S ={cos (kz) ,sin (kz)}

11. Mostre que: é linearmente indenepdnete L'I,desde que k+#0,

Prova:



Por definicdo de wonskiano, temos:

| cos(kx)  sin(kz) |
| —ksin(kz) kcos(kx) |
k [msg (kz) + sin’ (It:c:]]

W [cos (kz) ,sin (kz)]

— k40VzcR

De sorte que: S é L-I.

Observacgao:

AB,

A} Cada elemento da matriz produto é descrito por:

(AB]U = Z .f-)l.mBaj = f-)lﬂB[j + _Aing_f + ...+ A;,,:RBHJ_

(B) O produto de matrizes generaliza o produto interno ou escalar, com efeito, escolhamos

n
\ Ya
uv = (u,v)= ( Ty Ty ... Ty ). )
y‘rl
i
= Y1 +TaY2 + ... T Tnln = Z L;Y;
j=1
12. Prove que:
(AB)" = BTAT.
Prova:
De fato,

(AB); = (AB),, = ) AsBa; = ZIBT AL = (BTAT) .
a=1



De sorte que:
(AB)" = BTAT.

P € M, (R)

¥

13. Sejam .Mostre que:
3 T
(a,]Se A é simétrica, entdo, P Apé simétrica.

! T
”)»]Se A € anti-simétrica, entdo, PTAP € anti-simétrica.

! . N T _ . v _ T
(a,] Com efeito, A simétrica, entao, temos: AT =A Agora, seja X =P AP falta mostrar que:

XT=X,

De fato,
. T L T -
XT — (PTAP)" =PTAT (PT)" = PTAP = X
Logo, X é simétrica.
} T
'[E?,] Se A € anti-simétrica, entdo, P M,é anti-simétrica.
Prova:
\ T _ - _ oT
|[E)f]Com efeito, A é anti-simétrica, entdo, temos: AT = _ﬁ}“..Agora, seja X =P'AP
XT=_X
..queremos mostrar que: - A
De fato,

X7 = (PTAP)" = PTAT (P7)" =P7 (-A)P = —X.

Logo, X é anti-simétrica.

14. Seja In amatriz ¥~ T n =1

al que todas as entradas sdo 1: Mostre que se entdo, temos:

1
n—1

{H_Jn:]_l = I— =]I'rl-




Prova:

;Uz=nq]-n.-. :[J-r.;:z.l]n'EHE:I[

Com efeito, ™ .Basta mostrar que:

1
(H _Jnj ' (I—m;ﬂu-) =1L

Defato,
1 , 1 1
{H _Jnj ) (H_ . l]rl-) - I +T1 . lJn - . lIJu .]Iu]:
1 1
= I+ — lnn]]'n. — l.]]-'rl _=]]-11
1
= I+ n — 41 n
il e g
T T
== I+n_lJn_n_1v]]n:I
Portanto,
. 1
I-J,) "' =1- J..
(T=1J.) n— L]
15. Sejam “é}*i B e R'f['fllizm}.Se‘f%*"" Be ﬁlforem invertiveis, entdo, mostre que

(A+B)'=A"' (I, +BA™H) ™.
Fatos que ajudam:
(i) (AB)™' =B~1A™!
(27) [,A=A
(d3i) A7'A =T,
Prova:

Basta notar que:



A (I, +BA™)" = [(I,+BA™') A]”

—1

= [LLA4+B(A'A)]

= (A+B)™!
Observagao:

Dizemos que uma matriz A€M, '[R} é ortogonal, quando:
Al =AT

A

€ uma matriz ortogonal, isto é,

AT=AT = AAT=T1_

senfl  cos@

A, — {0059 —senf

16. Seja ].Entéo, verifique se: Ay é ortogonal.

Solugdo:

Queremos mostrar que ﬂé uma matriz ortogonal, isto é,

efeito,

Ao = senf cos#

Segue-se dai que:

r
Aoty = senfl  cosf

cos? B + sen’f
senb cos @ — cosBsenb

10
| 1]212

Portanto,

[ cosfl —senf ] AT [ cos @

—senf cosf

[ cos@ —sem‘?] [ cos senf

|

1

senb
—senf cos@

cos Bsenfl — senf cos b
sen’f + cos? 6

ATT=AT — AAT =1

|

1, Com



Ag AT =1, = A1 = AT

A

Ou ainda, “*# é ortogonal.

17. Seja A €M, (R:], tal que: A

é ortogonal. Entdo, prove que:

|Az|| = ||| z € R"

(Az, Ay) = (z,y)

, para qualquer conclua dai que:

i _ t _
A¢ ortogonal, isto ¢, AA" = A'A =1
Solugao:

. A . | n
Considere a base candnica & de R

a={(1,0_.,0),  ..(00 . ,01)

}. Assim, temos:

u= (), 2y .. 2,)=x(1,0, ... 00+ . . +2,(00, .

r

Desta forma, a matriz de coordenadas do vetor u na base canonica é dada por:

()

T nxl i ! T2
['H._ eR ;II=[ L1 &2 Ln )]a:u
" nel Tn
T
dr=zl4ai4---4+ 22 Z::t:fz |z -
i=1
Dai, vem:
Az = (Az)f (Az) = 2 (A*A)z = 2’z = |||
Logo,
|Az|| = |||

Decorre do delineado acima que:



AG@-yI” = lle-yl’

2 c 3 2 2 c 2
1Az|” =2 (Az, Ay) + [Ay]]" = llz]" =2(z.9) + [y

De sorte que:

(Az, Ay) = (z,y)

1 0
18. Seja - .Ache uma matriz invertivel [P, tal que:
1 0
-1 .
P~IAP = [ 0 1 ]

Solugdo:

1 0

b
[P:(a )e(PP—1)(M):Pl 1 .
Seja ¢ d 0 -1 .Como PP~ =1, segue-se dai que:

1 0
ﬁ}.IE":P[U _1]

Agora, substituindo P obtemos:
1 0 a b _ a b 1 0
6 -1 ) \ecd) = \ea)\o-1)—
a b B a —b
ba—c 6b—d o c —d |-
Dai, vem:
a=a, b=-b
ba —c=cebb—-—d=—d

a=a, b= —b a=a, b=0
ba—c=cebb—d=—d - c=23aed=d



Logo, a matriz P de forma geral com tle d ndo-nulos é dada por:

a 0
P:(Ha a’)" com a,d 0.

Em particular, para obter uma matriz invertivel [P, basta escolher valores para @ e d, por exemplo,

a=led=1
1 0
P=(3 L)'

., ‘ »
19. {E']Seja A € M,(R) ,tal que: A% = U.Entéo, calcule: (I — A) _

, obtemos:

(22) pago A € M, (R]"tal que: A% —2A 430, = 0. obter A"
Solugao:
“} Seia Ac I%(RJ A’

Jtal que: = D. . Entdo, temos:

F-A’=F=I

F—A"=(I—A)(I2+IA+A%) = (I—A)(I+A+A?)

Como segue-se dai que:

I-A)(I+A+AY) =1L
De sorte que:

(I—A)'=I1+A+A2
e também

(I+A+A) " =TI—A

(22) Lembrando da defini¢do:



X =YY"

XY =YX=] = ou

Yl=X

3 ¢ r
Dado AeM, (Rj,tal que: AY —2A43L1, = 0. Entdo, tem-se:

A% _2A43T,

Portanto,

ATl =

20. Seja Ac I:"""][?f!-(E,],entéo, prove que:

“'} 5="> é simétrica;
2 é anti-simétrica;

(222) conclua dai que

das matrizes anti-simétricas;
(iv) SN A= {0}

Prova:

(2) T=5
Queremos mostrar que: - -

De fato,

0 = 2A — A =31,

. 24 : A3 _1
ol — A?
— ﬁ}._% =[,.
L,
3 (21— A?).

MIH{RJ =5+ A,onde S € 0 espacgo das matrizes simétricas e A 0 espago




Logo, S é simétrica.
(”} Procedendo de forma analoga, temos:

»  (A—ATY"  AT_(AT)T

“©o7 2 2
T
AT—A (A —AT)
- T2 T T a2 T %
De sorte que: @ é anti-simétrica.
(.E'H*]Prova:
VA € M”(R), tem-se:
. A+ AT LA AT
ST T 2
; T
ataT . (a-aT)
— — = 5 = Se—=aqa = ,
Como 2 2 ,segue-se dai que:
M,(R) =S+ A
(t2v) SNA= {U}
Prova:
E e e -
Com efeito, seja KesSnA ent3o, temos:ﬁ cSeKe -‘""1‘..
Ora,
Kes K=K
e = e — N =-K=— K =0
KeA KT =K
Portanto, SNA= {U}

'IA} Posteriormente voltaremos ao tema ( soma direta de subespacos ), quando isto ocorre:



M,(R) =S+ AeSNA={0}.
Diremos que a soma é direta, denotaremos por:

M,(R) =S¢ A

(B) A € M,(R)

P ~ e [ . . .
Toda matriz se decompoe como soma de simétrica B — 9 e anti- simetrica

CEAouseja,A:B_C,onde:BT:BECT:_C

A=B+C A=B+C A4+ AT = (B+BT) + (C+C7)
e — L= - e
AT = (B+O)F. AT =BT 4 T A—AT=(B-BT)+(Cc-0C7)
Portanto,
A+ AT =B+ BT =2B B =447
e —— e
A—AT=(C-CT)=2C O =227

cosl —senf

Ao = l senfl  cos# }
21. Seja ' ) .Entdo, verifique se:

I[E) Ag-Ag= ﬁl(g+_3j ('ii:] 151{_9;, = Igﬁ.gl
o\ a1l AT a2 | cos(28) —sen(26)
(222) Ay = A (tv) Ay = [ sen(20) cos(20) |

Prova:

|{'E')Basta multiplicar as matrizes e usar as identidades trigonométricas para se obter:

[ cos —senl

Ao Ay = i

senfl cosf@ senfd cos(3

cos 3 —senld ]

cosfcos 3 — senflsen — (senbcos 3 + sen cosf)
senb cos 3 4 senBcosl cos @ cos [ — senfsen(
B cos (0 +3) —sen(f+5) _

| sen(8+8) cos(8+03) | Me+P)




I['ii) ﬁl[_g] = ﬁ}ig_l

Com efeito, fazendo .3 = —g,no item anterior, obtemos:

cosl) —senl 1 0
Be ﬁh':_g} - A[E_EJ - ﬁm} - [ senl cos0 ] - [ 0 1 ] = L.

Portanto,
ﬁl{_gj = ﬁﬁ.ﬂ_l_
(ii) Ag' = A} «—= Ay AT =1,

De fato,

A, AT — [ cosf —senf cosfl  senf
6520 = | senfl  cosf || —senfl cos#
B [ cos? 0 + sen?6 cos fsenf — senf cosf
B | senfl cos @ — cos fsenf sen’f + cos? 0
1 0
~lo1 ] =L

De sorte que:

S\ oaz_ | cos(20) —sen(26)
() Ap = [ sen(20) cos(26)
Basta notar que: no item'{'i),tomando-se B = Q' vem:

cos (20) —sen(2)

1515 = Ag - Ay = Ay = Ag) = [ sen (20)  cos (20)

€ g ([—a,al])

,entao, prove que:



(1) Hy (z) = {212

2 é par;
. _f(—z)
'I'E-E} Hs {I} - [ zﬂ = é impar;

“’”J Conclua dai que "3 (-—ﬂ‘*-. a-}' =U+W onde U é o subespaco das funcdes pares e Wo

suespaco das fungbes impares;

(iv) UNW = {0}.

(v)

A soma é direta, ou seja,

§([~a.a))=Ua W
Prova:

H(z)=H,(—=x)

'['3') Queremos mostrar que:

De fato,

Hl (—:{:]I _ .f (_3:']‘;_} [:JE:] _ f (Ij_:f {_‘f,] _ H] (:J.’,‘] i Yo [_a_. a]_

— il

Logo, H, é uma funcdo par.

(M) Procedendo de forma analoga, temos:

I

Hy(—z) = f(z2) —f (=) [f (x) —f (==)] —H, (x),

im

vr € [—a, al.

L=

H,

De sorte que: é uma fung¢ao impar.

'['3-33,] Prova:

vfe §([—a,al)

,tem-se:




f@)+(=2) — H,(z) €U e w =H,(z) e W

Como 2 ,segue-se dai que:

§([—a,a])=U+W.

(iv) UNW = {0}.

Prova:
Com efeito, seja KeUn l'1v,ent50, temos: L e Ue K € W
Ora,
KeU K(z)=K(—=z)
e — e — K(z)=-K(z) = K=0
KeW —K(z)=K(-zx).
Portanto, Unw ={0}.

Posteriormente voltaremos ao tema ( soma direta de subespacos ), quando:
F([—a,a))=U+W eUNW = {0}.
Diremos que a soma é direta, denotaremos por:
§([—a,al)=UcW

A=A

23. Uma matriz A é idempotente se

A =

'{a,] Mostre que: Se A é idempontente, entdo, ou ou & n3o é invertivel,

AB=AeBA=D

|[‘]:)',]Mostre que: Se ,entao, A e B sz idempotentes..

Prova:

(a) A

Com efeito, “* é idempontente, entao por definicdo temos:

A=A

A

Agora, se admitirmos €= invertivel, obtemos:



ATAT— AT A= (ATTA) A=T— A=T

A

Caso contrario, “= é ndo invertivel.

AB = A
(b) De fato, e =— A(BA)=A—> (AB)A=A—> AA=A
BA =B
Logo, ﬁé idempotente.
AB = A
e = B(AB)=B= (BA)B=B=—BB =B
BA =D

Analogamente, temos:

Portanto, Be idempotente.

AeM,(R)

24. Seja "nilpotente de indice .Prove que A ndo € invertivel.
Prova:
Antes de passar a demonstrarmos, revisitemos o método de reduc¢do ao absurdo: Queremos mostrar

que:

p==49q

O método consiste em negar a tese e manter a hipdtese: chegando assim, a uma contradicdo.A
contradicdo ( ou absurdo!) foi gerada pelo fator de negar a tese. Logo, a tese é verdadeira. Em

linguagem simbdlica, temos:

~qgAp :'Contradigéo, logo, ~ (~ tﬂ - IE;Fé verdadeiro. Agora, deixemos de prosopopéia e

passemaos a prova:

se A € M, (R) AT =10 A£0

nilpotente de indice ™..Por defini¢do, temos: ,, com

AATI=ATIA =T

Assim,



(AA™H)" = (ATTA)" =T =I

n vezes

— (AA7Y) (AA7Y) . (AATY) =

= A"(ATY)' =0 (AT =I=1=
Absurdo! Visto que admitimos A invertivel.

A

Portanto, “* é n3do invertivel.

ay >l __ ATY"
— T ,
25. Provar por inducdo finita sobre ™ que: I: } ( ) e A=A Dai, segue-se que:

(Am)T = A"

,vamos mostrar!
Prova:

De fato,

(2)

Para ' = 2 tem-se:
(A2)" = (AA)T = ATAT — AA = A?

- nyl __ ) 11
'IH} Suponha valido para n, , isto é, (ﬁ } =A , entdo, queremos mostrar para Tt T 1

(_ﬁlﬂ_‘_l)jﬂ _ Aﬂ,—] _

Vejamos
(A™1)T = (AmA)T = AT (A")T = AA™ = A",
A e, (R
26. Se n ), tal que: A ¢ simétrica. Entdo, mostre que:
n

Y A =T+A+. . +A"

j=0
é simétrica.

Prova:



= M, (Ey,tal que: lrs'}*é simétrica, entdo, por definicdo, tem-se:
A=AT
Qeremos provar que:
T
ST=) A =I+A+. . +A"=5
j=0

(AT = (AT)"

Inicialmente, pela questdo anterior temos:

T T T _ n
A = A" Daj, segue-se que: (A")" = A

De fato,
(2) Para @ = 2 tem-se:
(%) = (AA)T = ATAT = AA = A?

AT = A"

22 . . , o 4
( ) Suponha vélido para 72, isto é, ( ,entdo, queremos mostrar para ! 1

(A‘u+l‘)T — ﬁn_]_
Vejamos

(A™1)" = (AmA)T = AT (A™)T = AA™ = A"

Consequentemente, obtemos:

Dito de outro modo, ** é uma matriz simétrica.



. T L
27. Mostre que: (AB)" = IBTAT.

Prova:

De fato,

(AB); = (AB);; ZAm of ZIBTA. = (BTAT) .

De sorte que:
(AB)" —BTAT
28. Mostre que:
(fs}i] A -ﬁﬁﬂ}T = ﬁli'ﬁlil—l} " 'A‘;AT.

Generalizado!
Prova:
( Prove usando inducdo finita sobre n)

E facil ver que:
|I'E'}Para n = Ztemos:
" T [}
(A.Ay)T = AT AT
( Caso anterior)
(-3'_3') - .
Suponha valido para n, ou seja,
T T T T 5T

(la;'.\] ..A'}.'.g P .ﬁ'}.‘.ﬂ) - ﬁl?l .ﬁl{ﬂ_l} .- .A'}.'.g ..ﬁ‘ﬂ'.] -

( Hipotese de inducdo)

n—l—l.

Entdo, falta mostrar para

Basta notar que:



VT T T T T
(A Ay AL Anyy) = A{M”.(ﬁl.ﬁg...ﬁhn} =A) AL

Logo,

(A Ay AL Anyy) =A

29. Mostre que se & é qualquer vetor-coluna ndo-nulo de

por:

é ortogonal e também simétrica.

Definicdo: Dizemos que uma matriz

ATl = i%.T_

Queremos provar que:

'I'E'} A yma matriz simétrica, isto é,

'[”) A ¢ uma matriz ortogonal, isto é,

Prova:

“'} Com efeito,

hipdtese de inducio
M

3T

n

2 .
A‘; = ]:ﬂ. - Q‘FE:’HT
|l
A = F‘*']In. (R}e ortogonal, quando:
A= ﬁ'}aT_

ﬁ}_.._] — _gc-;,‘T _— _if‘l..g‘:';T = ]:'i‘l_

I

5 ba

=243+ 4tz

hipdtese de indugdo

T T T T
{71+ljl"§‘\*n - - '15}‘2 'A‘l -

, entao a matriz

A

T 4T
A AT .

A e M, (R) dada



AT = (I[Tl - —

= I,— — [::ET)TJJT=ILR—
[

A

Logo, £® é uma matriz simétrica.

gq T__
(”) A priori, como A=A tem-se:

l’J I:.

AAT — Aa=(L -2 227) (1 — 2 227
2 2
||| ||

4 4 .

= I,— zzT + (zzT) . (z27)
l]* |z|*
4 4

= I, — zzT + z(zT.z) 2T
l=]* | z]* (=" 2)
4 4

= [, — zxt + z (2T x) 2T
l=]* | z]* (=" 2)
4 4

= I, — ezl + ——xzf =1,

2 2

|l ||

De sorte que: A ¢ uma matriz ortogonal

30. |Ia)Sejam @1, A3 © A3 b ameros reais positivos. Prove que:
. 1 1 1
(ﬂ-|+ﬂ_g—|—&3f]. —+—+—1 =9
i a Gz
Generalize.

'{b,] Sejam aj € R ( corpo ordenado completo ); com®j ~ ﬂ,para todo J = L2 ' Mostre

que:

e 1 )
(ay+ .. +ay) |[—+. . +— ) =2n

Prova:



Ndo faremos o caso particular ( Fica como exercicio!)

19

(b»] Sejama'j = R,com aj = 0 para todo J » =2 - -5 1 ent3o, facamos por simplicidade

Além disso, veja que resultados lindos e elegantes, usando a norma euclidiana e o produto interno

usual, temos:

lul] = Vai+.. . +a, =

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos o belissimo resultado:

| 1 [1 1
n=|Y Joj—|<Var+.. . tany/—+. .. +—,
_;:Zl ] v & \ (1q

Qpn

e, portanto, elevando-se ao quadrado, ambos os membos da desigualdade, vem:

1 1
-n?i;(aJ—I—...—l—an].(——...——)_

Xy Uy

A={ueR%|u| =1} B={ueckR?%|u|, =1}

31.Esboce os grafico de e

C ={ucR% |l =1} onde: * = (I"y:]--

Observagdo: Algumas normas:

ull = V& F P

( norma euclidiana),

|f|, = || + 3] = max{|z|,

( norma da soma ) e |u| oo |yl}( norma do maximo ou

supremo)



—1

p(A) =det(A — Al;) =0

7 o
32:“}Calcule A e R, de modo que: ,onde:

1 0 5
A=10 3 1
0 0 -2

(”) Use o resultado do item anterior, para obter as solugdes nao-nulas do sistema homogéneo

(A — A)X =0.
Solugao:
“) Com efeito, temos:
1—A 0 5}
A =AMy = 0 3—A 1
0 0 —2— A

Dai, vem:



pl[;"n) = dET(ﬁA— ;"n]];z] = (l — }.] . (3 — /"'.] . (—2 — ;"L) =0= A =3 ou

( Posteriormente, estes A serdo chamados de autovalores ou valores caracteristicos que estarao
associados aos seus respectivos autovetores ou vetores caracteristicos que sao as solugdes nao-nulas

dos sistemas homogéneos).

Observagao:

(4)

Notacgao:

Produtério de &, variandode ¢! = 1l até 1 =n

B) Se A =(a;;) € M, (). =0 1=7
(5) (a;) » (R). tal que: %% 0,2° J ¢ chamada matriz triangular superior.
Neste caso,

n

det (A) = H Qi; = Q11-Q22 - - . Qpp,

i=1
dito de outra forma, o determinante da matriz triangular superior é igual ao produto dos elementos

da diagonal principal.
('”) Para obter as solu¢bes ndao-nulas do sistema homogéneo
(A — AL)X =0,

gue corresponde aos autovetores associados aos autovalores obtidos no item anterior, teremos trés

casos a considerar, a saber:

1° Caso: A=1



0 0 5 T 0 oz = 0 y=20

0 2 1 y|=10|= 2y 4z = 0 = e

00 =3 z 0 —3z = 0 z=10
Logo, v = (2,0, U:] =z (L0, D:],com x # 0 ¢ um autovetor associado ao autovalor‘Jll - l,

*'1 é dada por:

§1={(2,0,0)eR%zcRez+#0} =[(1,0,0)]

isto &, (1: 0, U)gera M1 .Significa que qualquer solu¢do nao-nula é multiplo escalar do vetor (1,0,0),
2° Caso: A=3
-2 0 5 T 0 —2x+ + 5z = 0 =10
0 0 1 y | =10|= z = 0 = e
0 0 -5 z 0 — 2z = U z=0

Logo, Y1 = 0.y, U) =Y (U'- L U),com y#0 é um autovetor associado ao autovalor A = 3,ou

ainda, a solucdo é dada por:

So=1{(0,y,0) eR%ycRey+#0} =[(0,1,0)],

o

ou seja, (0; 1; 0) gera 2.

3°Caso: A= =2
305 T 0 ‘ r= =2z
0 35 1 y|=]|0|= — e _
5y +z = —1
0 0 0 Z 0 z= =2z
—5 . —1 —5 —1 1)
==z —z)=z|=.—.1
Logo, ( 3 v ) ( 37 5 J,com z#0éum autovetor, ou ainda, a solugdo é
dada por:

-5 -1 -5 -1
e — > _— - 3" 7 — _
ug—{,{(:;tajl)&R.IZERE/J%U} [(if})]



—5 —1
= S

o (B30 0 S
ouseja, + 27 3 7 Jgera *.

A BeM,(

33. Ndo existem matrizes Re] ,2tais que:

AB—-BA=1

Prova:

tr(AB—BA)=tr(I)=n

Suponha valido, entdo, usando o traco da matriz identidade, vem:

Por outro lado, tem-se:
k2 bz L T
tr(AB) =) ) AwBai=)» Y BaiAi =tr(BA).
i=1 a=1 a=1 i=1

Assim,
tr (AB) — tr (BA) =0<=tr(AB —BA) =tr(I) =0.
neNen>2

Absurdo! Visto que

Portanto, tais matrizes ndo existem satisfazendo
AB - BA=1T

34, (2) Seja ﬂ'fuma matriz invertivel ,prove que:

eMTAM _ Ar—leAN

Prova:
Com efeito,
~a 1 42 An
A —_— —_— = _ _ _
e _ZJ' =I+A+r+  +—+
=0 '
entao,
. oo. M —]_ M J _--'_l_'ﬂ: 2 i"_]_ M n
pertav NN MTAMY g gy M AMT (AN
2! n!



(M™'AM) = M~ AI M

( E facil ver por indugdo finita sobre 1 ),segue-se que:

. M-TAM)? M-1AM)"
eMTTAM ;w—lmum—]_,q_-wﬂ — ) —...—( ' ) 1
) VA
/—12 .f-)ln
= M (I+A+‘ —...——+.._)M
21 n!
o _AJ
_ A 4—1 AF _ af—1_An.
- M (Z;?) M= M"1e*M.
JI:

(A+B)t _ _At _Bt , _
€ F=eMe, V= A comuta comB com A, BeM, {R]

Prova:

1 (A+Bt At Bt
(=) Se e #T5N = et ¢ ,entdo, derivando ambos os lados, temos:
(/—1 N B} E{.~1+B}f — AEAJ:_EB:: 4 BEAt.EBt.
Agora, derivando novamente e fazendo t = U-,obtemos:
(4 4 B]E E{.—I—EJf — AEEAt_EBt 4+ ABE.—H_EBE 4+ B,f-)lE"_u_E‘Bt e BEEA::_EBt_
Logo,
(A+ B)> = A4+ 24B + B> «— AB = BA.
(&) Se AB = BA'.entéo, é facil ver que:

J‘_Ix’ (t] — E-H'E.Ef

satisfaz ao problema de valor inicial (p.‘r".])



X(t)=(A+B)X (1)
X (0)=1.

(Verifique!). Entao, pela unicidade da solugdao temos:
X (t) — E{.-I+B}t_
De sorte que:
el A+B)t _ et eBt vt

Observagao:

A#0el0<k=<n

. Ak _
Se A é nilpotente de indice k temos: A*=0 com’

Ay O 0 eMt () 0
0 : 0 :
A= T = ¢t = T
: 0 - 0
0 0 A, 0 0 elnt
4 o= A .y A? An
€ =z;‘! iAo T
j=0

Todos estes fatos bdsicos serdo de fundamental importancia para a Forma Canoénica de Jordan.

35.

Seja Qlélgebra das matrizes quadradas sobre um corpo ordenado completo K e seja P uma matriz

/ —1 —
invertivel em ' Mostre qgue a transformacao A - P --A-P,onde"q €A P é um

. . , g .
isomorfismo de algebra A em si mesma.

Antes porém um esclarecimento: Podemos considerar o corpo ordenado completo K=R ( Corpo

ordenado completo dos niumeros reais ):

Prova:

Seja ¥ A — A

. _ p-1 A
definida por * (A) P 'A'P,vamos determinar o nucleo de 7 a saber:



Ker (o) ={4 € A;p(Ag) = 0}.

Vejamos
w(4y) = P ' A P=0= (PP') 4 P=P0
— [Ag (PP ') =0P"'= A =0
Portanto,
Ker (¢) = {0} == ¢4 injetora.

Agora, mostrar que *é sobrejetora. por definicio, temos:
¥B cIm(p);3AcA:A=PBP!
Calculos Auxiliares:
¢(A) = P'AP=B<«= (PP')AP=PB
&~ A (PP ')=PBP'e A=PBP"
Assim.
0(4)=¢(PBP')=P ' (PBP ') P=(P'P)B(P'P)=B

Im (p) =2A @

Dito de outro modo, ’ouseja, T ésobrejetora.

Py

Logo, ¥ é bijetora e finalmente, mostremos que:

(E} }.]._ }ug = I‘Lr: \‘Ff_"-)l]._ fjlj (=

tem-se:
H:(}‘lq] + }Lg.’qﬂ = P_l. ()&]A[ - )';2.’42} P
— A (P7UALP) 4 ) (P A, P)

= M (A1) + X (As).



(i) VA, Ay € 2

temos:

-}?(.41“42] = P_l_(_41_,42:]_P
= (P14, P) (P ' A, P)

= (A1) p(As).

De sorte que: # & um isomorfimos.
36. Prove que:

(2) a0=0 (i2) 0u=0 (2i1) au=0=a=0ouu=0
Demonstragao:

'I'E') Com efeito,

al=al04+0
e
al=a(0+0)=al0+al,
entao, temos:
al+al=al0+0= al=0

(22) E facil ver que:

Ou=0u+0
e
Du=(0+0)u=0u+0u

e, portanto,
Ou+lu=0u+0.
Ou ainda,

Ou=0.



“’”J 12 Parte:

ala=1

a.u = Ue suponha & # U,entﬁo, temos: ) e

(n_]_fx] u=a'l0=0= lu=0.
2? Parte: O espaco vetorial é normado; assim, podemos usar a definir da noma euclidiana

oy 2
(w, u) = [|u| e suponha 7 U entzo, lul[” # 0. teremos:

0

le]l®

au=0= (ocu,u)=0u)=0—= o ||u|’=0= a

De sorte que:

a=0ouwu=0

W ={(2,y) € R?| y = 22}

37. Mostre que: é um subespaco:

Prova:

() (0.0) € W? Pois, 0, = 2.0

* ( a segunda coordenada é o dobro da primeira ).

(1) Yuy,ug € W, onde: uy = (21,y1) e uz = (29,%2), tem-se: y; = 22y e yp = 215,
Assim,

Uy + Uy = II.T]._ 21‘]) + (Jﬂg._ 21‘2) = (JL'] —+ X9, 21‘] + 21‘2) = I[JL‘] + i’g._2 (I‘[ - I‘Q)] ;
Logo, U1 + uy € W.

(222) VA € R, Yy, € W = Auy = Az, 11) = Az, 22y) = (Azy, 2 (Azy)) (A

segunda coordenada continua sendo o dobro da primeira ).

Aug € W

T

Dai, vem:

De sorte que: W e um subespaco vetorial

W ={(z,y,2) € R z.y = 0}

38. Prove que: ndo é um subespaco.



Prova:
Contra-exemplo:

Sejam Y1 = (1,0,0) e us = (0,1,0)

Entdo, temos: U1, %2 € W Dai, obtemos:

w4+ uy = (1,0,0) 4+ (0,1,0) = (1,1,0) ¢ W.

k1)

Portanto, W ndo é um subespaco.

VAR

w:{( “ 3) c M, (R) : b=c=u}
39. Prove que: ¢ é um subespaco.

Prova:

a b

c d)E‘W:b=c=U

W, (
A priori, vamos reescrever as matrizes de desta forma, temos:

0

d ( os elementos de W s3o matrizes diagonais de ordem 2 com entradas reais )



: 0 0 .
(-z.)( )E‘W:’ o
0 0 Visto que, 0p=0,=0.=0;=0

( todos os elementos sdo nulos )

0 as U
et ) (5 2
(1) VA1, Aa e W 0 d 0 d Assim, tem-se:

_ . q 0 ) 0 . aq +— 9 0 o
.41+_42—(D d])+(u dg)_( 0 d1+d2)gw'

A T
Por conseguinte, vem:-’ql + Az € "W.

(ii1) YA € R, VA, € W

,temnos:

1 aq 0 . }la'] U — W
}..41—)1(0 d])_(ﬂ' M})&W.

Logo, We subespaco.

W={AcM,(R): AT= A

40. Mostre que: } é um subespaco.

Prova:

Aec W, AT = A

.. F - . T . s
Inicialmente, ( diz que W descreve todas as matrizes simétricas de ordem '

com entradas reais )
(1) 0 € WY 0

T __
Visto que, - D..( todos os elementos sdo nulos )

':'3-'3-) VA.B € ?:"W,tem—se por hipdteses: AT=AeB" = B,

(A+B)"=AT+BT=A+B

A+ B)eW

Por conseguinte, vem: (

(222) VAE R, YA e W

, temnos:

(AA)T = AAT = \A.



Dai, obtemos: AA € T{”W.

Portanto, W e subespaco.

W={(p(z) =az+b) €P, (R)| b=

41. Prove que: U}é um subespaco.

Prova:

peW: p(z)=

Vejamos, c;r,:r( Nos diz que W descreve todos os polindbmios de grau no maximo

m 1 e termo independente nulo )
q TR —
(2) 0(z) € Wyigt0 que, 0(xz) =0 ( polindmio identicamente nulo )

(17) Vp,g € W

V tem-se por hipsteses: P (7) = @1 € 4 (z) = @z
(p+q)(x) =p(z)+q(x)=ax+ax = (a; +a) x
Por conseguinte, vem: (P +¢) € W,
(7i1) YA € R, VP € W temnos:
(Ap) (z) = Ap(z) = Aayz) = (Aay) z.
Dai, obtemos: AP € W

Portanto, WV é subespaco.

W={fesC" (a.8)]| f (z)+ f(z) =0}

42. Prove que: € um subespaco.

Prova:

'-'.T - ] _
Inicialmente, f e W, f ('I:]I + f {‘f} o U(diz que W descreve a soma da derivada de

primeira ordem com a funcdo e nula)
(2) 0(x) € W?yisto que, 0'(z) +0(z) =0,
HE—) vf.g¢€ T{"w,tem—se por hipoteses: f{m} +f (J:] =0e QJ{I} T {x} =0,

(f+9) (@) +(f+g)(@)=[f(z)+f(x)]+[¢(z)+g(z))]=0+0=0



T
Por conseguinte, vem: (.f +g) € "*"W.

(272) VA € RV € W temnos:

(Af) (@) + (Af) (&) = A[f (2) + f (2)] = A0 = 0.

Dai, obtemos: (}*f.] = T:"T'*"F.
Portanto, WV é subespaco.
W — 2 -0
43. Seja W —{(1‘___ y> eR | L < Q(racionais)g, mostre que: ¥ n3o é um subespaco.

Prova:

1° Modo:
7 e W? .
“') (0, U) = ﬂ"Pois, U € @ (racionais) ( As duas coordenadas sdao nulas obviamente nimeros

racionais )

(22) Yy, ug € ‘ande: uy = (@1, Y1) e ug = {i”z;yz},tem_se: T1,%y € Q,Assim,
UL + Uy = (:c]._yl} + (ﬂ?zr_-. Ya) = (1"1 + T2, Y1 + yz:]-
Logo, U1 + U2 € W yigio que (¥1 +22) €Q.

(222) VA e R, Yuy € W = Auy = Az, y) = Az, y) = (Az,Ayy) € W (A
primeira coordenada Az, ndo necessarimante continua racional ).

De sorte que: W n3o é subespaco vetorial

2° Modo:

=(1,00eA=+2

u ,
Usaremos um contra-exemplo: Escolha = .Dai, obtemos:

Aup = V2(1,0) = (V2,0) ¢ W. Pois, V2 ¢ Q.

w ~ 2
Portanto, ¥ n3o é um subespago.



. b \
'ﬂ-’z{(j d) EMQ(RJ:EZU}

44, Prove que: é um subespaco.

Prova:

)E‘*‘«*’%’:(’.:U

W, (
A priori, vamos reescrever as matrizes de . desta forma, temos:

0 d

( 0 4 )
( os elementos de W s3o matrizes triangulares superiores de ordem 2 )

(3) ( o ) e W?
Visto que, Up=0,=0.=0s= U-( todos os elementos sdo nulos )

b as b
FAN Ly . T Al:(a] ] )9142:( ’ 2)
(22) VA, A € W, com 0 d 0 d Assim, tem-se:
_ . 1 EJ] g :IJQ . ity +— Qo EJ'] + I!J'g -
_4]-|—_42—<U d])+([} dz)_( 0 d]_i_dz)E\f?.

A+ A e W,

Por conseguinte, vem:

(221) YA € R, YA;. € W temnos:

i 1y E?] . }1{1] )EE?] —w
AA]-*( 0 d])_( 0 M])i:w?.

Logo, We subespaco.

a5.5ea W =1(2.4) € B[ v = |21} eneso, prove que: W nao ¢ um subespago.
Prova:
1° Modo:
Um vetor
u=(z,y) e Wey=|z|<(z|z)eW

i , . .
(u & ‘W,desde que: a segunda coordenada do vetor corresponda ao médulo a primeira coordenada.)



() (0,0) € W?, .. 0y = [0z =0,

Pois,

I{EE) ‘v’uliug c W U = I::L‘]__ |:E]|]| 2 Uy = (I:g._ |ﬂfg|]|

,onde: ,tem-se:

U1+ U = (ﬂf]._ |I‘[|]| - (i"g._ |Ig|] = {I] + Xa. |J.?]|— |ﬂfg|]| ?Q (5{?] —+ 9, |I‘] —|—J.i‘;r|]

Visto que: |I] + 3:2| |Il| + |I2| ( Desigualdade triangular ).
Logo, Wnao ¢ subespaco vetorial

2° Modo:

Prova usando contra-exemplo:

w = (=5,|=5]) = (=5,5) e up = (3,3]) = (3,3

Sejam, },entéo, temo-se:
Uy +— Ua = {—5._ 5] + {?; ﬂ]l = {—2._ f}] g_f W
Pois, a segunda coordenada ndo é igual ao mdédulo a primeira coordenada.

W ~
Portanto, Whnao & um subespaco.

46. Mostree que :
W—{feC(a,B)| {7 (x) +af () +bf (x) =0}
é um subespaco

Prova:

Alguns comentarios e defini¢des, antes de resolver:

Quem sdo os elementos fdo espaco vetorial

2 Ay — . . n a /4 -
[ﬂ:- 3) - {f . {ﬂ- SJ — I:g;onde:-llr é continua no aberto( ’ ']} e, portanto, W .. Neste
caso, sao as funcgdes que cumpre a condicdo da equacdo diferencial ordinaria de 2a ordem com

coeficientes constantes.

f(z)+afr(z)+bf () =



(1) 0 () € W?pgis, 07(z) + al’(z) + b0 (z) = 0.

fl(@)+af (z)+bf(z)=0

e )
Hi} Vf.g¢€ ‘-{ﬂ,r’ tem-se por hipéteses: g {I} +ag’ (J::] + bg (E] = 0.

Agora,

(f+9)7 () +a(f+g) (z)+b(f+g)(x) = [f7(z)+af (z)+bf ()]
+ 197 (z) + ag’ (x) + bg ()]

= 0+0=0

(f+g9)eW

Por conseguinte, vem:

(222) VA€ R, Vf € W temos:
(AF) () +a(AF) () +b(Af) (x) = A[f” (z) + af (@) + bf ()] = A0 = 0.

Dai, obtemos:()“f‘.] < T‘"‘W.

De sorte que: W e subespaco.

47. Seja T:Wﬂz{(‘r‘ y) € Rzl Ty = &}.Prove que: Wa é um subespaco se, e somente se,
a=~0

Prova:

12 Parte:

W

(=)

Suponhamos que @ é um subespaco, entdo, em particular, o vetor nulo

(0,0) e W, :0,+0, = O | ogo, =0,

22 parte: @ = 0 = W, ¢ym subespaco.
(=)

De fato,



(4) (0,0) € W?pgj, Uz +0y =0

12) Vuy. ug € W U = (1. —21) € Uy = (X9, —
(22) Vuq, us 0 onde: U1 (21, —21) € us = (s, ﬂ,tem-se:

Wy + Uy = (zy, —2y) + (29, —29) = (21 + 22, — (21 + 22))

Logo, U + Us < '{Wn

(231] YA e R; \VIU[ eW = .;\’U,l = A (33|__ —331] = [:Aﬂfl___ — (;\Qﬂ J] AH[ = T“-J‘WO

.Dai,vem:

W :
De sorte que: 0 é um subespaco vetorial

w:{(“' ;)emg{m;bq} )
48. Seja = .Prove que: W e um subespaco.

Prova:

} 0 0 .
(2 ( ) e WY
) 00 Pois g =0, =0, =04 0, =04

i em particular,

( A exigéncia é que os elementos da diagonal sacunddria sejam iguais )

a; by ay by
. - .-"-1 = e B =
II'E.E/'I ‘?'I.’-lB = ﬂr,com ( I-i--'l'l dl ) ( I!J'g dg )'tem-se;

_ . a1 b| (o bg . aq + a9 bl + E?g -
A+B_(b. dl)+(bg dg)_(wrbg dl—l—dg)ew'

R YA =R
(17) VAS RVA e W .

. q bl . }Lﬂ-| /\’\51 T
}.A—}L( b d, )— ( Aoy Ad, ) c W.

5108 I:R:]_

Logo, W e um subespaco de

49. Seja W :{*4- X € M, (R) PAX — XA = 0, comX fixa. Prove que: W ¢ um

subespaco.



Prova:

1° modo:

(1) 0 € W? pe fato, 0X — X0 =10,

AX —XA=0
e

'IE-'?:) VA, B € ?W,por hipdteses, temos:{ BX - XB = U. . Dai, obtemos:
(A+B)X —X(A+B) = (AX —XA)+(BX - XB)

= 04+0=0.

(222) VM e R, VA e W ,
/ ! ,2temos:

(MA)X — X (A A) = A (AX — XA) =A,0=0.

2° modo:
AX —XA=0
e )
5 A A r —
De fato, VA, A2 €R, W A: B < “‘W,por hipoteses, temos: BX -XB=0 Assim,

(MA+AB)X — X (MA+AB) = A (AX — XA)+ Ay (BX — XB)

= A0+ A0=0.

Logo, W e um subespaco.

50. Seja W= {P () =ar+bcP, {R] b= U}'Prove que: W e um subespaco.
Prova:

(1) 0(2) € W2 0 o 0() = 0240, com 0, = 0, = 0.

any Y Yo A Y— b
(22) ¥p1 (%) = @12, VP2 (@) = a2z pertencentes a ¥ temos:

(01 +p2)(z) =p1(x) +p2(2) =12+ asx = (a1 +ay) z € W,



(@) YA€ R, Vpi (2) = a1z € W, (o e

(Ap1) (z) = Apy () = Aayx) = (Aay )z € W

De sorte que: V¥ é um subespaco.

51.seiom U ={(2.9,2) ER| 2 =0} e W ={(2,y,2) € R*| 2 =y = 0}

: B3
subconjuntos de .Prove que:

liil:l UeW '{b) R?=U + W (C:] UNW = {D} Dai, concluimos que:

sdo subespacos

RR=UgW.

a soma é direta, ou seja,
Prova:
(a)

U ={(z,y, z) € R*|z =0}

(i) (0,0,0) €U?, . 0, =0,=0,=0.

Pois,

wy = (21, 41,0), us = (@9, 49, 0),
(22) Vuy, ug €U, ge. (@1,91,0) . u2 = (22. 9. )'Daiobtemos:

uy +up = (21 + 29, y1 +2,0) € U.
(222) VA € R Vuy € U= Ay = A(21,¥1,0) = (Azy, Ayy,0) € U
Logo, Uéum subespaco.
W ={(z,y,2) eR¥|lz =y =0}
Procedendo de forma inteiramente analoga, temos:

() (0,0,0) € W? Pois, 0, = 0, = 0. = 0.

1) Vug, us € W, onde: uy = (0,0, 21).us = (0,0, z
( ) 1, =2 ' ! ( 0, 21), ua (? ' 2).Porconseguinte,vem:



uy +ug = (0,0, 2y + z9) € W.
(177) YA € R, Yu; € W= Auy = A(0,0,25) = (0,0, Az5) € W.
Logo, W é um subespaco.
B RP=U+W (c) UnW = {0}

oy — TR
Basta observar que: ¥t = R ,tem-se:

uw=(zy z)=(x vy 0 +(00, z).

(z,y,0)€Ue (0,0 2) W

Agora, como segue-se que:

RP=U+W.

(C) Além disso, seja k= (-'131-. -'132-. ffa’} celUn T‘"‘“Tg-,entﬁo, keUekeW. Ora,

kel ke =10
e = e — k=1(0,0,0).
keW ey =ky =0
Logo,
UNW = {0}

. 3, . TRT . ,
Dito de outro modo, "¢ soma direta dos subespacos Ue W’?,lsto é,

BRR=UaW.



4._-————"W
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52. Sejam e W, subespacos vetoriais de - { E.V.)

T T
.. Prove que: Wi MW, também é um
subespaco de V.

Prova:

'[3'}0 vetor nquUI € WinW, Visto que, Wi e WJ?2550 subespacos.

ga T L . . . ay = T v = T
(22) Yu,v € Wy N w?2-.por definicdo de interseccdo, tem-se: U U € Wi eu ve W

T T u+veEW,eutve W,
Como por hipdteses Wi e Wy sdo subespacos, segue-se que: : 2
Logo,

Uu+4vc "?:ﬂ?] M “-:}'Tfhrg_
; N = W W
Por conseguinte, vem: (u + L?] - HF] n WFZ'
(222) VA € R, Yu € W, NW,. o N ueW, euec W,
/ ! ,por definicdo de intersec¢do, tem-se:

W y uec c W
Agora,por hipdteses Wi e W, sdo subespacos. Dai,vem: Au € Wi educ W

Au = T:W[ M Tﬂgg



W, 1

Portanto, 1 W, 'é subespaco.

T{?W[ e ‘{Wg W { E‘J)

53. Sejam subespacos vetoriais de .Dé um contra-exemplo para provar que:

Wy UW, :

. W
ndo necessariamente é um subespaco de ¥ .

Prova:
Vamos mostrar apresentando quatro contra-exemplos, a saber:

54. Vejamos um contra-exemplo, escolhamos

W, = {(z,y) €R’:y =22}

Wy, = {(z,y) eR’:y=—2z}.

u = (1,2) e ug = (1, —2), onde: uy, uy € Wy U W,

Sejam ,entdo, tem-se:

o Wi UW,

Log ndo é um subespaco.



(1,2)

(2,0)

(1,-2)

W W -
55. Sejam W, e Wy subespacos vetoriais, dados por:

W, = {(‘; g)emg{m;ﬁu}

e

W, = {(‘; ;)EME(E]:bzﬂ}

; / w w Al — ’ P A =
Sejam‘ql‘ Ag < ﬂr] U ﬂr?com 0 3 L 4 ,entao temos:
1 2 1 0 2 2
i+ A = + = W, UT
A+ Ay (UH) (14) (lT)fﬂ-’l_@%_

T{Wl e

Portanto, )W, ndo é um subespaco.

56. llustrativamente, escolhamos os seguintes subespacos, definidos por:

W, = {jﬂ'(:ﬂ]:alfz—FbI—CEPg(E:lZGZCZU}E‘

Wy, = {p(:ﬂ]zaf—l—bm—cEPg{Ej:E;=::=D'}



2

=W, UW —9 =
p1,p2 € Wi UW, com P1 (z) zep(r)=2x ,entdo, temos:

Sejam

pr(z)+p(x) =2+ 228 W, UW,.
T T
Logo, W1 U W, nao é um subespaco.
TIf-[— | — —.a.a
57. Seja Y {f ) [ a,a) Rfungc”>es definidas no intervalo[ Y ]}escolha os subespacos

Wi={f €5 ([~a,a] = R): f(z) = f(—z),Vz[—a,a]}
e

Wy={f €§(—a,a] = R): f(z)=—f(-2x),V&[-a,a]}.
Consideremos fi, f2 € W UW, comfl (“ﬂ =z’ e f2 (3::] = xa,entéo, temos:
filz)+flz)=2+2°¢ W, UW,.

T T
Dai, concluimos, Wy U W, ndo é um subespaco.

S={BecM,(R)| Bt=B} e A={C €M, (R)| Ct = —C}
58. Sejam )

Prove que:
(i) Se A (ii) M, (R) =S+ A (i) SNA={0}.

sdo subespacos.

Dai, concluimos que: a soma é direta, ou seja,

Prova:

M, (R).

“'} S € um subespaco de
De fato,

(@) 0 € 8754, 0T =0.

“3] \?'IB[._ BQ =2

" tem-se:



‘Bi+By)=B'+B:=(B,+By) € S.

(c) VA€ R, VB, €S

tem-se:.
(ABy)" = AB! = (AB,) € S.

Logo, S éum subespaco.
Procedendo de forma analoga, obtemos:

'{3} Aé um subespaco deM:'*1 (Rj

(a) 0 € A? Pois, 07 = —0.

(b) ¥C1,Cy € A

* tem-se:
(Ci+Cy) =C1+C3=—(C1+Cy) € A

() VA e RVC, € A,

tem-se:

(AC))" = XCt = —(\C,) € A.
De sorte que: A é um subespaco.
IIi;'?';j"Notag:(ies:

M, (R)=8¢A <= M, (R) =S+A e SNA={0}

dizemos que = " ( ) € soma direta S5eA

M, (R)

:Espaco das matrizes de ordem? com entradas reais.

S :Subespaco das matrizes simétricas.

A:Subespago das matrizes anti-simétricas.

t__ Yt _
Note que: B = JEe(matriz simétrica ) e C ¢ ( matriz anti-simétrica ).



BeS:Bt=BeCcA:C*=—-C.

Observe que:

A=B+C A=EB+C
e — e
At=(B+C) At = Bt 4 Ct
( A+ A'=(B+ B") + (C +CY) A+ A*=2B
= 9 e — e
| A—A"=(B-B")+(C-C) A— A =2C
(2425
— e ~ Assim, YA € M, (R), tem-se:
—I—AfZC
\ "3
At / At
A A+ A _.4—.4 |
2 2
Logo,
M, (R) = S+A (1)

-_ -y - 1r - E |1"'| ra E
|IE’”’JSeja K e t""jfl,entéo, temos:ir Sek A

KeS  ( K=K
e — e — N =—-—K = K =0.
o KeA K'=_-K
ra,
Portanto,
sn A= {0}. (2)

Decorre de (1) e (2) que: a soma é direta

Mu (RJ =¢;(—::.,"'-11

59. Dados

U={fe3([-aa);f(z)=f(-2)} e W={f €F([-a,d]); f(-2) =

—f(z)},



~

onde: U I:_—a_, a]) - {f - 16, af Rfungc“>esg é o espaco de todas as funcdes definidas
. [—a, a
no intervalo fechado " “.Prove que:

“} Ue ‘Wrséo subespacos. (iﬂ y ([_ﬂ’i ﬂ” =U+W (ﬁﬂ UNnW = {U}

Prova:

“')13 Parte:

2 Hf"‘g < them-se:
flz)=f(—=)
e = (f+g)(x)=(f+g)(—x)= (f+g) €U
glz)=g(—=x)

3VACRYfeET,

tem-se:
f(z)=f(—2) = (Af)(2) = (Af) (—2) = Af € L.
Portanto, Ué um subespaco.
()22 parte:
W —{f €5 ([-a,a); f () = —f (2)}
Procedendo de forma inteiramente anéloga, temos:

1 0(x) € W? Pois, 0(z) = —0(—z) =0.

2 Vf.gEW,

" tem-se:



f(z)=—f(-z)
e = (f+g)(z)=—(f+9)(-2)= (f+g9) W

3YACRYfCW

‘tem-se:

flx) = —f(—z) = (M) (x) = (=Af) (—z) = Af € W.
Portanto, W é um subespaco.

(12) Vf € §([—a,a])

“tem-se:

f@)+f(=a)  f@)-1(-2)
Ly :{}: "

fla) =127

! —

2 - 2 -

Como [ segu-se que:

Sl(l—a,a)=U+W.

(222) Sejaﬁ.' cUnw, entdo, temos: 1L € U e ' € W.

Kel K(z)=K(—=x)

e = e — K(z)=—-K(z)= K (x)=0.
. KeW —K(z)=K(-=x)

Vejamos,

Portanto,
UnW = {0}

Agora, como

§([—a,a) = U+W

UNW = {0}.

Dai, segue-se que: a soma é direta:



§([—a,a))=UaW

w:{( , ;) €M, (R) : b:c}
60. Seja € .Pede-se:

(A) Provar que: W é um subespaco.
(B) Obter um conjunto gerador para W.
(C) Uma base para We dim W,

Prova:

(4) () (“ ! ) c W2
U0 Visto que: 0o =0y =0.=0gq

coava [ by \ [ a2 by T
(i1) YA = ( b d )__va_ ( b d ) cW
,tem-se:

: e b az by \ @+
A+B_(b| d-l)+(bg dg)_(lerbg

(237) YA € R VB = ( a by ) c W. tem-se:
by dy

i aq l!TJ| . }.{1-[ )‘.:IJ|
M= ( by di ) - ( Ab A ) <

Portanto, W é um subespaco.

(B) (i E)E“ﬂ-’: b=c.

(o) =e(oo)e(To)=(

= ﬂ.A| + IEJAQ + CAQ._

EH—FI!JQ

dl—l—dg

W.

0 0
0 1

)



e, portanto,

re[(32) (2 ).(2 )] mmn

3= {A,, Ay, A5}

(C) Afirmacao: é linearmente independente L.I..

De fato, dada a equacdo:

A =0

10 0 1 0 0 0 0
)‘1(0 d)+)‘3(1 u)+)‘3(u l)z([} U):" ig=g
.=

B8 = {A1, Ay, As}

I} kv T _
Logo, é L.I. Por conseguinte, vem: Sé uma base para W e dim W = 3,

Observagao:
8= {A;, Ay, A3} gera W.

e — 3
B={A, Ay A3} e L1

< T
é uma base para W,

T — 2 = 3. . ap —
61. Seja W={(z,y,z) e R’ : 24+ y =0}

um subespaco. Pede-se:
(A) Obter um conjunto gerador para W,

(B) Uma base para W e dim W,

Solugdo:

(z,y,—y)=2x(1,0,0) +y (0,1, —1).

Portanto,

W =[(1,0,0),(0,1,—1)] .



3=1{(1,0,0),(0,1,—1)}

Afirmacgado: é linearmente independente L.I..

De fato, dada a equacao:

A =10
M (1,0,0)4+ 2 (0,1, —1) = (0,0,0) = { X =0
—Ay = 0.
Logo, -3 - {I:l: 0,0),(0, 1, _1)}é L.I. Consequentemenete, vem: 5 € uma base para W e dim
W= 2.
TR 2 Vo e
62. Seja W = {mx +bz+c)el (R) Fe= U}um subespaco. Pede-se:

(A) Obter um conjunto gerador para WV
(B) Uma base para We dimW.
Solugdo:

(A) ax? + bz +c€W: c=0.

Assim,
2 2
ax" +bxr+c=ax" + bx.
Portanto,
W = [:rg_, :r:] i
8 ={z? =z}
Afirmacao: é linearmente independente L.I..

De fato, dada a equacao:

Mzl + hx =022 + 0 = {

8 ={z*z} 9

Logo, ' é L.I. Por conseguinte, vem: g uma base para We dimﬁr = =

TR - 3.
63. Seja W= {{I ¥.2) € R:z=2z+ y} um subespaco. Pede-se:



(A) Obter um conjunto gerador para W .
(B) Uma base para W e dim W..
Solugao:

(A) (z,y,z) eW: z=zx+y.

Assim,

(z,y,z)=(z,yz+y)=a(L,0,1)+y(0 1 1).
Portanto,
Afirmacado: 8= {(l 0, 1:] ? {U'- L l}} é linearmente independente L.I..

De fato, dada a equacao:

M =0 N
A (1,0,1)+X2(0,1,1) = (0,0,0) = A =10 =>-{ o
Ay =0.

}n]-l-}'.g:ﬂ.

8=1{(1,0,1),(0,1,1)}

. 3, T :
Logo, é L.I. Consequentemenete, vem: "~ é uma base para We dim

W =2

64.5eja W =14 € Mz (R) : AT = A]

um subespaco. Obter uma base para W. Qual

8 )
c Assim,

a dimW¥?

Solugao:

Tn D
S

A=
Basta notar que:/‘j' S MIG’ {Ej t AT = /‘j',tem—se: (



a A 8 1 0 0 0 0 0 0 0 0
A b v =al|l 0 0 0 |+b] 01 0 |4+l O 0 0 | +A
8 v ¢ 0 00 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0
I DUU)+1— 001)
1 00 0 1 0
= aA) +bAy +cAs + ANAy + BA; + vAg
Logo,

W =[A;, Ay, Az, Ay, As, Ag].

Agora, mostremos que & = {A]; Az, Az, Ay, A;, ‘4‘3}é um conjunto L.I.

De fato, dada a equacdo

1 00 0 00 0 0 0
E,] 0 0 0 + k|1 0 10 + k| O 0 O + Ry
0 0 0 0 0 0 0 01
0 01 0 0 0 0 0 0
B 000 | 4+k]| 001 ])]=1000
1 00 01 0 0 0 0

Produzir o seguinte resultado

k]ZU__ JIEQZU._ JI:'QZU .Ii.'_-t_:U k‘-L,ZU e J'Tfe:

a={Ay, Ay, A3z, Ay, A5, Ag}

Portanto, € um conjunto L.I.

o = {_4]._.42._/43;_44:‘43._/46},

Por conseguinte, obtemos:

dim W = 6.

-, AT A .
65. Se '}"=‘{A € M, [R) P AT = A}'Qualadimc’?
Solugdo:

A dimensdo generalizada para o subespacos das matrizes simétricas -f':, é dada por:

o=

o = O

0.

o QD

o o =

é uma base para W e

= = R

o o o



T
Note que:

2 »
. e n4+n nin4l
dim$ = 5 = (;, ']_

66. Se'“q: {A € M, (R) AT = _'4}.Quala dimS?

Solugao:

Basta observar que: O espaco de todas as matrizes quadradas M., (RJ é soma direta dos subespacos

das matrizes simétricas © e anti-simétricas, ou seja,
M,(R) =S & A.

Consequentemente, vem:

nin+1 nin—1
n? = dim M, (R) =¥ +dim A= dim A =¥
67.Sejam U, U Y espaco vetorial euclidiano, sabendo-se que: |u + L” =1 e |u - L” =95
Calcule: {“u,__ L}
Solugao:
Com efeito,

Ju+ )" = [l + 2 (w,0) + [|o]|* = 1 o [0y o : _ .
Lol il Sy e Za = ) 2] = 24
Logo,

(u,v) = —6.

68. Seja T{‘fr( espaco vetorial euclidiano ), prove que:



|u|| = ||v|| &= (u+v,u—2v)=0.

Prova:
De fato,

lu]® = [[v]*> = 0 & (u—v,u+v) =0,
visto que: (—‘L‘._ u:’ + (u-_ 1'} = (.

69. Seja _"[\”’I( espaco vetorial euclidiano ), prove que:

2 2 o2 2
|H _ t"” + ”LL - 1’| =2 (HHH + ”bH )(Identidade do paralelogramo ).

Prova:

Com efeito, tem-se:
a4 v|* = [Ju]|® + 2 (u,v) + ||v|* (1)
de forma inteiramente analoga, temos:

=l = 2w 0) + o’ (2)

Ju—v

Agora, de (1) e (2) segue-se que:

e+ 0]” + flu = ol” = 2 ([lull® + [[0]°)

70. Seja 'V ( espaco vetorial euclidiano ), prove que:
Ju+ ol = Jull® + Jo]]* <= (u,v) =0.
Prova:
De fato,
lu+ol* = lull® + lo]l” <= llull® + 2w, ) + [|o]* = [lu]l® + [Jlo]* -

Logo,

2(u,v) =0 (u,v) =0.



ap o = . . e . A !
71. Sejam™: ¥ & v espaco vetorial euclidiano ). Determine o cosseno do angulo entre e U,sabendo-

se que:
lu|| =5, [|v]| =8 e ||u+v| = v129.
Solugao:

Por definicdo temos:

(w,v)  (w,v) (u, ’L)

cosf = — =
[ul[ o 5.8 40
Além disso,
lu o] = Jul® +2 @)+ || =129
— 542 (u,v)+8 =129
— 2(u,v) =129 —25—64=40
— (u,v) =20.
Assim,
cosf = (wv) 20 _1
' 40 40 2
0<f<nm
e, como segu-se que:
==
3

Observacgao: Desigualdade de Cauchy-Schwarz

( No problema 114 faremos uma prova mais rigorosa desta desigualdade ) Com efeito, para



(u,v)

IR E

cos @

Agora, como |CUSE| = 1

{u, v)

]| ][]

segue-se que:

< 1= |(w,0)] < Jlull ol = (I(w, 0)])* < Jlul® [l0])*

( Desigualdade de Cauchy-Schwarz )

= (x1, @7, 73) € R?

72. Seja u ,entao, prove que:

;| < |luf| < VBmax {|a:], |zs], |23}, com j =1,2,3.
Prova:

U =T, Ty XL

,entao temos:
25" < ul® = 2} + 23 + a3

M =max {|z|, |22 , |xa|}

Além disso, escolha ,entdo, dai, obtemos:

z;|” < ||u||® = &3 + 22 + 22 < M® + M? + M? = 3M?,
ou ainda,
j;|* < [l]|* = aF + 23 + a7 < 3M?,
e, portanto,

|z;] < |ju|] < V3M.

AcReuecVW

73. Sejam ( espaco vetorial normado ). Mostre que:

Au=0u#0= A=10



Prova:

12 Parte:

— -1 . _
au=>0 e suponha Q ?é U,entéo, temos: & - = 1 e

( —1 ) =) —= 1 9y —
a aju=a 0=0=lu=0
22 Parte:
. . ” o {uyu) = ||u|?
O espaco vetorial é normado; assim, podemos usar a definir da noma euclidiana : e
0 240
suponha U ?é , entdo, |u|| 7& ,teremos:
9 0
au=0= (au,u)=0uy =0=a |y =0=a= s =
[l
De sorte que:
a=0ouu=0
74. Sejam @1 € @2 hgmeros reais positivos. Prove que:
‘ 1 1y .
I:aj+ﬂg§]. — + — i"—]-
a4 do

Generalize.

a; E ; = )
Sejam 7 ( corpo ordenado completo ); com 7 ,para todo J L2, ..n
Mostre que:

(1 1\ .,
(e +.. . +a,). | —+...+— ) =n’.
aq Ly

Prova:

Ndo faremos o caso particular ( Fica como exercicio!)

Sejam aj < ,com aj - ,para todo " entdo, facamos por simplicidade



Além disso, veja que resultados lindos e elegantes, usando a norma euclidiana e o produto interno

usual, temos:

lu| = Var+...+ay

n

(wv) = )

j=1

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos o belissimo resultado:

T |
Z 1 _ [ 1 1
n=| E Vi —| < Vo —I—...—I—an.\’;——...——..
= V@i Xy Qn
e, portanto, elevando-se ao quadrado, ambos os membos da desigualdade, vem:
, 1 1
n"<(e+...4+a,). (—+. .. +—].
11 Ly
.4y edqs | . .
75. Sejam numeros reais positivos. Prove que:
/1 1Y\
(ﬂ:]+ﬂgf]. —+— | =4
1 az
Generalize.
. = a; = U — ¥
Sejama’~J = IE( corpo ordenado completo ); com ¢ para todo*JF L2, Mostre

que:



Prova:

A luz dadas desigualdades entre as médias geométricas e aritméticas, temos:

(ﬂ]+ﬂg+...+ﬂn]
o .

Va1 .. 0y =

e de forma andloga, vem:

Agora, multiplicando membro a membro (1) e (2) e destacando que

j=1

obtemos:

— 2
76. Seja U= {I:f":"') eR ,mostre que:

Ve |
Y2 ull, < llull < flull,

onde: HHHS - |$| + |y| (normadasoma)e Hu” -V z? + y2 ( norma euclidiana ).

Prova:

Com efeito,

. M

/1 1
= a; - aq.a O A —-.— - ..
JHJH Vo e /-

lull = Va2 + 92 <V + V2 = el + |yl = lull, = lJull < ],

Por outro lado, temos:



3 - P 2 2y . 2 ‘ 2
(| =ly))* = 0=2(2’ +y") = I’ + 2|zl ly| + |yl

= 2|’ = (J2] + y)* = [lul, (0.1)
9 ., 1 9
= V2|ul = |lul, = 7 [ully = [l - (2)
Agora, de (1) e (2) ; obtemos:
2 )
- lulls < flull = v,

77. Dé um contra-exemplo para mostrar que as normas da soma e do maximo ndo satisfazem a

identidade do paralelogramo.
Solugdo:

A Identidade do pararelogramo, é dada por:

w4+ o)) + lu— o) = 2 (|Jul® + [[2]]%)
IIE—'}SEJ'?:"\W u=(z,y) e lulls = |=| + |y| (norma da soma )
eq +ey=(1,1)
e
Sejam ©1 = (1,0) e e3 = (0, l:],ent;”ao,temos: er—ex=(l,-1).
Assim,
ledlle=|1]+ 0] =1, [lealls = 0] + |1| =1, [les + es)l s =2 € [Jes — €a]| 5 = 2.

Dai, segue-se que:

ler + el + |e1 — e3> = 224+22=38

2(Julli+v]i) = 2(12+1%) =4



Portanto,
2 2 . 2 2
w4 v]|” 4 Jlu = |I” # 2 ([lull” + [I2]]°) -

'['ii)Sejamu - (I3 y)e ”u”m - max{|:c| ! |y|} (nhorma do maximo ou supremo)

1,0) e ey = (0,1)

Consideremos, €1 = ( ,entao, tem-se:

[ulle = max{[1],[0]} =1
e

[l = max{[0],|L]} =1

e +ey=(11)ee; —ea=(1—1)

~ Assim, vem:
lu+vll, = max{[1],[1} =1

e

le — vl = max{[1],[-1]} =1

| )

Logo,
2 2 2 2 .
lut+v|| +lu—v]|, = I"+1°=2
e
2 (lullz +lI05) = 2(1*+1%) =4

De sorte que: Portanto,
2 2 c 2 2
lw + ]| + [lw —v||" # 2 ([lull” + [|2]I7) -

A e M, (R)

78. Seja ,tal que: A é ortogonal. Entdo, prove que:

|Az]| = ||| zeR"

Az Ay) = (z,y)

,para qualquer ,conclua dai que: {



t_ oata
(‘E‘lé ortogonal, quando: AA"=AA =1 )
Prova:

. T
Considere a base canénica & de IR

@ = {(L,0.-.0),- - (0.0, 0.0} pigr mos

u=(xry,29.. . ,2n)=a(1,0,..0)+.. . +2,(0,0,...,01).

Desta forma, a matriz de coordenadas do vetor U na base candnica é dada por:

Iy Ty
Lo \ Lo
]l — nxl tom L
[u] = : cR™ zlz= (2 o9 Tn ) _
T Ln
naxl nxl

T
=zl +ay e +a, =)z =z
i=1

Dai, vem:
|Az||* = (Az)f (Az) = z(A*A)z = 2%z = ||z||*.
Logo,
|Az|| = ||| .

Decorre do delineado acima que:

2
|A(z—y)lI” = llz—yl

|Az]* - 2 (Az, Ay) + |Ay]® = lel® —2(z,y) + llyl*-

De sorte que:

(Az, Ay) = (z,y)



W — ) R3S
g W={(z,y,2) € R|

7 Z=Tr y}.Obter uma base para W e dim W ..

Solugao:

(A) (x,y,2) eW: z=z+v.

Assim,
(z,y,z)=(z,y,z+y)=x(1,0,1)+y (0,1, 1).
Portanto,
WY = I:l[J" U: l—] 3 (D J‘; l':]] :
Afirmacgado: 8= {(l 0, 1{] ’ (U" L l)}é linearmente independente L.I..

De fato, dada a equacao:

A=0 A\ — 0
A (1,0,1) + X (0,1,1) =(0,0,0) = =0 = { }.l—u
A+ A =0 2T

3:{(150“” (U"LU} Sé uma base para We dim

Logo, ' ' é L.I. Consequentemenete, vem:

W =2

W={(az’ +bz+c)€Py(R):c=0

80. Seja } um subespaco. Obter uma base para We

dim W,
Solugao:
(A) az? + bz +c € W: c=0.
Assim,
ax’® +br+c=ax’+ b

Portanto,



W = [:cz___ :E:] i

3 = {22 z},
(B) Afirmacao: ' ' 4 é linearmente independente L.I..

De fato, dada a equacao:

A =0

2 a2
Azt 4+ A =0z + 0r = { Ny = 0

3 W=2

o ) -
Logo, 8= {:E ’ :C} L.I. Por conseguinte, vem: = é uma base para W e dim

a b
'W={( d.)EMg(R}:b=c}
81. Seja c d um subespaco. Obter uma base para We dim
W

Solugao:

a b
c d

() =e(oo)ee(Va)+(57)

= ﬂ:A] + EJAQ + C_r’jlg._

( ) cW: b=rc
Observe que:

Assim,

e, portanto,

re[(32)-(2 0)-(4 )] mmn

3 ={Ay, Ay, A5}

Afirmacgado: é linearmente independente L.I..

De fato, dada a equacao:



A =0
1o 0 1 0 0 0 0
}‘1(0 d)+}‘2(1 U)+}"3(U 1)=(0 u):" f:g
L —

3 = {A,, Ay A3}

f L' T N
Logo, é L.I. Por conseguinte, vem: B & uma base para "V e dim W =3

b
W:{( “ d) emg(m;w:c:u}
82. Considere ¢ um subespago. Obter uma

base para W e dim WV

Solugao:

Observe que:

Assim,

(32) - <)1)

= aA; +dA,.

=[(32) (32)] s

(C) Afirmacao: 3= {Al ! 'Az}é linearmente independente L.I..

e, portanto,

De fato, dada a equacdo:
1 0 0 0 0 0 A =0
)“1(0 d)+)‘3(u 1)_(0 U):"{Agzu_

_ F ; / o w r
Logo, -3 - {*41-.- Az}é L.l. Por conseguinte, vem: -3 € uma base para ﬁ"':'E"J'e dim W = 2,

83. Determine os subespacos gerados por:



up = (—1,2) e ug = (2,—4);

Solugao:

Queremos determinar o subespaco

= }'.[’i'.tl T }ugug} ;

W={v=(z,y) R’ :v

“ r _)'l. +2}‘. =T
@9) =M (-12) + X2 (2 -4) = { 21— 4hg =

Vejamos

9E, +E, — E
Assim, fazendo l 2 2 ,obtemos:

—a}i[—z;’ig=l‘
0=2r+y.

Portanto, o subespaco Wsera descrito por:

W={(z,y) eR*:y=—2z}.
84. Determine os subespacos gerados por:
pi(z) =2 epy(z) =27+

Solugdo:

Queremos determinar o subespaco
V1
J -

W = llp{:c}=a:r2—b:r:+cE[F"g(E}:a.xg—l—bm—:::}qmz—}ug (:cg—:r)

Agora, fazendo algumas operacgdes e da igualdade de polindmios,obtemos:

};]—F}Lg:ﬂ )a]=a,—b
ax’ +br+c= (M + M)zt 4+ = A =0b — Ay =0
0=c¢ 0=c¢

De sorte que: o subespaco desejado é delineado por:



TW={a::z—l—b;r+r:EPg(R]|:c=U'}_

'W={<a 2)5M&®M&=c}
85. Seja ¢ .Pede-se:

(A) Provar que: W um subespaco.
(B) Obter um conjunto gerador para 'ﬂ!.

(C) Uma base para We dim "V,

Prova:
(00N
(A) (7) 0 0 € W? Visto que: 0, =0, =0, =0,
caoava [ 4 by \ [ a2 by T aa-
(22) v’A—(bl d_l)__v'B—(bz dE)E%ﬁ?:temse_

} L aq b-[ o I.i}g o a1+ bl + bg o
A+B‘(m m)+(@ @)_(m+@ m+@)gw'

Portanto, "ﬂ!é um subespaco.

Assim,

a b\ L o) ,(0L1Y), (00
ed) = oo 10 0 1
= aA; +bA5 + cA;.

e, portanto,



To[(8) () (D) mn

3 = {Al:-'qir-. ‘43} .

(C) Afirmacao: é linearmente independente L.I..

De fato, dada a equacao:

A =0

10 0 1 0 0 0 0
}‘1(0 d)”‘z(l u)”’*(u 1)=(u u):’“ ig_g
3:

3 — {_A] . .4.2-. AE"} .

I ki W __ ¥
Logo, é L.I. Por conseguinte, vem: Sé uma base para W e dim W = 3.

um subespaco. Pede-se:
(A) Obter um conjunto gerador para W

(B) Uma base para We dimW

Solugdo:

Assim
(z,y,—y) =2(1,0,0) + y (0,1, 1)
Portanto,
W =1[(1,0,0),(0,1,—1)]
Afirmacao: 8= {(l 0, U:] ’ (U" L _U}é linearmente independente L.I..

De fato, dada a equacao:

A =0
A (1,0,0) + A5 (0,1, —1) = (0,0,0) = { X=0
Ay =0



Logo, '3 - {(li 0,0) ’ 0,1, _l)}é L.I. Consequentemenete, vem: 5 € uma base para W e dim
W =2

TR 2 Yo e
87. Seja W = {l[a:c + bz + c) & Py (Rj - 6= U} um subespaco. Pede-se:

(A) Obter um conjunto gerador para W,
(B) Uma base para We dim W,

Solugao:

(A) az? + bz +c€ W: c¢=0.

Assim,
2 . 2
ar- 4+ brtc=azx" 4+ bz
Portanto,
W = [:cz_, :r:] _
B ={z? x
Afirmacgdo: { ' } é linearmente independente L.I..

De fato, dada a equacao:

A =0
Nzt + Az = ox” + 0z —
Ay =0
3 = IE X WA ! ¢
Logo, { ’ }é L.l. Por conseguinte, vem: 5 € uma base para W e dim W =2,
88. {E«] Seja M yma matriz invertivel M € M, (R'],,FWOVE que:

eMTAM _ \r-1ANg

Prova:

Com efeito,



Al A? An
A ;
€ =E ?ZI_A_FQ[_‘_'”_'_H_'_”"
=0

entao,

At _ i (M—TAM) I MUAM 4 (M~'AM)" | (MT'AM)" N
— 7! T 2! n!
J:

Dai, ndo esquecendo que a série converge uniformemente e

(MT'AM) = M~ A M

( E facil ver por inducdo finita sobre '), segue-se que:

_1 M=TAM)? M=YAM)"
MTAM . _ A 4 M AM 4 = A ' )
2! n!
/'—1.2 j—)lﬂ“
— M”(L+A+T~<_———+_)ﬂf
21 n!
e _AJ
_ oag—l AF . Ar—1.47,
—ﬂf(Z?)M—Meﬂf
Jj=0
(17)
p(A+B)t _ E.F'LE_EBt_. Wt e A
comuta com B; com
A,B €M, (R)
Prova:

(A4+BY _ At Bt
—) Se e' T =g . .
( ) ,entdo, derivando ambos os lados, temos:

[:A s B} E{r‘l+B}f _ ."—JlE‘At.E‘Bt 4 BEAt.EBt_

Agora, derivando novamente e fazendo = U,obtemos:

+ ...



II_A—I—B]IEE{‘J'_BF: A2pAt Bt —I—ABE‘J":_EEt —|—B.4E"_1t_EBf— B2eAt

Logo,

(A+ B)>= A4+ 2AB + B> « AB = BA.

(<) Se AB =FBA

,entdo, é facil ver que:

;\" (t:] — E.—H'-EBE

satisfaz ao problema de valor inicial (p.‘u".l)

{ X(#)=(A+B)X (¢)
X(0)=1T

(Verifique!). Entao, pela unicidade da solu¢do temos:

X (f} — e{.—1+B}t_
De sorte que:

e(A+B)t _ oAt Bt vy

T :R? — M,(R)

89. Seja uma transformacao linear dada por:

T(a,b,c)= ( a.ab aijtc )

Pede-se:

1) Ker(T) . Ker(T).

’

e di

”]Uma base 5 paraalm {T} T é sobrejetora? Justifique.

Solugao:

Bt



T:R? — M(R)

‘uma transformacao linear dada por:

T(a,b,c) = ( a;c agb)'

z) Afirmacgdo: T nao é injetora. De fato, o nucleo de Té descrito por:

Seja

Ker(T) = {(ao__ bo, o) € R¥: T (a,, by, co) = ( E 3 )} _

a, — ¢, 0 0 0
T{ﬂg-_bo-_cojz( U ao+bo):([} U)

. a, — Cc, = 0 . C, =
a, +b,=0 b, = —a,

Ker (T) = {(a,, —a,, a0) € R*a, € R} =[(1,—1,1)].

Com efeito,

. Portanto,

T Ker(T)=1

Segue-se dai que: = ndo e injetora. Além disso, dim

(Hf] Agora, pelo teorema do nucleo e da imagem, temos:

3=dimR® =14+ dimIm(T) = dimIm(T) = 2,

Im (T) C M (R) e dim M, (R) = 4. pgqiy, 1M (T) # M2 (R)

/e, portanto,

T

é ndo é sobrejetora.

Vamos determinar os geradores para Im 'IT.]:

a—c 0 1 0 0 0 —1 0
T(a;b;cjz( 0 a—b):ﬂ<ﬂ L)—I—b(u l)—l—c( 0 U)'
1 0 0 0 -1 0
™0 (0 1)-(01)-(3°0)]
ai, vem: Como



=10 1) (W 0)]
dim Im(T) = 2‘,,segue—se que 01 : 0 0 uma base para Im(TJ..

F:U _}WsedimU > dim V.

90. Considere uma transformacao linear

Prove que existe um vetor ndo nulo %0 eU tal que F Up) = 0 ( vetor nulo de V).
Prova:
Suponha que Ker (F} - {U},entéo, dim Ker {FJ = U.

Agora, pelo Teorema do nucleo e da imagem, temos:
dimU =dimKer (F) +dimIm (F)=dimIm (F) > dim V.

Ker (F') = {0}

Absurdo! Pois, supomos

De sorte que: existe -0 # 0,uo € U tal que: F(ug) = 0

91. Seja FTU—*wuma transformacdo linear satisfazendo a seguinte propriedade: Se

}é uma base de [Uentéo,

v={F(w),F (w),....F (un)}

éLl.em T‘v. Prove que: F é injetora.( por defini¢do ).
L.I. =linearmente independente

Prova:

Queremos mostrar que: F é injetora, isto &,

YuvelU: Flu)=F (v) = u=vw.

Com efeito, 8 =



U=y + ...+ Qplly

Qy, ..y By, .. 8, € R, tais que: { e

v=Bu1+  +B.un
— {u—v=(oy — 5y)u + ...+ (a, — 5,) un. (1)
Além disso,
Fluy=F(v)=F(u)—F(v)=0= F(u—v)=0 (2)

Dai, substituindo (1) em (2), obtemos:

Flu—v) = Fllai—8)u+ +(an— B u] =0
= (a1 —B1)F(wm)+ ...+ (an—5,) F(un) =0.

Fu),Fug),...,F(uy)

sdo linearmente independentes, segue-se que:

(a1 —B4) =0 a; = 3
— : — : — u = .

(a, — 3,) =0. on = 03,.

Logo, JPé injetora.
. 3
92. Seja T: ME{EJ —R uma transformacao linear, definida por:
a b ‘

T([ . d }) =(a+da—db+c).

Pede-se:

“} Ker 'IT) e dim Ker (T:]

'1'3-'3-) dim Im (T] e uma base para Im (T).

Solugao:



. 3
Seja T:Mh(R) =R uma transformacao linear dada por:

a b ‘
T[( . d )] =(a+d,a—db+c).

2) De fato, o nucleo de Té descrito por:

Ker (T) = {( ZZ’ 2‘3 ) €M, (R);T K Z{]’ z'; )] = (uzuiu]}_

b
T K o d” )] — (g + do, ag — do, by + co) = (0,0,0)
Com efeito, Co 0

ag + dp =0 . .
— { ag—dp =0 = { a0 = do =0

co = —b
bo +co =0 ° ° . Portanto,
. B 0 b _ B 0 1
Ixer(T]—{(_bD U)EF«ﬂIg{R],ngR}—[( 1 U)]
Segue-se dai que: T nao e injetora. Além disso, dimKer '[T:] =L

|I'E-'E-}Agora, pelo teorema do nucleo e da imagem, temos:
4=dimM,(R) =1 +dimIm(7T) = dimIm(7T) = 3.
Im(7T) C R? e dim (R¥) = 3.

m (7).

Vamos determinar os geradores para

a b ‘
T(c d) = (a+da—db+c)

= a(1,1,0)+d(1,—1,0)+5(0,0,1) +¢(0,0,1).



pai, vem: Im(T) =1[(1,1,0),(1,~1,0),(0,0,1),(0,0,1)] Im(T) =3

.Como dim

segue-se que 5={(1,1,0),(1,-1,0),(0,0, l:]}é uma base para Im(T:].

1
. i 2 , o~ 1 ~ o
93. Determine A : B — R que é uma transformacao linear dada por: uma contragao de fator 2

seguida de uma rotagdo anti-horaria de < rad :

Destaque [A] .

Com efeito,
C 1
RQ E RE
A = R[P.'g} 0 C(%j \ l R(ﬂ-f""ﬂ
R2.
Assim,
,4 == [4 R(ﬂ-a”aj o G'(%]} = [R{mfg}] {C(%J =

_ cos % —sin %) % 0
B 5 eos(z) )0

Desta forma, Ana forma matricial, é dada por:

Ou ainda,

~ z—3y 3z +y
Afz,y) = 1 1 :

. o T T
91. Sejam F:U—-VeG:V— lerI'E"!transformag(“)es lineares, tais que:



Ker (F) = {0} e Ker (G) = {0} \ostre que: Ker (Go F)={0}

(ﬁ) Prova:
v £ v
GoF N, |G
W

o Uo € Ker(GoF)

Se 20, (G 0 F) (ug) = G (F (ug)) = 0

ent e

Ker(G)={0}= F(uy) =0e Ker (F)= {0} = uy =0.
Ker (G o F)= {0}

Portanto,

. T2 2
94. Seja T''R°—R uma transformacdo linear definida por:

T(z,y) = (z+y.4y).

Determine seus autovalores e autovetores correspondentes.

Solugdo:

Com efeito, a matriz de T" na base candnica é dada por:
. 11
T =
y 0 4

p(\) = det (A — AL) = ‘

,entdo a equacgado caracteristica é descrita por:

1—A 1

0 === N.(4-n=0

ou sdo os autovalores. determinemos os autovetores corres pondentes.



(A— ML) X = U:"(E l})(§>=(3)

Uz +2y=0
UOzr+3y=0

Logo, o autovetor é; V1 = & (1, U},com x % 0 ou ainda,
S1={z(1,0) e R%z £ 0} =[(1,0)]

Procedendo de forma analoga, temos:

—3 1 T 0
A=4:(.4—AIE)_X=U=>( )( ):( )
2° Caso: 0 0 Yy U

—dr+y=10 ,
=\ oztoy=0 Y= p =z (1.3
o ¥y= Logo, o autovetor é: v =2Z | '-'},com r# 0 dito

de outro modo temos:
Sy ={z(1,3) e Rz # 0} =[(L,3)]

95.5¢a 0 ‘ F1(R) = R

uma transformacao linear definida por:
1
S(p(z) = /:ﬂ(i‘} dz.
1]

5)_

“') Prove queS ndo é injetora e obtenha dim Ker (
(H} Interprete geometricamente Ker {S}

'{E‘”JMostre que &) (a') = @ Conclua dai que S g sobrejetora.

Prova:

p(r)=ax+beP;(R)

(E’) Seja ,entao, temos:



1 5 1

S(p(:r:)]zS(a:z:—l—b}=[(a:r+b}d:z:=a%+b$ =%—|—b.

Agora, vamos determinar o nucleo de S:

Ker [:S) = {[aui‘ -+ b[}) e Py (R) S ({Iu&f + bu) = U} .

S(agr +bg) =% 4 by =0= by = -2

Assim, 2 ,e portanto,

Ker (S) = {au_ (m—%) £P,(R): aDER} _ [;p_%]

Desta forma, obtemos: 5 nao é injetora.

(ii)lnterprete geometricamente Ker (S)

yl




1
(222) S (a) = /ad;}: —az|y=a,Ya e R—Im(S) =R

0

Portanto, & é sobrejetora.

96. Prove que: O espaco das transformacdes lineares de U em W,tais que: dim U=n edim WV =m

X 1 L(U:WV)

é isomorfo ao espaco das matrizes de ordem

Mmxn (R

isomorfoa ~ ( ) e, denotamos por:

com entradas reais, ou seja,

L(U;V) =~ My (R)

A fixacdo das bases 8cUe -&C T{\’rdetermina portanto uma transformacao

$d: L(U;V) ——+ Mpun (R)
f—  @(f)=[A]},=M(f)

Prova:

Afirmacao 1: {bé linear

(1) @ (f1 + f2) = [A1 + Ad]§, = [Ai]5, + [Aa]5, = @ (f1) + ® (f2)
(i1) @ (Afi) = [AAL), = A[A1]5, = A® (f1) -

Portanto, q“é linear.
Afirmagdo 2: D injetora

De fato, Ker(q}'] ~ {‘f < L{E:' V):@(f) = U}-

Vejamos P '{-ﬂ = 4;; =M (f} =0,

d 3 ’ ] J—
Como [‘f (HJ]S’ - [A]SF [uj - U,segue—se que:

flu)=0,YuecU f

ll
R=

.Consequentemente, vem:



Logo, Ker {‘1}} - {U},ou ainda, ¢ é injetora.

Afirmacdo 3: i é sobrejetora

VB € Mypyn (R), 3f € L(U;V)

, tal que:
®(f) =[Al;, =M(f)=B

F:U—V

Consideremos , tal que:
flur) =bpvy +bagva + ...+ b,
flus) = biavy + bagva + ...+ bypa¥yy

f (“n} = b]uy] + 'E;Envif + ...+ E}muﬁm-

Entdo, temos:

M(f)=| B B* .. Bi .. B" =B

&

De sorte que: * é sobrejetora.

Por conseguinte, obtemos:

L(U; V)

“é isomorfo a

M sn (R)

97. Sejam U eV dois espacos vetoriais sobre R tais que: dim U=n e dim

L(U;WV) m.mn

espaco tem dimensao

Prova:

3

, as bases respectivamente de Ue V.

Sejam Se

ULV, &: L(U; V) — Myan (R)

, temos entao,

W =" .
) m.. Entao, o



¢ (T) = [T)3, = dim L (U; V) = dim My, (R) = mm

98. seja £ € L (U) 1 que: dim U =7 Entdo, prove que:
dim Ker (T') .dimIm (T') < n;
Prova:
Basta notar que: ab < (“?)z.onde a =dimKer (T) e b = dim Im (T:].

Assim, usando o teoremado Nucleo e da Imagem, obtemos:

dim Ker (T) + dimIm (T)\? _ n?
dim Ker (T) .dim Im (T) < ( im Ker ( )9 tm Im ( :') «;”T

Portanto,

2

dim Ker (T) . dim Im (T) < HT

T:M,(R) — M, (R)eS:M,(R)—R

99. Sejam transformacdes lineares, definidas
por:

(i) T(A)=A" e (i) S(A)=tr(A).
Pede-se:

(1) SoT eKer(SoT) (i) dimIm (SoT). SoT

é sobretejora?

(77) Qual é a dimKer (S o T)?
Prova:

(1) (SoT)(A) =S (T (A) = 5 (Af) = tr (A%) = tr (A).

“onde:



n
tr I:A} = Z t;; = a1 + -+ Qpn-
j—1

E o traco da matriz A

Nacleode @ © T'¢

Ker(S5c¢T) = {AgeM,(R);(SoT)(Ay) =0}

= {Au c Fﬂn (R](SGT]{'-LD] =ay] + -+ Qup = D}

(22) Com efeito,

SoT:M,(R)—R,

1

dimIm(SoT) = ou

. _ 0 ( nado convém )
ent3o, tem-se:

— dimIm(SoeT)=1lelm(SoT)CR=Im(SoT)=R.

SoT

De sorte que: é sobrejetora.

(222 :] Decorre do Teorema do Nucleo e da Imagem que:
dimKer (SoT)+dimIm(SoT)=n?> = dimKer(SoT)=n? -1

V= rv-v,sS:V-V

100. Seja P '{R} espaco de todos os polinbmios e sejam

transformacdes lineares, definidas por:

(2) Shp@]=p(z) e () T(p)=ap(x).

Entdo, verifique se:
(i) SoT—ToS=1I (i) SoT™—T"oS=mI"" m=>2

Prova:



Com efeito,

(SoT)(p(z) =S[T(p(x)] = Szp(z)] = zp(z)]” =p(z) +zp’ (z) (1)

Procedendo de forma analoga, temos:

(ToS)(p(z) =TI[S(p(x)]=Tp (z)] ==zp’(z). (2)

Agora, de (1) e (2), obtemos:

(SoT)(p(z)) = (TosS)(p(z)) =plz)=I[p(z)].

De sorte que:

SoT —ToS5=1.
('ii) Consideremos, a priori,

T (p(z)) = (ToT)(p(z)) =TT (p(x))

= Tlap(z)] = z[zp(z)] = 2°p(z).

Agora, continuando com o processo, vem:

T" (p(2)) = <" (2).

Assim,
(SoT™)(p(z)) = S[T™(p(x))] =S[(z™p(z))]
= [(2™p(z))]" = mz™ 'p (z) + 2™p’ (x) (3)

Além disso,temos:

(T o S)(p(z)) =T"[S(p(x) =T"[p (z)] =z™p (=) . (4)

Consequentemente, de (3) e(4) ; obtemos::



(SoT™)(p(z)) — (T 0 8) (p(z)) = ma™ 'p(z) =mT™ " (p(x))

(SoT™—Tmo8)(p(z)) = (MT™ V) (p(z)),n=>2
De sorte que:

SoT™ —T™o § =mT™

Observagao:

P (R)

um espaco vetorial sobre R de dimensao infinita, ou seja, dim |: } . Vale ressaltar

gue em dimensao finita, ndo vale.

Conjectura:

Este resultado continua valido em espaco de dimensao finita? A resposta é nao, o que seja delineado

no problema a seguir.

A,B €M, (R)

101. N3o existem matrizes , tais que:

AB-BA=1

Prova:

Suponha valido, entdo, usando o traco da matriz identidade,

tr(AB—BA)=tr(I)=n.

vem

Por outro lado, tem-se:

n T T

tr (AB) =) i AiaBai =) Y BoiAia = tr (BA).

i=1 a=1 a=1 i=1

Assim,

tr (AB) — tr (BA) =0+ tr (AB —BA) =tr(I) =0.

. nceNen>2
Absurdo! Visto que - .

Portanto, tais matrizes ndo existem satisfazendo



AB—-BA=1

- e T
102. Seja T:R™—R uma transformacao linear, prove que::

an < M|[X ]|z -

, . ; oo Em
Conclua dai que: T € continua em XoeR .

Prova:

X eR™

Seja entdo, tem-se:

=(0,1,0,....0)ee;=(0,....0,1)

* 7. desta forma, vem:

X = E xjej = Ti1€1 + ...+ Tpepm.

Assim,

T(X)= (Z IJEJ) = ;T () = 21T (e1) + .. + 2T (em) .
j=1

por conseguinte, obtemos:

1T O =D =T ()| <D Il 1T ()l < IXND IT (e)] = M| X
j=1 j=1 Jj=1
M=) [T (el
Onde J=1 de modo que:

|7 (X)||zn < M[[X]lgm , VX € R™

Como T é linear, temos:



XoeR

ara todo

T(X —Xo)=T(X)-T(Xo) ,

m,segue-se dai que
IT(X) =T (Xo)|| < M||X — Xol|-

(T é Lipschitziana ).

Agora, dado = ~ U existe M 77 tal que:

IX = Xo| < 6 = M||X — Xo <2 = |T(X) = T(Xo)|| < M| X — Xo| < &.

i me
Portanto, Té continua em X0 € R™,

- T J W LT
103. Sejam I'el (U" ﬂ eG e LI{ o ﬂg),prove que: GoT:U— ‘{Mé linear.
Observacgao:

'I" By e i N . .q;.
L (L : _{\’I»] é o espaco de todas as transformacdes lineares de Uem _:,r_
Prova:
o GaT N ~
Sejam Y e transformacdes lineares, entdo, queremos mostrar que:
GoT:U—-W
é linear.

) o
(E} T, Uz © U,tem—se:

(GoT) (u1+u) = GT(wg+u)]=G[T (uy)+ T(us)]
= G[T(w)]+ G[T(us]
= I[GGTII(H[]—F{GOT]I (Hg}

(1) VAe R, Vu, €U

,0btem-se:



= /"H(GDT}(H]]

GoT:U—W,

Logo, é linear.

T:R> — P, (R)

104. Seja a transformacao ,definida por:

T(ab)=ax+b
Mostre que:
(’4} T é linear (b) Té injetora por definicao. {CJ Té sobrejetora por definicdo.
(B) T

é bijetora ( prove!)

'{A) (3-,] Afirmacao 1:
Prova:

Queremos provar que T é injetora:

Yuy, ug €ER? 1 T (uy) = T (ug) = uy = uy.

De fato, Vur = (a1,b1) ,us = (az,ba) € R?

- ,tem-se:
Tl[L[.]] = T(ng:}'T(ﬂ-]:b])ZT(ﬂ-g__bgjz}'EI[I'—Fb] ZﬂgI—bQ
a1 = Q9
— e - {El[;b[} = (ﬂ-g._bg:] = U1 = U3.
by = by

De sorte que: Té injetora por definigao.
(i1)

Afirmacdo 2:

Queremos provar que T sobrejetora:



po (z) = apz + by € Py (R); 3ug = (ag, bo) € R? : T (uy)

T{Hu:] = T(&u; bu} = Qo + EJ[. - P[I[R}

Com efeito, ,dai, obtemos:
Im(T)=P(R ‘

( ) ] ( ]I, ou seja, o contra-dominio P (R«] é igual aimagem de
Logo, Té sobrejetora, consequentemente, T é bijetora.

Obtenha a

T-!':P, (R) — R?

. 5T 1
105. Seja a transformagao T: P {R] ¥ (R},definida por:

p'.- (U] p'rl (U] u

Tplz)]=p(0)+ —z+ .. +—Fz",

1! n!

onde: B (R) =P R—R polindmios}

Prove que : T'¢ linear

Observacgao:
—~p (0) ; p°(0) 4 p(0) P (0)
Tp(x)] = i x! = m z" TR
Jj=0
Prova:

T

po () -

P"(0) n



Tlp+q)(z) = (p+q)(0)+

. (P+q}[”}(ﬁ]$n
n!
’ n (n)
_ [pwj"'pl(gU)I"'szU)mE"' L P n!(mxﬂ]
; n (m)
+ [q(ﬂ]+q ({}}I+q‘(0]$2+ + 1 m]m“]
1! 21 n!
= Tlp()]+Tlg(=)].

(1) VAR, Vp e P(R)

, tem-se:

()@ O0"©, 0”0

- T
1! 2! n!

T[(Ap)(z)] = (Ap)(0)+

. p'(0) p" (0) ,
= Al|p(0)+ TR TR A sy

AT [p (z)] .

Portanto, Té linear.

106. ( Norma Euclidiana)

= (129, . ., T,) ER"

Seja - ,entao, prove que:
|z;] < [lz]| < VM,
onde: M - E‘"'1){|:’i"ﬂl| ? |‘T2| 1773 |‘Tn|}para todo -.? = J': 2: o ;ﬂ’-

Prova: Basta notar que:

2

3

zj|* <zl =at + 23+ +a

tomando-se:



T WVeZes
T e

o) < llel* =a? + 23+ ... 422 =Y 22 <M?+ M?+... + M’ = nMC,
j=1
para todo J=12 n
Portanto,
2] < llell < VM,
== :):
para todo 1,2,....n

n
Observagao: Algumas Normas em R .

“') Norma Euclidiana:

IE4 =\/:r?—|—:f:§—|—...—|—3:31=

|:'E-'E;)Norma da Soma:
T
|2l = la1| + |wa] + -+ [aa| = > |2}
j=1

|['3'”,]Norma do méaximo ( ou supremo ):

E'i‘l

( Em espacos de dimensao finita todas as normas sdo equivalentes ), em particular, em temos:
2]l = [zl = [l2]ls = n |zl -

107. ( Projegdo Estereografica )

S3o necessdrias duas cartas locais no minimo para cobrir a esfera. Além disso, tem-se: um

o2 _ N e @32 22 2
difeomorfismo local Considere =~ {{I Y, ”} cR%z y +z l}e sejam



N (0,0,1)
, tal que:

X, :R— S\ {N}
(w,v) — X (u,v) = (2,9, 2)-

A equacgdo da reta ‘E gue passa por N (U‘ 0.1)e P {u___ v,0) na diregao NP-"é dada por:
E:X=(0,01)+(u—-0v—-0-1)re X =(ur,vr, 1l —r). (I)

. o o2, .
Agora, a intersecgdo da reta § com 3" ¢ descrita por:

{ X =(ur,vor,1 —r)

= Lo+ (1-r)=1

2 2, .2
=ty “ 1 e, portanto,

r=0our=———. 1
u? +v?+1 1n

2u
v

@ 8
|

ur v +1
wl4w?—1
,onde: u?+v?+1

SN
|

X (u,v) = (z,y,2)

Decorre de () e (ll) que:

X, (X{'=m

Observagao 1: A aplicagdo inversa de )é chamada de Projecdo Estereografica.

Xl=7 SO {N} — R?
(z,y,2) —  Xi'(2,9,2) = (v,v)
Py (

“‘)equagéo da reta 'ﬁ-r'que passa por N (0,0,1) e Y, ’5) na direcdo do vetor

NPy =(z,y,z—1)

,€ dada por:

7:Xg=(0,00)+(z,y,z -1t X =(zt,yt, 1 +(z-1)t).

-

'I”} Ainterseccio dareta | comoplano @ 1 Z = u,produz o seguinte resultado:

l+(z—1)t=0=t=1 comz#L



Assim,

Logo,

T SN {N} — R?

l—z7

. 2
Observagao 2: Revisitando a Algebra Linear: O R é isomorfo a qualquer subespaco vetorial U de

T (z,y) = (z,y,0)

‘ 2
dimens3o 2 do R . Sugestdo: Por simplicidade tome é trivial que T éum

(z,y) = (., U)_

isomorfismo. Vale ressaltar que: podemos fazer a seguinte identificacao

¢ Y\ {N
108. (Projecdo Estereografica = é biunivoca entre C \{ } € R) Escreva as esquacoes
N0 1
(0,1),Q

C:22+y*=1

paramétricas da reta que passa pelos pontos (u U) no plano. Mostre que, além do

ponto _-"\" essa reta corta a circunferéncia no ponto (J‘T'-y]l, onde

T — T ey — u?—1
A Y w41 . ~ L.
. Em seguida, escreva as equacbes paramétricas da reta que passa por

N , 2 a2
N (U-‘ L) e pelo ponto P (3:'- y]lda circunferéncia Crz Y l. Mostre que esta reta corta

¢(P) = (u,0) T,

o eixo das abcissas no ponto onde

$TONANT — R efinida por

funcao

T
1 —y

E(P)=¢((zy)=u=

al AT
estabelece uma correspondéncia biunivoca entre C \ {‘\ } € R,cuja inversa

& R—C\{N}

u — ) =(z,y),



tal que:

{ z (u) = 75
“2_
y (H) = t¢2+:

= D e Nl g .
A fungdo <chama-se a projecdo estereografica de C \\ {\" } sobre R',e sua inversa fornece uma

outra parametrizacdo da circunferéncia ( exceto o "polo norte" N) por meio de fung¢des racionais.

Prova:
i ':E ,(_-—J RE
Projecdo Estereografica * esuainversaem S em ..
N, ad 2
A equacdo da circunferéncia dada por Cra*+y =1

Q(.0) .

- 0 ;

(E’} A equacdo da reta L gue passa por N (0, l) e Q (v, 0) ,€ dada por:

z(t)=0+at
X () = (2 (5).,5(8)) gnger | ¥8) =141t

U= (a‘ b:] - NQ = (u, _l}a direcao de L.

Sendo



X(t)=(z(t),y(t) = (ut,1 —1)

Logo, © , onde:

{ x(t) = ut n

y=1-—1¢

Lnc= {P},onde:

Afirmacao:

P(z.y)

2.2 _ v2 9 - )
Com efeito, ™ '+ (11—t = l,entﬁo, temos: (4~ +1)t° =2t =10
Portanto,

2

t=0out=
u +1

(IT)

Agora, levando (ll) em (1) ; obtemos:

T 'tr,ﬂ—
P(r.y) = (25 52

De sorte que:

2

N(0, 1) eP( 2u_ w1

(33) ~ wl+1: uﬂ—]) . . .
A equacdo da reta que passa por cujo vetor diretor é

L'.D=W

é descrita por:

L: .’EQZU—F—HQ?;_['{': -
Yo = 1 — tnﬂ—]t

L Q{ﬂfu-.m_

Agora, *~ corta o eixo L' em

E(P)=¢&(z,y) = (u,0),

Portanto,



{@(E]l:_u: =>y=l—£=‘;-:r=(l—y]lu=:~u=i E-N
ondelL: ¥y=

Consequentemente, vem:

= N . M N .
A Projecao Estereografica = é biunivoca entre ¢ \ { \'} € R? ou seja, C \\ {‘." } e R é um

isomorfismo (C \\ {N} = Rj,onde:

3 C\{N} —R
. a£
(z,y) — C(z,y)=u= :
l—y

Dai, segue-se que:

& R—C\ {N}

u — & (u) =(z,9),

onde:
z(u) = 3%
L . tbg—l -
y (.“') = ul41
LR R z\ _ fl=) rc R
109. Seja f diferencidvel, tal que: ‘f [:2 ) 2 paratodo ..Prove que: f é
linear.

A priori, vamos mostrar que:

Prova:

o z) _ fl=)
De fato, para n= L,temos: f (3) 2 ( hipStese ) Suponha vélido para T — Loy seja,



entdo, falta mostrar para .

Vejamos
Ty _ Lz \ 1 f(z) flz) N
Fz) =1 (‘) =gt =g 21
T E Eﬂ.
para todo .
Além disso, flo)=7¢ {g) = %fm] — f{u:] = U.

Agora, pela diferenciabilidade de f , temos:

‘ 0+128) — f(O° " (t€
Df{m.g:limf{ -7/ =1im“—“°}_

! t—0 t t—0 1

Portanto,
f (tn€)
o
Df (0) £ = lim "
ty = & —

Com " an ,donde, obtemos:

o FeE) L )

De sorte que: = é linear.

110. Seja B:EXF —G yma aplicagdo bilinear. SeB é uniformemente continua. Mostre que:

B=0
Prova:

B#0 (xo,y0) € E X F

Suponha que , entao, existe ! , tal que:



ag = |B (20, %0)| > 0.

— _ 1
zn=nzy [ y=(n+3)w
* E .
_ T, = NIy Y, = NYo
Assim, tomando-se: ,onde:

“n = (meyn:] ez, = (xzy:l]l vem:

1

lom — 7)) = ||(a:myn1—{as;:y;)||=H(mu.. (m—) yn)_(mmn)

T
— 3 _nyﬂ

o 1
1B (2n,yn) — B (x5, y5)| = ‘B (ni’u? (” + H) yn) — B (nzo, nyo)

‘ 0
Agora,

Usando o fato de que JE’!é uma forma bilinear, obtemos:

1 1
B (enwn) = Bl = |B (o0 700)| = |nB (o020 )|
1
= |n.—B (20, %)| = [B (20,%0)| > 0.

Logo,
1B (2, ya) — B (a, 4;)| 0.
Dito de outro modo, tem-se:
B =0, ouseja, B(zg,yg) =05 (zo,%) € ExF
111. ( Isomorfismo e espag¢o quociente)

. K ~ .
Seja T:U— Viyma transformacao linear. Mostre que:



Im (T) =~ U,/ Ker(T)

) onge U/ Ker (T) (T).

indica o espaco quociente de U por Ker

Sugestao:

¢: U/ Ker(T)—Im(T)
2] — @ ([2]) = T2

“') {besté bem definida

[z1] = [z2] = @ ([21]) = P ([a]) = Ty, = Ty
“-'i:] qjéinjetora
(112) ®

é sobrejetora por construgao.

112: ( Isomorfismo)

Prove que: ¢ (D l] ]Ié isomorfo a / (' : ”,isto é, C {[UF l]} = C [2'- 3] " Vale destacar que:
Cl [a"- b- ) = {f : [a‘ b] —R uma fungdo continua} :

Prova:

Com efeito, 2zz=3+—=0=zzr-2< l,entéo podemos tomar

T: C([0,1]) — C[2,3]
fr—  TH)=f(z-2).

E facil ver que T élinear ( Verifique!)
Provemos que T € um isomorfismo, por simplicidade fagamos o seguinte:

p: [2,3] = [0, 1]
T — -';(:ﬂ]l::f:—l

de modo anélogo, a inversa de * sera dada por:



Afirmagao 1: T é injetora

fo € Ker(T) o T 1fol (z) = (foop) () = 0

Seja ntao, , dai seque-se que:
fﬂm’“’".Portanto,
A a1
(foop)op™" =0.p7" = 0.
Dito de outro modo, temos:

foo (wop™') =fo=0

T

De sorte que: + é injetora.

Afirmagao 2: T é sobrejetora

Vg C([2,3]), It €C([0.1]): gop™" € C([0,1])

T (gop™") =go (¢ 'op) = g.
Portanto, Te¢ sobrejetora.

Por conseguinte, T & um isomorfismo. Além disso, podemos escrever de outra forma:

C([0,1]) =~ C[2,3].

113. ( Representag¢do matricial de um nimero complexo)



x - . z=x+yr . x
A representacdo matricial de um numero complexo Yt ¢ dada pela funcao

®:C— M (R) gnge:

Sejam <: W dois nimeros complexos, entdo, mostre que:
(2) P(z4+w) = (2) + P (w)
EE]‘T‘{ }— { .{u:]

(w05) z#0 @ (3)=[®(2)]""

() © é injetora.
Prova:

Vamos considerar {?,] e |[“')como triviais.

122
(2 ] Nesta caso, basta observar que:

x x 10
®(1) =P (14 0i) = [ ) l}:]Ig._

=
onde: I, € My (Ej é a matriz identidade do espaco de todas as matrizes de ordem 2 com entradas

em R. Desta forma é imeditato que:

(1) = b G) _ % (1) B(2) =T,

AP . . z==0 ., .
{” ,] é uma matriz invertivel, sendo: ?é .,além disso, nos da:

1 i N
P (—) = [®(2)]".
Z

O descrito acima nos diz que



1 1
Dito de outra forma, (z) que é a matriz do complexo * dada pela matriz inversa de ¢ (Zf].
797
(2v) Afirmagado : D¢ injetora.

Yz =x1+y1t e Vg = 29 + Yot e
De fato, = | LT Y =2 27T Y2 com <1572 = temos:

¢(21~]=¢(Zz‘]=}-[m] _yl}=[$2 —y;z]:}_{:c]=:r2 = 7 = 23.
' ' T Y2 T2 =1

De sorte que: D é injetora.

Remark 1 Poderiamos ter determinado o ndcleo (kernel) do homomofismo D g saber:

\ . \ o —Lo 0 0
Ker(®) = 70 =Tog+ Yol € C:P (z5) = =
(P) {/ﬂ 0o+ Yo (zo) [yn :r.;.] [U D]}
Lo = 0 .
= zg = 0+ 0z.
{ Yo = U 20 +
Portanto,
Ker ({b] = {Zﬂ =0+ Ui‘} = q‘é injetora.
114. Sejam 't cNez &, .. Zne Y1, Y2, Un s30 nUmeros reais,entdo, prove que:
-] i -
[:;f:]y] +332y2 +$71y71,] 5 {I% L I‘g + .- +'I:121) ) (yf +y§ L yﬁ)
( Desigualdade de Cauchy-Schwarz)
n
' 2
f(t)= Z (z; — ty;)
Prova: Ponha J= , entdo, temos:

T bt Y
F) = ) 2 -2 iy +£2) 3
i=l1 i=1 j=1

— A2 —2Bt+C >0,



A= ny B = Z‘Tiyi eC = Zi’f
=1 j=1 j=1

onde:

f(t)=At? —2Bt+C >0+« B? < AC.

(Bom) =(59) (59)

115. Sejam Ke Lcorpos. Uma fun(;:?noJ'E K — L chama-se um homomorfismo quando se tem

Portanto,

flat+y)=Fflz)+fly) e flzy) =f(z).f(y)

quaisquer que sejam CRUAS P‘.

“} Dado um homomorfismo J‘r K — L, prove que: f (U} =0

II”)Prove também que, ou flz)= Upara todo & € ﬁ, ou entdo, f (l'] e f é injetora.

Prova:

(2) com efeito, | (0F+0) =F(0)+ f(0)  ay £(0) =0,

f1)=0
FUD=f().fFO)— FOL-FO)=0—{ ou
'{'ﬁ-} Note que: f (L:] =1

Assim, teremos dois casos a considerar.

1° Caso: f (lj - Uneste caso: f '{‘T] =f (33-1:] =f (3:]' i (l} =f '{'f} 0=0.

Portanto,

2° Caso: fly=1lef é injetora.



v eK: flz)= — 7, =29
Afirmago: féinjetora: z1,2 € K@ f(21) = [ (22) L1 = I3

be K:b+# D,talque:

T T N . c
Suponhamos * ?é 2 ent3o, existe

|:$C] — I‘g} b=1
Agora,

=0

r— e — )
fllzr —22) b = f(z1 —22) f(b) =[f(z1) = f(x2)].f(B) =0

Por outro lado, temos:
fllzy—z9) = f(1) =1

Consequentemente comparando (1) e (2), segue-se o absurdo!

Visto que supomos *1 # Ty e, portanto, €1 = L2,

Isto é, fé injetora.

116. Seja f:Q_yt@um homomorfismo. Prove que, ou fl{:c*]

z€Qouf(z)=2x para todo T Q

f(1)=o0
FO=[fQF = ou
fy=1

Prova: ~ 7 ( problema anterior ).

Assim, teremos dois casos a analisar.

fl@)=Ff(z1)=f(z) f(1)=f(z) 0=0,Yz Q.

1° Caso:

2° Caso: f (lj - l,neste caso, teremos:

()z=n,neN n=> 0 ¢ f4cil ver que: (0)=0eZ

para

todo



+f(l))=nf(l)=n

FR)=fl+1+ . +1)=f()+Ff(1)+. ..
(i) z=m=-nn>0 meZ

O=f(n+(—n))=fn)+f(-n)=n+f(-n)= f(—n)=—-n=m.

Logo,
f(m)=m, Vo € Z.
(222) Observe que:
N Ty o 1\ 1
o) DT D
n n n n n
Logo,
1 1
-
n n

(w) =
1) =1 (rege 1) = (1) = (D) -5

De sorte que:

flz) =z Yz Q.

Iy & R . .
,eXlSte uma sequencia de

Observagdo: Se f ‘R—R € uma fungao continua, dado
racionais {r”]l da densidade de Q € R\Q em R,,tal que:

rn—2g e f(ry) =ra.

Agora, passando o limite e pela continuidade de f, temos:



117. Seja f:I—=R uma fungdo convexa no intervalo I, Se ay,as,

0.1]e) t=1
_-.r?t]__fg._....f Jj=l1

* "1 pertencem a , prove que:

FLY tiai ) <) tif (a))
j=1 j=1

Prova:

Vejamos, basta usando inducéo finita sobre 2.

r

('3') Para 't = 2, temos:

f (tiar + taas) t1f (a1) +t2f (a2)

|/

A
o+
"-..'_j
=)
[ =y

2
| Dt
j=1
(2) Suponha vélido para ™ ( hipdtese de indug3o) :

f Z:t_r'aj : thf(ﬁ_r']-
j=1

J=1

Entdo, falta mostrar para 7 -+ l.

De fato,



n+1 n

JF tha'_f = f tha_f + tnt1@nti

j= j=1

= thf (ﬂj] +t11+lf|{ﬂn—]]|
j=1

hipdtese de inducioe
n+1
j=1

Portanto,

n+1 n+1
f E .t_fa'j = E tjf'[ﬂ_f]-
j=1 J=1
118. Sejam L1, %3, - - - Tn € 11,02, ,0n ndmeros ndo-negativos, com
T
E L=t +t+.. . +i,=1
=] . Prove que:
i T
j = 73,
J=1 J=1

onde o produtdrio e somatdrio sao, descritos respectivamente por:

T

ti _ pt1 i t
| |:£J. =@y ... T
)

n
Z fi_f.l‘j =01x1 + tay + . .. + tpTy.
j=1

Prova:

N " — g
A luz do problema (A), tomando-se f (IJ € , temos:



ff:]ﬂ-] +t2ﬂ'2+---+tnﬂ'u E tlf (ﬂ-]j—fgf(ﬂg:] ++tnf|{an]|

<

tia1+iar+.. .+l

e tie® +tye®*? + ... 4t e

| J'"."'-

<

(Em:]h _ (Eng)tz o (E'ﬁ-n:]tr. < flEm n ng‘aﬂ 44 leE‘ﬂ“

o

e =x;,comj=12 ., n

Dai, fazendo ' """ obtemos:

(Ea] :]h _ {Emg ]Itz o {En“:]tn E tlEm L tge‘“ 4+ tne““

ty _ta t

Ty Xy ... X, t1x1 + oy + ... +Tpn.

De sorte que:

[1=7 <>t

j=1 j=1

. P2 2
119. Seja TR —R uma transformacao linear, definida por:

Pede-se:
“') Ker '{T) e dim Ker (T,]. T é injetora? Justifique.
“’E} dim Im (Tje uma base paraIm (T«].

Solugdo:

. T3 2
Seja T:R*—-R ,definida por:



T(z,y2z)=@y—2zy+2).
“) Afirmacado: T nao é injetora. De fato, o nucleo de T & descrito por:
Ker (T) = {(:r:_:.__ Yo, Zo) € R T (24, Yo, zo) = (0, U}} _

yg_.-:‘}:U

Yo+ 2, =10

T(Ia-. Yo Zo) = (yo — Zo, Yo T f:o) = (U U] — {

Yo = %0 = 0. Portanto,

Ker (T) = {(z,,0,0) € By, € R} = [(1,0,0)] .

a={(1,0,0)}

Segue-se dai que: Tnéo e injetora. Além disso, é uma base para Ker (T)e

dimKer '{T,] = L.
('i-ij Agora, pelo teorema do nucleo e da imagem, temos:
3=dimR® =1+ dimIm(T) = dimIm(T) = 2

A 2
(Tj cR . Assim, Im{T]' =R’

elm e, portanto, T ¢ sobrejetora.

(T): T (z,y,z) =y(1,1) + z (-1, 1j].

Vamos determinar os geradores para Im

(T) =[(1, 1), (=1, 1);

Dai, vem: Im

(-1, 1)}

. Como dim Im (TJ = 2_c,egtje.se que 3 - {{J' lj'

€ uma base para Im (T]I

120. Determine A : R? — R? gue é uma transformagao linear dada por: uma rotagao anti-horaria

de 2 rad seguida de uma expansao de fator V@ Destaque [A]

Solugao:



-R[r_-"i:-

R? - R
A= E(vﬁ] 0 Rf,-r_;'_” N Egyf'i}
R~
Assim,
Al = [E( V) © Riws’“] B [E(v’fl} [Ber)] =

(VR (3F)-6Y)

Desta forma, A na forma matricial, é dada por:
_ T 1 -1 x T—y
a(3) =03 ()-(5)

Alz,y)=(z—y.z+y).

Ou ainda,

. T 2
121. '{“) Seja F:U—TU uma transformacao linear, tanue:F —F+1I= U Mostre que: F

F'=I-F

é inversivel e que

Prova:

. T 2 _
Seja F:U—-T uma transformacao linear, tal que: FF—F+41= U'_,

F? - F4+I1=0=F-F'=]I=Fol—-FoF=1I

Com efeito,
:?‘FO(I_FJ:I.PortantO,F_] =I-F

: — ) _a
122. seja T : R? — R? yma 1.L. definida por: T (z,y) = (z+2y,—3y)

Determine seus autovalores e autovetores correspondentes.

Solugdo:



[ l ) :|
Com efeito, a matriz de T na base candnica é dada por: “ 1 ent3o a equacdo

caracteristica é descrita por:

P =det(A—2L)=| TN 2 m0— (12 (=32 =0

1° Caso:

Iy - 0 2 z\ (0 2y =10
maoamx—o— (8 2)(2)=(8)={ 20

—y=0. Logo, 0 autovetor é: 1~ T (L, D'],Com 7 U0u ainda,

Sy ={z(1,0) eR%: 2 # 0} =[(1,0)]

Procedendo de forma analoga, temos:

- 4 2 z\_ (0
Az_t;.m—ﬂz)-a’i—“:’(u U)(y)_(ﬂ)

Doy — g = lg = -2
= {4r+2y=0=y "I.Logo, o autovetor é: U2 — T (L, "e],com T # U,dito

2° Caso:

de outro modo temos:
Sy ={z(1,-2) e Rz +# 0} = [(1, —2)]

T : Msy(R) —R?

uma transformacao linear, definida por:

T(“ ED =(a+d,a—d b+c).

123. Seja

Pede-se:

(2) (7).

Ker 'IT) e dim Ker



(T)

II”}dim Im (Tjuma base para Im !

Solugao:

3
Seja T:My(R) — R yma transformacao linear dada por:

a b ‘
T[( . )] =(a+da—db+c).

?::] De fato, o nucleo de T ¢ descrito por:
Ker(T)=1{( ) cm R):T|( *° % \| — (0.0 0)
. Cp d[] h 2 - Cp dn N

[( a0 bo )] = (ap + do, ag — do, bo + co) = (0,0,0)
Com efeito, T

cg dp

ag +dog =0 {ag=dg=U
bg+¢cp =10 c = —bo
0 0 Portanto,
. B 0 b _ B 0 1
fxer(T]—{(_bD U)EMQ{R],&[.ER}—[( 1 U)]

T)=1

Segue-se dai que: T nao e injetora. Além disso, dimKer 'I

Hi) Agora, pelo teorema do nucleo e da imagem, temos:
4=dimM,(R) =1+ dimIm(7) = dimIm(7T) = 3.
Im (T) C R* e dim (R?) = 3.

Vamos determinar os geradores para Im (T) :



a b :
T(c d) = (a+d,a—d,b+¢)

= a(1,1,0)+d(1,—1,0)+5(0,0,1) +¢(0,0,1) .

Dai, vem: Im(Tj - :(li 1, U) ! (li -1, U:] ! (U" 0, l:] ! (UJ 0, 1)].Como dim Im (T} = 3',segue-

3 = {{J'a l'. U} 7 (J‘J _l: U] 3 {U U: J']} é uma base paraIm I:T]

se que

1

A - 2 2
124. Determine A:R°—R que é uma transformagc3o linear dada por: uma contracdo de fator 2

seguida de uma rotacdo anti-horaria de 2 rad .

Destaque [A] .

Solugao:
c 1
R? E RE
A= R(zz 0 C(%] N Riayz
R2.
Assim,
Al = [A=Re50C(p)| = [Bam] [Ca)| =

- 0

Ou ainda,



4

~ (:c—x/-‘_iy w/ﬁﬂf—y)
Alz,y) = 1 :

125. SejamF U—-VeG: VW transformacdes lineares, tais que:

Ker (F)= {0} e Ker(G) (Go F)={0}

- {U} .Mostre que: Ker

Prova:

uy € Ker (Go F) GoF)(ug) =G (F(ug)) =0

Seja ,entdo, ( e

Ker(G)={0}= F(ug) =0e Ker(F)={0} =y =0

Ker (Go F) = {0}

Portanto,

. T2 2
126. Seja T''R°—-R uma transformacao linear definida por:
T(z,y)=(z+y 1y).

Determine seus autovalores e autovetores correspondentes.

Solugdo:

n-[ ]

Com efeito, a matriz de Tna base canobnica é dada por: ,entdo a equacao

caracteristica é descrita por:

I—A 1

p(A)=det(A—AL)=| " " ,

=1
— 1 r=4

A=1,

=0=(1-X).(4-A)=0

ou sdo os autovalores. determinemos os autovetores corres pondentes.

1° Caso:



(A=AL) X = U=>(E la)(i)=(ﬂ)

Uz +2y=0
Or+3y=0

Logo, o autovetor é: v =z (1, U),comm 7& U,ou ainda,

S ={z(1,0) e R%z #£ 0} =[(1,0)]

Procedendo de forma analoga, temos:
—3 1 T 0
A:J,;(_q_uz)_gf:uﬁ( )( )=( )
2° Caso: 0 0 Y 0

Oz +0y=0 7 77 t,'g=:c(L__-‘i),coma?7éU,

Logo, o autovetor é:

dito de outro modo temos:

Sy ={z(1,3) e Rz # 0} =[(L,3)]



Problemas Resolvidos de Algebra Linear: Pensando Um Pouco Mais

ALFABETO GREGO:

A a(alta)
B 5 ( beta)
I' 7 (gama )
A 0 ( delta )
E € ( epsilon )
Z ( (zeta)
H n(eta)
© 0 ( teta)
I ¢ (10ta)

K r (capa)
A A (lambda )
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