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Introducao

O propésito deste texto é apresentar a ponte na linguagem entre Matemé-

tica do Ensino Médio e O primeiro ano na Universidade com Caélculos
1,2, Geométrica Analitica Vetorial e Algebra Linear, frutos das experién-
cias de décadas na Unicap e Poli com os amigos Cleto Bezerra de Franca,
Claudio Maciel ( poeta risadinha ), José Roberto Lessa e na Universidade
de Pernambuco-UPE-Escola Politécnica de Pernambuco Poli, com os ami-
gos citados anteriormente e professores da UPE-Poli e os amigos Prof. Dr.
Willames de Albuquerque Soares e Prof. Dr Sérgio Mario Lins Galdino. De-
vemos ressaltar que: O publico alvo sao: Professores de Matemética, alunos
da Licenciatura em Matemadtica, Bacharelado em Matematica, Engenharias
e Areas Afins.

Neste trabalho, estudamos problemas em diversos niveis de compreen-
sao; tentando colocar um Letramento Matemético de Mentalidade Crescente,
Criativa e Flexivel em temas bésicos do Ensino Médio; mas, préximo a lin-
guagem do Célculo Diferencial e Integral; bem como, Geometria Analitica
Vetorial e Algebra Linear.

Vale a pena salientar: buscamos dentro do possivel, resolver os problemas
com todos os detalhes; em alguns casos inclusive, fazendo comentérios.

O texto foi desenvolvido para que o aluno possa estudar sozinho e com se-
guranga ( conferindo nao apenas os resultados; mas, todo o desenvolvimento
légico operacional ).

No Capitulo 1, dedicado quase que exclusivamente as notagoes de todo o
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trabalho, destacando e corrigindo alguns erros comuns do Ensino Médio. No
Capitulo 2, vamos usar o Corpo Ordenado Completo com o nome bésico de
conjunto dos nimeros reais, denotado por R, sao definidas duas operagoes
que satisfazem aos axiomas ou postulados ( Veja ref [1] ), como consequén-
cia teremos véarias propriedades, sendo o conjunto com ordem dos elementos:
podemos trabalhar com produtos notéveis, fatoragoes e racionalizagoes, moé-
dulo ou valor absoluto, desigualdades, casos particulares de equacoes poli-
nomiais. No primeiro momento, as demonstracoes das propriedades podem
deixar para um estudo posterior, quando se sentir mais seguro e precisar mer-
gulhar; em dguas mais profundas: se tratando de letramento matemaético, se
volta e estuda as demonstracoes em detalhes. Ressaltando alguns aspec-
tos histéricos. Neste Capitulo 3 daremos enfase a funcao, alguns tipos de
fungoes, tais como: fungoes polinomiais do primeiro grau e casos particulares
e segundo grau, funcao ciubica, reciproca, raiz quadrada, raiz cibica, com-
posicoes de funcoes, funcoes inversas. Ressaltando que faremos esbocos de
graficos por translagoes e reflexdes de eixos. No Capitulo 4, vamos abordar
fungoes do tipo: pares e impares, injetoras, sobrejetoras e bijetora, com-
posicoes de fungoes, definindo a funcao inversa através da composicao de
funcoes, ressaltando que: a inversa serd definida usando a composicao, tendo
a composta da funcao com sua inversa o resultado a funcao identidade. Além
disso, deduzindo que se a funcao é invertivel, por conseguinte: a mesma serd
injetora e sobrejetora, 6bvio que a reciproca ou contra-positiva é trivial (
fungoes bijetoras sao invertiveis ). Para concluir o capitulo, voltamos ao tema
de fungoes exponenciais e logaritmicas ( destacando a exponencial de base "e"

por se tratar de uma fun¢ao exponencial, onde tem diversos fendmenos nat-
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urais que as utiliza como modelagem matemadtica: crescimento populacional,
infcgoes por virus, meia-vida de elementos radioativos ou decaimento radioa-
tivos, com fungao logaritmica modela situacoes de abalos sismicos, veremos
também como consequéncias da injetividade, crescimento e decrescimento
das fungoes exponenciais e logaritmicas, as equacoes e inequagoes exponenci-
ais e logaritmicas. Finalmente, no Capitulo 5, vamos abordar trigonometria
no triangulo retdngulo, fungoes trigonométricas: seno, cosseno, tangente,
cotangente, secante e cossecante, esbogos graficos das funcées um periodo
fundamental; outros graficos trigonométricos: usando translacoes e reflexoes
de eixos, as funcgOes trigonométricas inversas: arcoseno, arcocosseno, ar-
cotangente. arcocotangente, arcosecante e arcocossecante e seus respectivos
graficos,calculando alguns arcos particulares como exercicios. Salientando
que foi apresentado no Apéndice C um pouco da histéria de Gauss e os
Numeros Complexos identificando a forma algébrica com o par ordenado

z=a+ bi ~ (a,b), com a,b pertencente aos nimeros reais.
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CAPITULO 1

"...Essa forma de colocar a questao parece exigir uma explicagao
dos principios de nao contradicao, de razao suficiente ou determi-
nante, de escolha do melhor e de identidade dos indicerniveis..."
Ensaios de Teodiceia: Sobre a Bondade de Deus, a Liberdade do
Homem e a Origem do Mal. Editora Estacao Liberdade, 1* edigao,
2013.

G.W. Leibniz ( 1646 — 1716 )

"... Angela é doida. Mas tem uma légica matemadtica na sua

doidice aparente. E se diverte muito a escandalosa. Aguca-se demais
e depois nao sabe o que fazer de si. Que se dane. Entre o "sim" e
0 "néo" s6 ha um caminho. Escolher. Angela escolheu "sim". Ela
é tao livre que um dia serd presa. "Presa por qué?" "Por excesso
de liberdade." "Mas essa liberdade ¢ inocente?" "E." "Até mesmo
ingénua." "Entao por que a prisao?" "Porque a liberdade ofende.*
Um Sopro de Vida: (Pulsacoes), 8a. ed. Editora Nova Fronteira,
1978.




Clarice Lispector Escritora Ucraniano-brasileira ( 1920 — 1977 )

“Sempre me pareceu estranho que todos aqueles que estudam
seriamente esta ciéncia acabam tomados de uma espécie de paixao
pela mesma. Em verdade, o que proporciona o maximo de prazer
nao é o conhecimento e sim a aprendizagem, nao é a posse, mas a

aquisicao, nao é a presenca, mas o ato de atingir a meta."
Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855 )

"Nao se preocupe muito com as suas dificuldades em Matematica,
posso assegurar-lhe que as minhas sao ainda maiores."

Albert Einstein ( 1879 — 1955 )

Notacoes:
N={0,1,2,...,n,...} O conjunto dos nimeros naturais
z={..,-n,...,—2,-1,0,1,2,...,n,...} O conjunto dos niimeros inteiros

Q= {x =3:a0,b€EZ, b# 0} : O conjunto dos nimeros racionais
R\Q : Conjunto dos nimeros irracionais, ou seja, conjunto de todos os
nidmeros reais que nao sao racionais.

R : Corpo Ordeando Completo (O conjunto dos nimeros reais )

Rt ={z €R: z >0} O conjuntos dos nimeros reais positivos



R~ ={z € R:z <0} O conjuntos dos nimeros reais negativos.

v : Para todo ou quaisquer que sejam (Quantificador Universal )

é o A invertido, inicial da palavra all do inglés e allgemein do Alemao.
3 : Existe ( Quantificador Existencial )

3! : Existe um tnico

Se p, entdo, q (p = q), Lé-se: p implica em ¢

(p = q <~ q =~ p), Lé-se: p implica em ¢ é equivalente a,

nao g implica em nao p

p se, e somente se, q,(p <= q) pode se ler: p é equivalente a ¢
R=RTU{0}UR"

Ordem: z <y<= (y—xz) eERY <= y—2 > 0.

Nimero par a = 2k, k € N

a=2k+1,keN

m.d.c.(Ey, Ea, ..., E,) Mdximo dividor comum entre E, Fs, ..., E,.

M.H. = fi ( Média Harmoénica )
M.G. =, /xyy ( Média Geomeétrica )

M.A. = =¥ ( Média Aritmética )

Sejam x; > 0 com j =1,2,... e z; € R, as médias,no caso geral, temos:
1
MH. = —— -
E+E+ +
C n
n

( Média Harmoénica )

( Média Geométrica )

M.A. =
n

( Média Aritmética )
Vale o seguinte resultado:

1 1 +Tog+ ...+ Ty

<y < .
P e T1E2 e n = n
n

somatério de a;, j variando de 1 até n
j
(xn—1y0+xn—2yl +...+xy”_2+xog/"71> :

A medida que o expoente de
x decresce de n — 1 até 0. O mesmo ocorre com o expoente de y, s6
que na ordem inversa, ou seja, cresce de 0 ate n — 1.



(xn—lyo Ca Tyl oy g xow—l) :

A medida que o expoente de x decresce de n — 1 até 0. O mesmo ocorre
com o expoente de y, s6 que na ordem inversa, ou seja, cresce de 0 ate n— 1.
Além disso, os sinais sao alternados. Funcao definida por duas sentencas:
fungoes que sao dadas por " dois pedagos de tipos de funcoes diferentes"
Quociente de Newton

q(z) = f(x+h)_f(m),comh7é0

ou

h
0@) = T oz

A inclinagao da reta que passa pelos pontos distintos

Pz, f(x) eQ(x+h, f(z+h)

chamada posteriormente de quociente de Newton é de fundamental impor-
tancia para o Célculo.

g(w) = TV ZTD oz,

FGtB) — £

b, 4

Inclinagao da reta que passa pelos pontos distintos P (a, f (a)) e Q (z, f (z))
serd descrita por:

/(@)= fa)

= tgo =
q(z) = tga -



*

£ - f(@)

k J

O coeficiente angular da reta que passa por P (z1,y1) e Q (z2,y2) ¢ dada
por:

m:tga:u, To # X7.

T2 — X1

A

A J




Retas paralelas Ly : y = myxz+ky e Ly : y = mox denotaremos por Ly//Ls :

xw\
"
&
N C(1L,m; + k)
VY
A
Lty =myx
A0, k) B(1,m;,)

Retas Perpendiculares Ly : y = myx e Ly : y = mox denotaremos por
L1 J_LQ :




As retas s@o perpendiculares equivale a dizer:

Ll1S <— mrp.mg = —1.

Equagao da circuferéncia de centro C (0,0) e raio R = 1 ¢ dada por

Era i =1

Como consequéncia, tem-se:

cos? +sin?0 =1

4

b

B(0.1)
(cosd, send)
5 .
C(-10) 0 A(L0)
D0, —-1)



(@ )
Cuidado com
esse tipo de

operacao!!

1 1
—+
y x+Yy

1
—+
X

D]
/ J

Médulo ou valor absoluto, denotado por:
>
ol =a0.)={ %720

—z, v <0
é a distancia da origem O ao ponto X na reta.

d(0,X) = |x|

Vizinhanca aberta de centro xg e raio § > 0.

Vs (z9) ={z € X: |z — x| < 0}

r—2p] < <= Id<z-—zp<d<=zp—-d<ax<zp+0d
x € Vs(xg) <= z€(xg—0,20+90).
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n
2.
j=1
( Médulo do somatério de z; com 1 < j <n)
n
>l
j=1

( Somatério do médulo de z; com 1 < j<n)

n
ij =lz1+ a2+ ...+ xp
j=1

( Médulo da soma de 1, xa,...,%, )

n
D lzsl = lwa| + fwo| 4+
j=1

( Soma dos mdédulos de x1, xa, ...,z )
n+1 n+1
> owi| <> Il
Jj=1 Jj=1

( Desigualdade triangular generalizada )

n

chj = |x1.29 ... 2.

Jj=1

( Médulo do produtério de z; com 1 < j <n)
n
[T1esl = loal Izl .- bl
Jj=1

( produtério do médulo de z; com 1 < j <n)

n n

n+1

n n n
1= =TT z5@nra| = D] lwnsal = [Tl - [ensa] =
j=1 j=1 j=1 j=1

n+1

IT 11
j=1



Majoragoes:
|x] <M, Vz € A, diz-se que M é um majorante para A.

Problema:( Norma Euclidiana )
Seja © = (x1,x2,...,%,) € R", entdo, prove que:
2] < |lz]l < v/nM,
onde: M = sup {|z1],|z2|,. .., |z.|} para todo j =1,2,...,n.
Prova:

Basta notar que:

|z < Jlzf? = 23 + 23 + ... + 22,

tomando-se: M = sup {|z1|, |22|,...,|zn|}, vem:
n vezes

n
\:zcj|2§H:E||2:xf—i—x%—i—...—i—m%:Zx?§M2+M2+...+M2:nMQ,
j=1

paratodo j =1,2,...,n.
Portanto,
2] < o] < VM,

para todo j =1,2,...,n.

m.d.c. (p,q) méximo divisor comum entre p e q.
f(z) =anz™ + -+ a1z + ap um polinémio com coeficientes inteiros.
D(f) = A é chamado de dominio de f, denotamos por:

D(f) =Dy = A.
CD (f) =B ¢é o contra-dominio de f, descrito por:
CD(f) =CD; =B.

A funcéo é f (¢ a lei que diz o que fazer ) e ndo f (z) que é o resultado da
lei. A imagem de f serd representada por Im (f) e dada por:

Im (f) = {y € B:y=f(x), v €A},

O gréfico de f, denotado por G, é dado por:

Gr=A{(z,f(z)) e AxB:y=f(x)}

10



o gréfico de f é um subconjunto do produto cartesiano de A por B, Notagao:
Gf CAxB.

( C estd contido ou ¢é igual a ).

< menor do que ou igual a ( menor ou igual a )
> maior do que ou igual a ( maior ou igual a )
Esbogo do gréfico de f:

(x, f(x0)

f(x)

Imf

Dy

Guarde com bastante atencgao estes fatos:
(¢) De forma intuitiva, o Dy é a projecdo do gréfico f, sobre o eixo z e a
Im (f) é a projegdo do gréfico de f, sobre o eixo y.

() toda reta paralela ao eixo y, passando pelo x € Dy , corta o gréfico de
f em um unico ponto.

Zero da fungao f (z) = 0 ( Valores que corta o eixo x )

f é crescente:

Vay, 29 € D(f) 21 < 20 = f(x1) < f (z2)
f é decrescente:

Va1, 22 € D(f) 1 1 < zo = f(z1) > f (22)

Funcao ( transformacao) linear

11



Toda funcao ( transformacgio ) que satisfaz estas duas condigoes
chamamos de Linear

(1) V1,22 €R: f (21 +x2) = a(x1 + 32) = ax1 + axs = f (z1) + f (x2)
(6) Va e R, Vx; € R: f(ax1) =a(axy) = a(azy) = af (x1)

Esbogo grafico por translagoes de eixos (Significa deslocar o gréfico a direita
ou & esquerda para cima ou para baixo )

Sequéncia numeérica (a,) que converge ao nimero "e"

Seja
1 n
ap=|14+—-) — 2,718 =e.
n
entdo fazendo n = 1,2,3, ..., tem-se:!
a = (1+1)%*=2
2
ay = <1+2> — 92,25
13
as = <1 =+ 3> ~ 27 37

Dai, continuando com o processo, segue-se que:
1 n
an = (1+> —2,718...=¢e.
n

Cujo valor é aproximadamente

e ~ 2,718281828459045235360287.

1 n
an = (1+) —2,718...=e.
n
Cujo valor é aproximadamente

e~ 2,718281828459045235360287.

1O niimero "e" é uma constante matemdtica que é a base dos logaritmos naturais. Por

vezes ¢ chamado nimero de Euler (ndo confundir com a constante de Euler) em homenagem ao
matematico suico Leonhard Euler, nimero de Napier, em homenagem a John Napier,
nimero de Neper, constante de Néper, nimero neperiano, nimero exponencial e outros. A
primeira referéncia a constante foi publicada em 1618 na tabela de um apéndice de um trabalho
sobre logaritmos de John Napier. No entanto, este ndo contém a constante propriamente dita,
mas apenas uma simples lista de logaritmos naturais calculados a partir desta. A primeira
indicacgao da constante foi descoberta por Jakob Bernoulli, quando tentava encontrar um valor
para a seguinte expressao (muito comum no calculo de juros compostos):

an=(1+1) —2711828... =

12



sinxz = senz ( seno de x )

Periodo Fundamental :
fz+K)=f(z) YzeD(f)

o menor valor de K € R, K > 0 é chamado de periodo fundamental.

Im (g) : Imagem da fungéo g.
Composicoes de n fungdes f e fO =1 ( identidade )
ff=fofo...of, fol=lof=f e fO=1IL

n vezes

Guarde bem e nunca esqueca!

Obter a composta de duas fungoes f o g e go f, antes é necessério, obter
o dominio de existéncia, caso sejam possiveis.
Funcdo Inversa f~1 # % Inverso da funcéao: %

Cuidado com as Notagoes e simplificacoes:
Va+b+#/a+ b, coma,b>0

sin? (z) # sin (2?)

@)= (fof)(x)# f(2?)

FrA Y

sin (2z) # 2sin

Sn(2) £ gin 2

In® (z) # 2In (z) = In (2?)

In(a+b)#Ina+1nbd, Va,b>0

13



sin (@ 4+ b) # sina + sinb

Va2 +y? < Va? +\y? = [z] + Jy.

f(x)=a"e f'(z)=log, =

(¢) @ > 1: f & crescente:

Vi, z0 € RT 11y < 29 = log, x1 < log, x2.

y y =a* —
3 y=x
2
1 y = logg x
8 X
3 2 1 1 2 3
-1

(#4) 0 < a < 1: f édecrescente:

Vo, ERT 12y < 19 = log, z1 > log, x2.

14



Funcoes Exponencial e logaritmica de base natural e
f (z) = €® ( Func@o exponencial de base e )

15



f(z) =Inz =log, z ( logaritmo natural ou neperiano de base e )

y
2.0 y =log,x =Inx

1.0

0.0 X

-1.0

-2.0

-3.0

Em textos do Ensino Médio, é comum escrever logx = logipx.
No nosso texto, adotaremos a mesma notacao dos livros dos cursos de Célculo
sempre que o logaritmo de x for na base 10 serd escrito:

logy () = logyg .
Reservaremos a notagdo para logaritmo natural de x na base "e", pondo:
log, (z) = Inz.

Mudancga de base para logaritmos: Va,b,z € R" e a,b # 1, temos:

A prova desta propriedade ¢é algo bastante simples:

Seja log, x = y, entdo temos: x = bY. Assim,

log,

log, z =log, (bY) =y.log, b <y = g b’

De sorte que:

Algumas propriedades:

16



Usando a mudanga para base a do logaritmo dado, temos:

log,z 1 log,z 1

log,x x = .log, z, pois, log,a =1,

log,a*  k'log,a k
com z,a,k€R, z,a>0ea#1l.
Sejam z1,72,a € RT e a # 1, entdo tem-se:

(’L) loga (.’171{,62) = loga (xl) + loga (xQ)
(i0) log, () =log, (z1) — log, (z2).

Usando o Principio de Cavalieri para cdlcular as dreas do circulo e do
tridngulo, obtemos:

A base do tridngulo corresponde ao comprimento da circunferéncia de raio
"a" dada por: B = 2ma e altura H = a. Logo,
B.H 2ma.a 9

A (&) = — =, =7 ua (unidade de &rea).
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(cos@, sen0)

v

A(1,0)

sen(—0) L i
(COS(_G), sen (—9))

Raiz n-ésima ou de ordem n

Sejam a > 0,a € R, e n > 1 um natural
beERL>0:V"=a<+=b= {/a

b é a raiz n-ésima ( ou de ordem n ) positiva de a.

Observacao:
n _ —A—
a’ =a.a....a
e
a’® =1, a #0.

Algumas propriedades:

Sejam a € R, a > 0e m,n, k> 1, com m,n,k € N trés naturais,
temos entao que:

m

P. a™a®=amt" P o =a™ " Py (aM)'=am™"

P Xai=a% Py "Wak=¥a@ Py %/Ya= "a

18



Fatos:

Sejam a,b € R, a,b>0en >1,ne N um natural

(i) Ya. /b= Vab
(i) a<b<= Ya< Vb

Exemplos:
1. Va=v22=2i=2:=y2 2. 2<3<=V2<V3
3. 0. g3 = g10+3 — 413 4 %1; — gl0-3 _ 47

5. Vi=V22=V22=2 6. V2.V3=16

Funcgoes Pares e Impares:

[y

sen(@)f————> : (cos0,send)

L

A(1,0)

sen(—0) b !
(cos(—0),sen(—8))

(i) cos(—0) = cosf (#i) sin(—0) = —sind
Consequéncias:
(i) sec(—0) =sech (#4) cossec (—6) = — cossec

(ii7) tg(—0)=—tgh (iv)  cotg(—0)

19



Algumas notagoes sobre: Composicoes de Fungoes:

Definigoes:
f° = id (Identidade )

e
n vezes

——~
ff=fofo...of

Em geral, temos:

fog#gof
Gy
y
ry x = y
(a,b)

b= f(a) i
a=g(b) / / (b, a)

o a b ’

Vale a pena ressaltar que:

€ G(f)<=b=/(a)
— g)=glf(@)=a
— gb)=a

(a,b)

— (ba)eG(g)=G(f).

Uma diagramagao nos mostra:

()
y 4. X
N LS
fog Y

20



\f lg
gof X
(iii) Cuidado!
A
f

Funcgao exponencial

f: R— Rt
x—  f(z)=ad"

coma€R a>0ea#1.
Uma pausa para alguns questionamentos e comentarios:
Porqué das restrigoes a base a?

Uma resposta comum de alguns: queremos a fungdo exponencial admitindo
inversa. Ora, estamos definindo uma fungao, as retrigbes devem bastar em
si mesma. Vejamos de fato uma explicacao plausivel. A saber:

1. Na defini¢do o que aconteceria se ¢ = 17 A funcao é constante.

2. Sea< 0, ilustrativamente, escolha a = —2, entao,

Observe que:

i(3) = (22=v=

2

()
SN

Dai, segue-se que: f nao define uma funcao.

I
—
|
[\)
~—

N
I
IS
—
|
[\)
N~—
N

1 Metodo de Redugao ao Absurdo:

A prova por redugado ao absurdo, consiste em:
P = @ <~ Q N P = Contradicgao.

Logo,
~ (~ Q) = Q é verdadeira

Vejam referéncias [2] e [6].
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2 Notacoes para fungoes trigonométricas

1. Funcao cosseno:
f(x) =cosx

2. Funcao seno:
f(z) =sinz = senx

3. Funcao tangente:
flx) =tgx

4. Funcao cotangente:
f(z) = cotgx

5. Funcao secante:
f(z) =secx

6. Funcao cossecante:

f (z) = cossecx

3 Notagoes para funcoes trigonomeétricas inver-
sas:

1. Fungao arcocosseno:
f(x) = arccosz

2. Funcgao arcoseno:
f(z) = arcsinz

3. Funcao arcotangente:

f(x) = arctgx
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4. Funcao arcocotangente:

f (x) = arccotg

D. Funcao arcosecante:

f (z) = arcsecx

6. Funcao arcocossecante:

f () = arccossec x

4 Apéndice A

1. Dividir um ntmero "a" em partes x1, o,..., T, proporcionais a:

ai,as,...,a, € R, tais que: x1 + 22 + ...+ z, = a. Prove que:

aa aa aa
Tl =, Ty = 2 €Ty = .

E a;j E aj E aj

j=1 j=1 j=1
Prova:
Com efeito, x1,x2, ..., z, ¢é diretamente proporcional a ay,as,...,a, € R,
com que:

n
1+ x0+...+ 2, = E Tj = a.
j=1

Entao, tem-se:

X1 o ire
—=—=...=—=B8B.
ai az an
Consequentemente, temos:
xr1 = Ba1
— n n
o = Ba2 B a B
e E "L‘J = E a‘] — S =
: j=1 j=1 a
Tn = Bay, J
Jj=1
Dali, segue-se que:
aa aa aa
X1 = 1 , T2 = 2 y € Tp =4
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2. (Projegao Estereogrdfica ¢ & biunivoca entre C'\ {N} e R)
Escreva as esquagbes paramétricas da reta que passa pelos pontos N (0,1) e
@ (u,0) no plano. Mostre que, além do ponto N, essa reta corta a circunfe-
réncia C : 22 + y? = 1 no ponto (z,y), onde z = ug—il ey = Zz—_ﬁ Em
seguida, escreva as equagdes paramétricas da reta que passa por N (0,1) e
pelo ponto P (x,y) da circunferéncia C : 22 + y? = 1. Mostre que esta reta
corta o eixo das abcissas no ponto £ (P) = (u,0), onde u = . A fungao
£:C\{N} — R, definida por

T
=1

§(P)=¢&(zy) =u

i

estabelece uma correspondéncia biunivoca entre C'\ {N} e R, cuja inversa
&t . R—C\{N}
u & (u) = (2,y),

tal que:

u?—1

Y (u) = u2+1

A funcéo £ chama-se a projegao estereogrifica de C'\ {N} sobre R, e sua
inversa fornece uma outra parametrizagao da circunferéncia ( exceto o "polo
norte" N) por meio de fungdes racionais.

Prova:
Projecio Estereografica ¢ e sua inversa £ em R2.
A equacao da circunferéncia dada por C : 22 + 9% =1

(¢) A equagao da reta L que passa por N (0,1) e Q (u,0), é dada por:

X (t)=(z(),y (), onde: { zg):lojb?’t
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sendo v = (a,b) = NQ = (u,—1) a dire¢éo de L.
y(t)) = (ut,1 —1t), onde:

x(t) =ut
{ y=1—1 (0
Afirmagao: LN C = {P}, onde:

P(z,y).

Com efeito, u2t2 + (1 — t)* = 1, entdo, temos: (u?+1)t* =2t =0.
Portanto,

2
t:00ut:u2+1 (I1)
Agora, levando (IT) em (I), obtemos:
_ 2
€T = u;il
Y=z
2_
De sorte que: P (z,y) = (ugil, Z%%) .
(77) A equagao da reta que passa por N(0,1) e P (uf—il, %) cujo vetor

. - .
diretor é vg = NP é descrita por:

I { Ty = 0+ 7u222:b~1t
Yo=1— gt
Agora, L corta o eixo zz em @ (xg,0) .
Portanto, ¢ (P) = & (z,1) = (u,0),
fox(t)=ut
ondeL.{ y=1—t
Consequentemente, vem:
A Projegao Estereografica £ é biunivoca entre C'\ {N} e R, ou seja, C\ {N}
e R ¢ um isomorfismo (C'\ {N} ~R), onde:

—y=1-1=c=(1-yu=u=15,y#1L

£ : C\{N} —R

x
1—y

(:U’y) — §(m,y):u:

Dali, segue-se que:
&0 R—C\{N}
u — & u) = (z,y),

onde:




3. ( Projegao Estereografica )

Sao necessdrias duas cartas locais no minimo para cobrir a esfera. Além
disso, tem-se: um difeomorfismo local ( Néo se preocupe com este

nome sofisticado, tudo isso estudardo ao longo dos cursos de Calculo )
Considere S% = {(x, y,2) ER3 2% +y? + 22 = 1} esejam N (0,0, 1), tal que:

X; R S\ {N}
(u,v) — X1 (u,v) = (x,y,z) .

A equagéo da reta & que passa por N (0,0,1) e P (u,v,0) na diregio NP, é
dada por:

£E:X=(0,0,1)+(u—0,v—0,-1)r & X = (ur,or,1 —r). (I)

Agora, a interseccao da reta & com S? é descrita por:
{ X = (ur,or,1 —1)

2,2 22 2
2yt +2=1 = u’r? +v°r* + (1 —r)° =1 e, portanto,

2
=0 == II
r our 2ol (I1)
T = e
Decorre de (I) e (IT) que: Xy (u,v) = (z,y,2), onde: ¢ Yy = %
_ u2+1}271
z="

Observagao 1: A aplicacao inversa de X; (Xfl = 7r) é chamada de
Projecao Estereograéfica.

Xit=7 SN {N}— R?
(ac,y,z) — Xfl (SC,y,Z) = (u,v>

(1) A equacgdo da reta v que passa por N (0,0,1) e Py (z,v, 2) na diregdo do
—
vetor NPy = (z,y,z — 1), é dada por:

'y:XO:(Oﬂ,l)—l—(m,y,z—l)t@X:(xtyt,l—i—(z—l)t).

(#4) A intersec¢do da reta vy com o plano « : z = 0, produz o seguinte
resultado:

_ _ 1
Il+(z-1)t=0=1t= 7=, comz#1.

Assim,
z Y T Y
Xg = —_— ~ = .
0 (12’12’()) (12’12) (u,v)

T SN AN} — R?
(w,y,z)+—> W(xvyaz):(lfz’%)'

Logo,
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Observagao 2: Serd estudado em Algebra Linear: O R? é isomorfo a
qualquer subespaco vetorial U de dimensao 2 do R3. Sugestdo: Por
simplicidade tome T (z,y) = (z,y,0) é trivial que T ¢ um isomorfismo.
Vale ressaltar que: podemos fazer a seguinte identificacao

(z,y) ~ (2,9,0).

( N&o se preocupe com este nome sofisticado )

5 Fazendo Médias: Harmonica, Geométrica e
Aritmética

George Pdlya nasceu em Budapeste (em hungaro: Pélya Gyorgy ), Austria-
Hungria, de pais asquenazes, Anna Deutsch e Jakab Pélya que, posteriormente,
se converteram ao catolicismo romano em 1886. Embora seus pais fossem reli-
giosos, Pélya foi batizado na Igreja Catélica Romana e, posteriormente, tornou-
se agnoéstico. Pélya morreu em Palo Alto, Califérnia, Estados Unidos.

George Pdlya, foi um matemadtico e professor de 1914 a 1940 no ETH Ziirich
na Suica, e de 1940 a 1953 na Stanford University. Pdlya permaneceu como
professor emérito de Stanford o resto de sua vida e carreira. Trabalhou com uma
variedade de tépicos matematicos, incluindo séries, teoria dos nimeros, anélise
matemadtica, geometria, algebra, combinatéria e probabilidade. T ambém é
notédvel sua contribuicao para a heurfstica em educagao matemaética.

Wikipédia, a enciclopédia livre. ( Consultado em 18 de outubro de 2022 as
11h 45min )

A belissima demonstragao, a seguir, se deve a ele.

Problema;

Sejam x1,xs, ..., T, nimeros reais positivos, prove que:

n r1+xo+ ...+

T T — < {/r1.w2... 2y < ! 2 Ly
Pl pls MRS
1 T2

T

n

Sugestéo: Use o fato de que:

e*>14+z,z>0.
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M —_

y = xtl

Prova:

Basta observar que:

comj=1,2,...,ne

Vejamos

]
IV IV

®
Y

- An

Logo,

A> Yr1.xe ... Ty < YT1.T9...T, <

r1+x0+ ...+

A primeira desigualdade é imediata, de fato:

n

1 1 1
1 1 1 (71+§++7n)
< .

T1 Ta  Tn n
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Ou ainda,

1 +To+ ...+ xp

6 Algumas Normas em R":

Este tema, em geral, é abordado de forma detalhada, nos cursos de Geometria
Analitica Vetorial.

(1) Norma Euclidiana:

||x|\:\/m%+x§+...+x%:

(#4) Norma da Soma:
n
lzlls = lza] + el + ..+ |zal = Y Ja]
j=1

(7i7) Norma do méximo ( ou supremo ):
2]l oo = sup {laa], |22f, .. [2nl}

( Em espagos de dimensdo finita todas as normas séo equivalentes ), em
particular, em R"™, temos:

2]l < llll < ll2lls <n 2l -
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7 'Translacoes e Reflexoes:
A Translacoes

1 =f(z) = y2=f(z—k)

(7) k> 0: deslocamento a direita  (i7) k < 0 : deslocamento & esquerda

Exemplos:
1. f(z) =23
y A
y=x’
0 "X
2. f(z)=(z—1)°
y
y=(x-1)°
0 1 .
X

30



yll
/1
"1 0 "
y=(x+1)3
JE
y
y=vx
0
ve—1
yi
0
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6. f(z)=vVo+1=z—(-1)

yA

-1 0

B Translacoes

1 =f(x)=ya=f(x)+k

(i) k > 0: deslocamento para cima (i) k < 0 : deslocamento para basixo

Exemplos:

lyr = f(x)=(z— 1)2
y
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Loyp=f(z)-1=(@-27°-1

]\f/
-1

A Reflexao em torno do eixo y:
yi=[f(z)=y2=f(-2)
Exemplos:

Ly =f(z)=V=

y
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B Reflexao em torno do eixo z :

v =f(z) = y2=—f(2)

Exemplos:
Lyi=f(2) =z
y
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f@) =2

3.1

r 3
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4 yp=—f(2) = —2?

37



Alfabeto Grego:

~N o~ —

delta )
epsilon )
zeta )

~

ELexX 90T NADJ oM >33 >IN =2 @R

ota )
capa )
lambda )
()
nu )

ksi )

TN N e N N
=+
@
=+
Q
—

LQEXEKBMTHONZZzZERTOoODNTD AW >



CAPITULO 2

A Méxima de George Pélya
“Nao se pode fazer Matemadtica sem sujar as maos”.

George Pdélya Nasceu em Budapeste
(Hungria) (1887 — 1985)

"O luto é o preco do amor"

Ciéncia de Dados
A habilidade de trabalhar com, entender e usar dados tornou-se uma habilidade essencial
na vida e uma exigéncia para um grupo de trabalhos e carreiras que estao se expandindo.
Os dados estao por toda parte. Noventa por cento dos dados do mundo foi gerado nos ultimos
dois anos (Marr, 2018).

Neste capitulo, vamos usar o corpo ordenado completo com o nome bésico de conjunto dos
numeros reais, denotado por R, sao definidas duas operacoes que satisfazem aos axiomas ou
postulados ( Veja ref [1] ), como consequéncia teremos varias propriedades, onde: no conjunto se
tem ordem dos elementos: podemos trabalhar com produtos notdveis, fatoragoes e racionalizacoes,
moédulo ou valor absoluto, desigualdades, casos particulares de equagoes polinomiais. Num primeiro
momento, as demonstragoes das propriedades podem deixar para um estudo posterior, quando
se sentir mais seguro e precisar mergulhar; em dguas mais profundas: se tratando de letramento
matematico, se volta e estuda as demonstragoes em detalhes. Ressaltando alguns aspectos histéricos.



1 Aspectos Historicos

Fragoes simples foram usadas pelos egipcios por volta de 1000 a.C.; o védico "Shulba Sutras"
("As regras dos acordes") em, cerca de 600 a.C., incluiu o que pode ter sido o primeiro "uso"
de nimeros irracionais. O conceito de irracionalidade foi implicitamente aceito pelos primeiros
mateméticos indianos desde Manava (750—690 a.C.), que sabiam que certos nimeros como v/2 e V61
nao podiam ser exatamente determinadas. Por volta de 500 a.C., os matematicos gregos liderados
por Pitdgoras perceberam a necessidade de nimeros irracionais, em particular a irracionalidade
da /2 (raiz quadrada de 2.)

A Idade Média trouxe a aceitacdo de niimeros zero e dos nimeros negativos, inteiros e fra-
ciondrios, primeiro pelos matemédticos indianos e chineses e depois pelos matemaéticos drabes, que
também foram os primeiros a tratar nimeros irracionais como objetos algébricos, o que foi possivel
gragas ao desenvolvimento de dlgebra. Os mateméticos drabes fundiram os conceitos de "nimero"
e "magnitude" em uma ideia mais geral de nimeros reais. O matemdtico egipcio Abu Kamil
(850 — 930 a.C.) foi o primeiro a aceitar nimeros irracionais como solugoes para equagdes quadrati-
cas ou como coeficientes em uma equagao, geralmente na forma de raizes quadradas, raizes cibicas
e rafzes quartas.

No século XV I, Simon Stevin criou a base da notagdo decimal moderna e insistiu que nao
havia diferenga entre nimeros racionais e irracionais a esse respeito. No século XV II, Descartes
introduziu o termo "real" para descrever as raizes de um polinémio, distinguindo-as das "imagi-
narias".

Nos séculos XVIII e XIX, houve muito trabalho sobre nimeros irracionais e transcendentes.
Johann Heinrich Lambert (1761) deu a primeira prova falha de que 7 ndo pode ser um ndmero
racional; Adrien-Marie Legendre (1794) completou a demonstragido e mostrou que 7 néo é a raiz
quadrada de um ndmero racional. Paolo Ruffini (1799) e Niels Henrik Abel (1842) construiram
provas do teorema de Abel-Ruffini: que afirma que as equagbes gerais de grau cinco ou superior
nao podem ser resolvidas por uma férmula geral que envolve apenas operacoes aritméticas e raizes.

Evariste Galois (1832) desenvolveu técnicas para determinar se uma determinada equagao pode-
ria ser resolvida por radicais, o que deu origem ao campo da teoria de Galois. Joseph Liouville
(1840) mostrou que nem "e” nem "e?” podem ser a raiz de uma equacio quadrética inteira e, entdo,
estabeleceram a existéncia de niimeros transcendentes; Georg Cantor (1873) estendeu e simplificou
bastante. Charles Hermite (1873) provou que e ¢ transcendente e Ferdinand von Lindemann (1882)
mostrou que 7 é transcendente. A prova de Lindemann foi muito simplificada por Weierstrass
(1885), sendo ainda mais por David Hilbert (1893) até que, finalmente, foi tornada elementar por
Adolf Hurwitz e Paul Gordan.

O desenvolvimento do célculo no século XV IIT usou todo o conjunto de nimeros reais sem
defini-los de maneira clara. A primeira defini¢do rigorosa foi publicada por Georg Cantor em
1871. Em 1874, ele mostrou que o conjunto de todos os nimeros reais é nao enumeravel, mas
o conjunto de todos os nimeros algébricos é enumerdvel. Ao contrario das crencas amplamente
difundidas, seu primeiro método nao foi seu famoso argumento diagonal, publicado em 1891.

(Wikipédia, a enciclopédia livre.).



2 Estrutura, Ordem e Completeza de R

Adicao: + :RxR—R e Multiplicacao: -:RxR —R
(z,y) —z+y (z,y) — -y
Axiomas

1 Associatividade: (i) z+ (y+2)=(x+y)+2z e (it) z.(y2) = (v.y).2

2 Comutatividade: (i) z+y=y+z e (i) z.y=y=zx

3 Elemento Neutro: (i) x+0=2xz e (6) zl=zx

4 Elemento Inverso: (i) z+ (—z)=0 e (i) Vx € R.,comz #0,Jz7 1 e R: 227t = 1.

5 Distributividade: z (y + z) = z.y + z.z, Va,y, 2z, € R.
Observacao:

Algumas notagoes:
V = Para todo ou quaisquer que sejam e 3= Existe

2.1 Algumas consequéncias do corpo R

i) Lei do Cancelamento:

Ve,y,z,€R: (a)y+rz=y+z=z=2 (b)yrx=yzcomy#0=— 2z =z

Prova:
(a) Com efeito, Vy € R: 3(—y) € R: y + (—y) = 0. Entao,

y+tr=y+z=[y+(yl+z=y+(-y)]+zr=z==2

(b) Basta notar que: Vy e R:y # 0, Iy L eR:y ly=9yy 1 =1,

e, portanto,
Yxr =y.z = (yil.y) xr = (yil.y) =T =2z
ii) Vo2 € R: (a) 2.0 =0 (b) Yz, y € R: (—x).(~y) = zy.
Prova:

(a) Com efeito, .0 =z (04 0) = 2.0 + .0 ¢ .0 = 2.0 + 0. Dai, vem:

z04+20=20+0= 2.0=0.



() (=) . (-y) = zy.

Prova:

Nao faremos uma prova; e sim, apenas uma ilustragao grafica, a saber:
As dreas limitadas pelos dois retangulos 4; = z.y e Ay = (—z).(—y) s@o
iguais, visto que: As foi obtido por reflexdo em torno da origem do retan-
gulo A; e, portanto,

.y =(-z).(-y)

A

y

X A1 =xy

Ar=(x)(y) |Y

iii) Ve,y e R:z.y=0=z=00uy=0.

Prova:
De fato, Ve € R: 2 # 0,3z7' € R: 2~ 'z = z.2~! = 1, por conseguinte,

obtemos:
1

zy=0= ({L‘_ 33) Y= (x_l.x) O=y=0
Analogamente, Vy € R:y # 0,3y~ € R: y~ Ly = 1, temos:

yr=0= (y_l.y) X = (y_l.y) O=z=0
Decorre de (1) e (2) que: z =0 ouy = 0.

iv) As equagdes
at+txz=b e ax=0b,

esta dltima com a # 0 tem solugao unica.

Prova:
at+x=0b

Existéncia



De fato, w = b — a € uma solugao. Visto que:

w+a=(b—-a)+a=b+[(—a)+a] =0

|
Unicidade
Agora, suponha que w também é solucdo, entao, temos:
a+w="> _ _
{ at@=b —atw=a+w.
Logo, w = w. ( unica) |
Prova:
ax =b.
Existéncia
De fato, £¢g = a~'b é uma solucdo. Visto que:
arg = a. (ailb) = (a.ail) b=10.
|
Unicidade
Agora, suponha que Ty seja outra solugdo, entao, temos:
ato =b = arg=aTo —> To =T
aZo = b 0 = aTo 0 = Zo-
Logo, xo = Zp. ( tnica) |
2.2 Axioma de Ordem
Existe em R um subconjunto R*, com as seguintes propriedades:
(i) Vz,y € R, tem-se: (z +y) € RT e (z.y) € RT,
(i4) Dado = € R. Entdo, tem-se: € RT ou z =0 ou —z € RT ( tricotomia )
onde: Rt = {z€R: z>0}eR™ ={ze€R: —zecR"} sdo respectivamente, os conjuntos

dos nimeros reais positivos e negativos.

Observacao:
R=RTU{0}UR".



reERT<—=2>0<= (—2)<0<= (—z)eR".

d(0,X) = |x|

2.3

Ordem: z<y<= (y—xz) ERM <= y—2>0

Propriedades
(1) Transitiva:
r<yey<z= 1<z

Prova:
De fato,
<y (y—z) e RT
e = e = (z—2) Rt <=2z > 1.
y<z (z—y) eRT

(i4) Monotonicidade:

(a) z<yeparatodo z€E R=z+2<y+ 2.
Prova:

Basta notar:

<y (y—z) e RT
e <~ e
zeR z € R.



Logo,

(y+2)— (z+2)] ERT <= y+2>a+=2

b)r<yez>0=z.2<y.z

Prova:
Com efeito,
T <y (y—z) e RT
e — €
z2>0 z€RT

(O)r<yez< 0= xz.2>y.z

Prova:
Com efeito,
<y (y—z) e RT
e < e
2<0 (—2) e RT
Exercicios:

E1) Vr € R, 2 # 0, tem-se: 22 > 0

Prova:
Basta considerar dois casos

1° Caso: £ >0

= (yz — 22) € RY = yz > z2.

= (22 —y2) ERT <= 22 > y2.

zeRt <<= gz =22 Rt < 2% >0.

Analogamente, temos:
2° Caso: z <0

(—z) ERT <= (—2).(—2) =2? € RT <= 22 > 0.

De sorte que:

z2 >0, Vz eR,z #0.

Es) Va,y € R, z,y > 0, prove que:

Az <y= 2% <y>



Prova:

De fato,
<y (y—z) e RT
e = e :>(y2—x2)eR+<:>y2>x2.
x,y >0 (y+z) e RT

Destacando : (y —x).(y +z) = y? — 22

( serd provado posterioremnte )
11

Blo<y=0<y <3

Prova:

Basta observar:

z<y (y—z) eRT .
e — e :>(y )eIRi+
z,y >0 %yeR* Y

Portanto,

— 1 1 1 1
(y x)z(—)e]Ri+<:>0<<.
zy Y Yy Yy x

C) Determine z € R, tal que: 5z + 3 < 2z + 8.

Solugao:

5x4+3 < 2048<=5x+(3-3)<2z+(8—3)
<— br<2x+5<=dbr—2xr<5<=3x<5>H

5

<= —.

x<3

D) estude o sinal da expressao: y =z —4
Hr—4>0<=z>4
i



esbocando o gréfico, y = z — 4, temos:

y

'

 J

D) Seja a um nimero inteiro. Prove que:

(i) a é impar= a? também ¢é fmpar.

(ii) a & par=> a? continua par.

Prova:

() Seja a = 2k + 1 um nimero inteiro impar, entao, temos:

a? (2k +1)% = 4k? + 4k + 1
2(2k* +2k) +1=2n+1,

comn =2k*>+2kcZ.
Logo, "a?" ¢é fmpar.

(#4) Analogamente, se a = 2k é par, tem-se:
a? = (2k)° =2 (2k?) = 2ny, onde: ny = 2k,

e, portanto, "a?" continua um nimero inteiro par.

2.4 Fatoracao

Dizemos que uma expressao E estd na forma fatorada, se existem FEq, Fs, ...



com m.d.c.(Ey, Ea,..., E,) =1, tais que:
E=FE .E. .. E,.
Exemplos:
1. Fatore: B = 23 — 222 — 2 + 2.
Solucao:
Basta notar que:

E = 23-202 —24+2=22(2—-2)— (z—2)
= (z-2)(z®-1)=(@2-2)(z-1)(z+1).

2. Fatore: E = A2 — B2.
Solucao:

Observe que:
E=A?-B?=(A-B)(A+B).

( Serd provado em seguida )
3. Fatore: E = 23 + /3.
Solucao:

Com efeito,
E=2"+9"=(x+y) (2> -2y +¢°).

Serd provado em seguida, com os axiomas do conjunto dos niimeros reais.
4, (i) Fatore: E = (z + h)* — (z — h)>.

Solucao:
E = A>-B*=(A-B)(A+DB)
= (@+h)’—(z-h)?
= [@+h)—(z—=h)].[(z+h)+ (@ —h)
= 2h.2z = 4zxh.

10



(ii) Seja f (x) = x2, supondo h # 0, calcule e simplifique:

fleth)—flz—h)
h

Solucao:
Com efeito, f(0) = (O)?, f(x+h) = (x+h)* e f(z —h) = (z — h)*, entdo,

temos:
fx+h) —fx—h) (z+h)?*—(x—h)?* 4zh

= = — —A4zx.
h h noo
2.5 Produtos Notaveis
Py) Vx,y € R, temos: (x + y)2 =22 4 2zy + 32
Prova:
Facilmente, temos:
(@+y)? = @+y@+y) =z@+y +y@+y)

= 2?2 +ay+yr+y? =22+ 2zy + 4>

Portanto,
(z+1)* =2+ 2ay + .

A drea do quadrado da soma de dois termos, pode ser interpretado como so-
ma das 4reas de dois quadrados xz2e 32 conjuntamente com as dreas de dois

11



retangulos zy + yxr = 2zy.

Py) Va,y € R, temos: (z —y)? = 22 — 22y + 32

Prova:
Com efeito, temos:

(z-9)° = @-Ye-y=a@—y -—y@-y)
= 2 —ay—yr+y® =2? - 2oy + o>

De sorte que:
(z— y)2 = 2% — 2zy + o2

12



r

- X >

) xX—y y y
x—=y x—y
I | x
y y
¢ A
X—y v
“ X >
(x —y)* =x? —2xy + y*
x y

P3) Y,y € R, temos: (z —y) (z +y) = 22 — 32,

Prova:
De fato,

z(x+y) —yx+y) =2°+zy —yz —y°.

= X fay—yr+y? =2 — 4>

(z—y)(z+y)

De sorte que:
(z—y)(z+y) =2" —y*



@ )

Atencao!!

(x +y)?% # x? + y?

Exemplo
(3+5)% # 32 +52

Justificativa

(3+5)2 =82 = 64

@ 32452=9+25=34
/

Observagao: Se z # y, entdo, temos:

-y’ (@-y)(z+y)

=z+yl

r—y r—y
Aplicagao:
Calcule a expressao e simplifique, com h # 0 :

(x + h)? — 22
h
1° modo: (z + h)* = 22 + 2zh + h2. Assim,
(x+h)?—2? 2?4+ 2zh+h?*—2* 2zh+h*  h(2z+h)
N h N h N h

= 2z +h.

14



2° modo: (z+h)> — 2% = [(z + h) — z] [(z + h) + z]. Dai, vem:

(x+h)?2—22  h[(x+h)+1]

= = 2 h.
5 5 T+
Py) Vz,y € R, temos: (z —y) (22 + zy +y?) =2 — 3.
Prova:
Com efeito,
(z—y) (®+ay+y®) = z(@®+ay+y?) —y(@® +ay+y°)

= B2yt oay?—yr? — oy — P

= 2° -y’

De sorte que:
(x—y) (@® +ay+y°) =2° —y°.

Observagao: Se z # y, entao, temos:

d—yP (x—y) (2 +ay+y°)
r—y z—y

:a:2+a:y—|—y2.

Ps) Vz,y € R, temos: (z+y) (22 —zy +y?) =2 + 5.
Prova:

Com efeito,

z (2 —zy+y?) +y(2° — 2y +v°)
2 — a2y 4 oy 4 ya? — oy 4o

= 2% 4yl

(z+y) (a® — 2y +9°)

De sorte que:
(x+y) (2° -2y +y°) =2° +°.

Observagao: Se = # —y, entao, temos:

2yt (w+y) (2 —ay+ 92
v _ (@) ( y y):$2_xy+y2.
T+y T+y

15



Aplicacao:
Calcule e simplifique, com h # 0 :

(x+h)® — 23
h

1° modo: (z + h)® = 23 + 322h + 3zh? + h®. Assim,

(x+h)?—2®  2®432%h+ 3zh? 4+ P — 23
h B h
_ 3a®h+3zh*+h®  h (322 + 3zh + h?)
- h o h

322 + 3zh + h2.

2° modo: A% — B® = (A — B) (A? + AB + B?). Assim,
(x+h)* — 23 =[(x+h) — 2] [(m +h)?+(z+h)z+ I2:| . Por conseguinte,
obtemos:

(z + h)? — 23 h{(:c—l—h)z—I—(:c—i—h)x—i—xﬂ

h h
= (@+h)?*+(x+h)z+a>

Para facilitar a compreensao, vamos mostrar que:
(z+h)? + (x4 h) z + 2 = 32% + 3zh + h%.

De fato,

22+ 2zh + h? + 22 + zh + 22
= 323+ 3zh + h2.

(z +h)* + (z + h)z + 2*

Problema

(A) Sejam z,y nimeros reais positivos. Prove que:

Prova:
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Sejam z,y € R, tais que: z,y > 0, temos:
r<youzr=youx>y.
Em quaisquer dos casos, tem-se:

(gc—y)2 > 0= 2 +y? > 2oy < 22 + 22y + ¢ > day

2 / 2
— (x+y)224xy<:>xy§@<:>\/xy§ W@megx—;yﬂ)

Por outro lado, temos:

T1 s+ 2 1
-- < —= — <
ny ? ER VR
x'y
1
Ty
= 5 < /zy. (2)
Agora, de (1) e 2), segue-se que:
2 r+y
— 1 SVry < 3
z Ty

(B) Mostre que
ar+as+...+ay,

by +bos+...+0b,
estd compreendido entre o menor e o maior dos nimeros %, Z—j, cee ‘;—Z, desde que: by, b, ...b,
sejam todos positivos.

Prova:
Sejam b; >0 com j =1,2,...,n e aj,b; € R, entao temos:
m< gt <M mb; < ay < Mb,y
m< 2 <M mby < ag < Mby
. — .
m< 3= <M mb, < a, < Mb,.

Dito de outro modo, temos:

mby+ba+...4+by) <ar+as+...+a, <M(by +by+...4+by).

Logo,
P
m_a1+a2+...+an§M:>m§gzl < M.
j

17



( Por simplicidade faga o caso n =2 )
(C) Sejam a,b e ¢ pertencentes a R. Prove que:

a® +b%+c2 > ab+ be+ ac.
Prova:
Com efeito, para todo a, b, c € R, temos:

(a—b)220 az + b2 > 2ab
(bfc)220 = b2 + % > 2bc

(c—a)*>0 c? +a? > 2ca.

Agora, somando membro a membro as desigualdades de (I), obtemos:

2 (a®+b* +c?) >2(ab+ be+ac).

De sorte que:
a® +b%+c2 > ab+ be+ ac.

18



Aplicacao:

Calcule e simplifique:

N g? 1o ISR S N o
() &= () = () = () FE 0 () IH
Fatos que Ajudam:
2? —a® = (x—a)(z+a)
3 —ad = (z —a) (22 + za + a?)
3 +ad = (z+a) (2% — za + a?)
(22)° — 3% = (2 — 3) (2 + 3)
1_1_ a—z _ —(z—a)
Dalf, vxem: ‘ o o
(4)
2% —a? (x—a)(z+a) x+a

= = T #a

x> —a®  (r—a)(@®2+za+a?) 22+za+a?

1 1—x
1_ 1 —(3;‘—1) 1 -1
z T ) = — 0 1
r—1 z-1 x (x—1) w,x;«é crs
(i)
1 1 a—x —(z—a)
1_1 —(z— 1 -1
L a — _Zae za = (1' a). :73‘%#0’#0'
r—a xT—a T—a xa (r—a) =za

3

2 _ _ _
4z*—9 (22 3)(2x+3):2x—3,x#7

2c+3 2z +3

371 _1 2 12
z _ @D as ):x2+x+1,z7é1.
z—1 rz—1

2.5.1 Proposicao 1:

Sejam x,y € R e n um ndmero inteiro positivo, tal que: n > 2. Entao, tem-se:
" — yn _ (17 o y) . (Inflyo + In72y1 N I,yn72 + JsOy’nfl)

Prova:
( Daniel Cordeiro de Morais, Um Convite & Matemadtica, Colegdo Professor de Matemética,
RJ, 3* Ed.,SBM, 2016 ref.[1] sobre indugao finita sobre n )
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2.5.2 Alguns Casos Particulares da proprosigao 1:

Nao faremos uma demostragao, apenas exemplos, de casos particulares:

=y =(z—y). (x+y)

=y =(z—y). (2* + 2y +9?)

$4 _ y4 — (33 _ y) (xSyO + nyl + $y2 + xOyB)

25—y = (x—vy). (a:4y0 Tyt 4 a2y? oyt o+ x0y4)

28 — S = (z —y) (a:5y0 Tty ady? a2y ooyt x0y5)
7 7

27—y = (z—y). (xGyO + 20yt + 2ty? + 2393 + 22yt + ayd _|_m0y6) _
Assim, continuando com o processo, obtemos:

" — y’n _ (.’IJ _ y) ) (xn—lyo 4 xn—2y1 L+ xyn—2 4 xO?/nfl)

Observe que:
A medida que o expoente de x decresce de n — 1 até 0. O mesmo ocorre com o expoente de y,
sé que na ordem inversa, ou seja, cresce de 0 ate n — 1.

Exemplos
1. Seja f (x) = z™, entdo, calcule e simplifique:

flx) = F (1)

rz—1

, x # 1.

Solucao:
Decorre da proposigao anterior que:

" —1"=(z—1). (2" "0+ 2" 2 2l R 4201
Além disso, temos:

f(x)—f(@) " —1" (x—1). (m”_llo 421 124 woln_l)
z—1 x—1 z—1

xn—110 + xn—le N .%'1”_2 4 xOln—l

2 P42 4+ 1.

Vale a pena observar: o expoente de x decresce de n — 1 até 0, ou seja, teremos n termos.

De sorte que:
fl@)— )

=z" 142" 24 4+x+1.
xr—1
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2. Seja f (z) = x*, entdo, calcule e simplifique:

fla+1) - (1)

X

, © #0.
Solucao:

Se f (z) = a*, entdo, f(O) = (0)" e f(z+1) = (x+1)*. Assim,

fatD)=f) _(@+)t-1

Agora, da proposigao 1 sabemos:

$4 _ y4 — (33 _ y) . (xSyO + nyl + aij + xOyB)

@+ D) =1 =[x +1)—1] [(x+1)310+(x+1)211+(x+1)112+(x+1)013} .
Daf segue-se:

fetD-f1)  @ipio1 7@ @)

€T x €T

2.5.3 Proposicao 2:

Sejam x,y € R e n um ndmero inteiro positivo impar, tal que: n > 3. Entao, tem-se:

"yt = (z+y). (xn—lyo B 9503/”*1)

Prova:
( Daniel Cordeiro de Morais, Um Convite & Matemadtica, Colegdo Professor de Matemética,
RJ, 3% Ed.,SBM, 2016 ref.[1] sobre indugao finita sobre n )

2.5.4 Alguns Casos Particulares da proprosigao 2:

Nao faremos uma demostragao, apenas exemplos, de casos particulares:

B4y =(z+y). (¥ — 2y +y?)

2545 = (z+y). (m4y0 2yt a2y? — a4 x0y4)

2Ty’ = (z+y). (xﬁyo — 2Py aty? — 2Py 2yt — ay choyﬁ)
8,0

24y = (z+y). (280 — 2Ty! + 28y? — 2%y® + atyt — a3yS + a2 — a7 + xOyS) '
Assim, continuando com o processo, obtemos:
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" + yn — (.’L‘ + y) ] (:Cn—lyo _ $71—2y1 o= :L,yn—2 + xoz/n—l)

Observe que:
A medida que o expoente de x decresce de n — 1 até 0. O mesmo ocorre com o expoente de y,
s6 que na ordem inversa, ou seja, cresce de 0 até n — 1. Além disso, os sinais sao alternados.

Exemplos
Seja f (z) = 2°, entdo, calcule e simplifique:

f(z) - f(=1)

—_r - —1.

o #
Solucao:
Decorre da proposi¢ao anterior que:
P4y = (z+y). (xsyo — 2Tyl 4 aBy? — aByB 4 oyt — a3yt 2y — oy + zOyS) '
2~ (-1 = 22+1=(z+1). (%1% - 2" + ... — 217 +201°).
Além disso, temos:
f@)+f1)  2%41%  (@41). (%1% —2"1" + ... — 217 +2°1%)
z+1 x4+l z+1
= (xglo "1t -2l xols)

Vale a pena observar: o expoente de x decresce de 8 até 0, ou seja, teremos 9 termos.
De sorte que:

z)— f(—1
f@) = f( ):xg—m7+x6—x5+m4—x3+x2—x—|—1.
z+1
Os sinais s@o alternados e notemos: os termos de expoente impares sdo negativos. |

2. Seja f (z) = x®, entdo, calcule e simplifique:

flz) = f(=2)
T ey2z TR
Solucao:
Se f(O) = (0)%, f(z) =a® e f(=2) = (—2)° = —8. Assim,
f@—f(=2) _ 2*—(=8) _*+8 (z+2).(2* —22+2%)
x4+ 2 T+2 z+2 T+ 2
= 2?2 -2z +4.
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2.6 Racionalizacgao

2.6.1 Fator Racionalizante

Chama-se fator racionalizante de uma expressao I, a outra expressao R, tal que:
I.R

seja uma expressao sem radical.

Exemplos:

]. . Determine o fator racionalizante para a expressio dada I = /z.
Solucao:

Seja R = v/2, entdo, facilmente, obtemos:

I.R= Va2 = Vza2=V13=z.

2. Determine o fator racionalizante para a expressao dada I = \/z-v/a
Solucao:
Seja R = \/z + /a, entdo, tem-se:

I.R= (Vz—+a). (Ve++a) =2 —a.

Calculos Auxiliares:
(A—B).(A+ B) = A% — B?

(VZ —va).(vz +a) = (vz)’ - (va)’ =z — a, pois z,a > 0.

O fator racionalizante, neste caso,

R =z +a.

3. Determine o fator racionalizante para a expressio dada I = ¢/z — ¥a.
Solucao:

Basta observador que:
(A-B).(A2+ AB+ B?) =A% - B3

(V3 - ¥a). (Vo) + ¥a¥a+ (Vo] = (Vo) - (Va)’ = v - a.
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O fator racionalizante, neste caso,
R=[(V2)"+ VaVa+ (Va)’].
Logo,

LR= (Vo - ¥a). [(¥2)" + Vava+ (Ya)'] = - a

4. Determine o fator racionalizante para a expressao dada I = ¥z + /a.
Solucao:

Basta observador que:
(A+B).(A2—AB+ B?) =A%+ B3

(Vo + ¥a). (Vo) = Ya¥fa+ (Vo] = (Vo) + (Va)’ = v +a.

O fator racionalizante, neste caso,
R=|(V2) - VaVa+ (Va)’|.
Logo,

LR=(Yz+¥a).[(Va)' - Vava+ (V)] =z +a.

Exercicios 1:
Calcule e simplifique, em cada caso, supondo h # 0 :

f(z+h)— ()

Y ;
onde:
D) f(x)=azx+b 2) f(z)=2’+z 3)f(x)=2L 4)f(zx)=a+1
5 fl@)==22 6)f(x)=a’+1 7)f(x)=Va 8)f(x)=z
Solucao:

1) Consideremos dois casos: a =0ea #0

1° Caso: a =0: f (0O) = b.( note que qualquer valor do "quadrado"

o resultado serd sempre b).

Iustrativamente, f (O) = f(x+k+n)=be f(O) = f(x + h) =b. Assim,
fl@+h)—f(x) b->b 0

h o
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2° Caso: a#0: f(O)=a0+b
flx+h)—f(x) [a(x+h)+b—(ax+Dd) ax+ah—ax ah

h - h - h T~ T
2) f(z) =22+, f(O) = (O)* + (0).( Observe que o "quadrado" ¢ apenas
um simbolo representando o significado.
F(R) =K+ k£ (D)= (2 + (D). fla+h)=(@@+h) + (@ +h).
Além disso, fazendo alguns cédlculos auxiliares, obtemos:
flx+h)—f(x) = (@+h)>+@+h)—(2*+2)
2 4+ 2zh + h? + h — 2°
= h(2z+h+1).
Por conseguinte, tem-se:
flat+h) —f(x)  (@+h)?+@+h)—(2*+2) hQe+h+1)
h N h N h
= 2z+h+1.

3) f(z)= %7 usando a mesma ideia do "quadrdo" f (0J) = %.
f (k)= %7 f(A) = i, flx+h)= lerh' Daf vem:

z—(xz+h)
f (.13 + h) — f (.73) _ lerh B % (z+h)x —h

-1

1
h hoo L T (@+h)zh (x+h)z

4) f (z) = 23 + 1,usando a mesma ideia do "quadrdo" f () = (0)* + 1.
Para ilustragao, vamos simular alguns valores para o "quadrado"
fFa+t+)=(@+t+1)°+1Lf(A) =AY +1e f(z+h) = (@+h)?>+1.
Logo,

fla+h)—f@ _ [@+h)?+1]-[P+1]  (z+h)?®—a?
h - h - h
M@tk —a] [+ )+ @+ ha+a?]
B h
h[(z+h)2+(z+h)x+z2]
- h

= (@+h)?’+(+h)z+a?
= 32° + 3zh + K%
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5) f (z) = —22 usando a mesma figurinha do "quadrdo" f (O) = —2(0O).
FA)==2A, f(z+t+k)=-2(x+t+k)e f(x+h)=—-2(x+h).
Atengao especial no calculo —f (z) = — [-2z] = 2z
flx+h)—f(zr)=-2(x+h)—[-2z] = -2z — 2h + 22 = —2h.

De sorte que:

flx+h)—f(z) _ —2(z+h) — [—22] _ —2h:_2
h h h '

6) f (z) = 22 + 1, a ideia da figurinha do quadrado é olhar o que ela significa,
nao a letra em si f (0) = (0)° + 1. Ilustrado a ideia da figurinha, temos:

flatt+l)=(@+t+1)>+lef(z+h)=(x+h)’+1.

Voltando ao problema inicial, temos:

fla+h)—f(z) [(x+h>2+1]—(x2+1)_(x+h>2—x2
h o h o h
_ l@+h) —alf@+h) +a] _ h[2z+h)
h h
= 2z -+ h.

7) f () =z, f(O)= VO
A ideia da figurinha do quadrado é olhar o que ela significa, ndo a letra em
si. Tlustrando a ideia da figurinha, temos:

fx+p)=vz+p f(A)=yAe f(z+h)=Vz+h
Voltando ao problema dado, tem-se:
flath)—f@) Vath-z
h B h '

Vejamos um argumento de mudangas de varidveis, facamos:

t=vx+h t2=x+h 2 —k2=h
e =4 e - €
k=+x k? =x k? = z.

Assim,

fx+h)—f(z) Ve+h—vz  t—k t—k
h h 2 —k2 (t—k)(t+k)
1 1

t+k) Vathtyz
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Observe que:

(A-B).(A+B) =

A% - B?
(Varh—va). (Vath+a)
(VaTh) - (va)

= x+h—x=h.

Obvio, sendo z >0 e h > 0 ( porqué nao consideramos x> 0e h > 07 ).
Agora, procedendo usando a racionalizagao, obtemos:

(Veth—vE). (Vo it va) = (Vi h) — (V&) =z th—a=h

flath)-f@) _ (Veth—vE) (Voth+ya) h
h h (Ve +h+vz) h(Vo+h+z)
1
T Vathtyz

8) f(2) = ¥a.f (O) = VO
A ideia da figurinha do quadrado é olhar o que ela significa, ndo a letra que
usamos. Ilustrado a ideia da figurinha, temos:

fla+p)=r+p f(D)=/Def@+h) =Ve+h

Voltando ao delineado, temos:

flath) = f(z) \/93+ — vz
h

Poderia usar racionalizacao. Vejamos usando mudangas de varidveis, tem-se:

t=<x+h B=x+h t3—k3=h
e — e — (§]
kS

K=z

k= yz =z.
Assim,
fle+h)—f(x) = Ve+h \f t—k t—k
h N h B3 -k (t—k) (2 +tk + k2)
1 1

2 2_, .
Brtk+r® o) r TR+ VR

Observe que:
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Determinando o fator racionalizante, tem-se:

(A-B).(A*+AB+B*) = A°-B°
(vrh- ). [(Verm) + arhee+ (0] = (Vn) - (6
= x+h—xz=h.

Dali, segue-se que:

fean e (e gm) (Ve Ve + V)

h ) b (Ve vaEh s V)
h
B h. (,3/(x+h)2+€/m3/5+ \/ﬁ)
1

v (z+ )+ Yz + hifz+ Va?

Exercicios 2:

Calcule e simplifique, em cada caso, supondo = # a :

f(w)—f(a)7
onde: C
1) f@)=ka+b 2) f(z)=a’+z 3)f(x)=1 4)f(x)=a®+1
5) f(z)=-2x 6) f(z)=2+1 7) f(z)=vz 8) f(z)=7x
Solucao:

1) Consideremos dois casos: k=0¢ a # 0

1° Caso: a =0: f (O) = b.( note que qualquer valor do "quadrado"
o resultado serd sempre b).
Tustrativamente, f (O) = f(x +n+1) =be f(A) =b. Desta forma,
obtemos:

f@)-f@ _b=b_ 0

r—a r—a r—a
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2° Caso: k#0: f(O)=kO+0b
f(x)—f(a):kx+b—(ka+b) k(z—a)

- — k.
T—a T—a r—a
2) f(x)=a+x
f(x)— f(a) > +x—(a®+a)  (z—a)(z+a)+(z—a)
r—a N rT—a B z—a
_ (x_a)[(x+a)+1]:x+a+l.
r—a
3) flx)=1
J@-f@ _ j-g_ % TRY —@-ao 1
T—a - z-a z-a z—a  za (z—a)
= ;—;,x;«éa;«éo.

4) f(z)=a®+1

3 3 2 2
- - - +za+
f(x)— f(a) _ 2t —a’ (z —a) (2 + za + a?) et ratal
z—a T—a T—a

5) f(z) =2z

f@-fl@) 20— (20 -20-a)

Tr—a r—a r—a

6) f(x)=a2+1

f@=fa) _a*+1-(a@+1) (@-a)@+e _
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[@)=f@) _Vi-va

Tr—a Tr—a

Agora, fagamos as mudangas de varidveis, tem-se:
t=+x 2=z
e = e
k=+a k? = a.

f@—fla _ Vve-va_ t—-k _ t—k
T—a T—a 22—k (t—-k)({t+k)
1 1

t+k Vi+.a

Este processo é o mesmo; neste caso, que racionalizar.

8) f(x) = V&

Assim, vem:

f@)-f@ _¥i-¥a

Tr—a Tr—a

Assim, fazendo as mudangas de varidveis necessdrias, vem:

t= ¥z =z
e = e
k’ = \S/a k3 = a.
Dai, levando (2) em (1), segue-se que:

f@)—fl@ _ Vo—3Ya t—k _ t—k

T—a N T—a B3 — k3 (t—k)(t2 +tk + k2)
1 1

2tk + k> Va2 4 Yrat Va2

Problema:

Calcule e simplifique em cada caso:

q(@:%,comx#l,
onde:
. z2, z>1 L. %, z>1
(®) f(m):{Qx—l, z<1 (&) f(m):{l+2, x <L
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Esbogando os gréficos em cada caso, temos:

(4) \

Y
100
80

60

20

-10 5 10 X
-20

-40

(i)

12

10

-10 5 () 5 X

(i) 1° Caso: = >1: f (1) =12

q(z) = = = =z—1



2° Caso: z < 1: f(1) =12 ( Cuidado! f (1) é sempre calculado no ponto
dado z =1.)
fl@)—fQA) 20-1-1* 2(x-1)

= = = =2.
a(x) z—1 z—1 rz—1
]
(i9) 1° Caso: z>1: f(1)=-1+2=1.
F@-F1) to1 U= gy '
q(x) = = = = : I
r—1 zr—1 z-1 x (x—1) x
2° Caso: x <1: f(1)=-14+2=1( Cuidado! f (1) é sempre calculado
no ponto, neste caso x = 1.)
_f@)—-f1)  —x+2-1 —(x-1)
a(@) = z—1 - z—-1 oz -1 L
|

2.6.2 Um pouco de Histéria e Nascimento do Calculo

(http://ecalculo.if.usp.br/historia/historia_derivadas.htm

em 1. de agosto de 2022 as 12h e 25min )

" Para realizar um estudo completo sobre as origens, desenvolvimento e consequéncias do Cél-
culo, necessitarfamos de uma pesquisa muito extensa cujo resultado final seria, sem duvida, um
texto longo que estaria além do propdsito deste trabalho como um todo. O nosso intuito é o de
dar uma apresentacao geral que contenha alguns fatos importantes que permeiam os acontecimen-
tos histéricos relacionados com a construgao desta poderosa ferramenta da matemética: o Célculo.
Além disso, gostariamos que ficasse claro que essa construcao € o resultado de diversas contribuigbes
de muitos personagens, como ocorre de modo geral, com o conhecimento humano.

Convidamos também o usudrio a apreciar alguns fatos interessantes que estao presentes no site,
assim como encorajéd-lo na visita as paginas dos matemaéticos que aqui aparecem para conhecer um
pouco a histéria de cada um.

As contribuigdes dos matemadticos para o nascimento do Célculo sdo intimeras. Muitos deles,
mesmo que de forma imprecisa ou nao rigorosa, ja utilizavam conceitos do Célculo para resolver
vérios problemas - por exemplo, Cavalieri, Barrow, Fermat e Kepler. Nesse tempo ainda nao
havia uma sistematizacao, no sentido de uma construcao logicamente estruturada. A unido das
partes conhecidas e utilizadas até entao, aliada ao desenvolvimento e aperfeicoamento das técnicas,
aconteceu com Newton e Leibniz que deram origem aos fundamentos mais importantes do Célculo:
as Derivadas e as Integrais.

O Célculo pode ser dividido em duas partes: uma relacionada as derivadas ou Célculo Diferencial
e outra parte relacionada as integrais, ou Célculo Integral.

O Calculo Diferencial: alguns fatos histéricos

O aparecimento e desenvolvimento do Célculo Diferencial estao ambos intimamente ligados a
questao das tangentes. Desde a época dos Gregos antigos, ja se conhecia a reta tangente como
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sendo uma reta que intersecta "corta" uma curva em um tnico ponto, generalizando a situagdo
observada no caso da circunferéncia. Na realidade, essa ideia é muito imprecisa e precisamos de um
tratamento bem mais rigoroso para a questao da tangente & uma curva.

Arquimedes e Apolonio utilizavam métodos geométricos, que diferiam entre si, para a deter-
minacao de tangentes a pardbolas, elipses e hipérboles. Virios outros métodos para resolver o
problema de encontrar a tangente a uma curva em um ponto foram desenvolvidos ao longo da
histéria.

Na realidade, apds os Gregos, o interesse por tangentes a curvas reapareceu no século XVII,
como parte do desenvolvimento da geometria analitica. Como equacoes eram entao utilizadas para
descrever curvas, a quantidade e variedade de curvas estudadas aumentou bastante em comparagao
aquelas conhecidas na época cldssica. A introducdo de simbolos algébricos como uma ferramenta
para estudar a geometria das curvas também contribuiu para o desenvolvimento do conceito de
derivada. Com o tempo, o tratamento se tornou mais algébrico e menos geométrico, proporcionando
um continuo progresso no desenvolvimento dos conceitos de fungoes, derivadas, integrais e outros
tantos tépicos relacionados ao Célculo.

Pierre de Fermat foi o primeiro a considerar a idéia de familias de curvas. Ele chamou, por
exemplo, de "parabolas maiores", as curvas cujas equacoes eram do tipo, , onde k é constante e
n = 2,3,4, etc.

Fermat elaborou um método algébrico para determinar os pontos de méximo e os pontos de
minimo de uma funcao. Ele encontrava geometricamente os pontos onde a reta tangente ao gréfico
tinha inclinacéo zero, ou seja, buscava os pontos em que o coeficiente angular da reta tangente era
nulo. Escreveu a Descartes explicando o seu método que é basicamente utilizado ainda hoje. Na
realidade, devido a esse trabalho, que estava intimamente relacionado com as derivadas, Lagrange
afirmou considerar Fermat o inventor do Célculo.

A questdo de encontrar a tangente a uma curva é, historicamente, de especial importéncia, pois,
ao que parece, foi o que Newton pensou quando teve um insight sobre como utilizar tangentes para
estudar o movimento dos planetas. O método para a determinagao foi desenvolvido pelo antecessor
de Newton, Isaac Barrow, e consistia no limite de uma corda com os pontos aproximando-se entre
si.

Acredita-se que um dia, enquanto observava o movimento dos planetas, Newton tenha-se per-
guntado porque as 6rbitas dos planetas eram curvas, pois se fossem formadas por segmentos de
retas seriam muito mais faceis de serem estudadas. Por que nao considerd-las como um conjunto de
pequenas retas que, aproximadamente, representariam o movimento daquela curva? Este simples,
porém genial insight significou para Newton o comego de uma longa e frutifera produgao cientifica
que englobou, entre outras coisas, as derivadas, as integrais e toda a base da mecénica cléssica.

O estudo do movimento dos corpos havia comegado de maneira sistemética com Galileo. En-
tretanto ele estudara o movimento geometricamente, utilizando as proposicées de Euclides e as
propriedades das conicas de Apolonio para chegar a relacoes entre distancia, velocidade e aceler-
acao, que, hoje em dia, sao aplicagoes béasicas da derivada.

Varios matemaéticos estavam, a essa altura, estudando problemas relacionados ao movimento.
Torricelli e Barrow consideraram o problema do movimento com velocidades variadas. J4 se sabia
que a taxa de variacao pontual - derivada - do deslocamento era a velocidade e que a operagao
inversa da velocidade era o deslocamento. Isso mostra que ja existia uma certa nocao da operagao
inversa da derivada, sendo que a idéia de que a integral era inversa da derivada era familiar a
Barrow.

Para Newton, o movimento era a base fundamental para o estudo das curvas e de outros tépicos
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relacionados ao Cédlculo. Newton escreveu o seu tratado sobre fluxions em 1666. Ele pensou em
uma particula descrevendo uma curva com duas linhas que se movimentavam e que representavam
o sistema de coordenadas. A velocidade horizontal e a velocidade vertical eram as fluxdes de = e y
associadas ao fluxo do tempo. Os fluents eram x e y. Em linguagem moderna, seria a derivada de
x com rela¢do ao tempo, ou simplesmente x’(t) e seria analogamente a derivada de y com relagao
ao tempo ou ainda y’(t). Tanto os nomes quanto as notagoes de Newton foram deixadas de lado
ao longo dos anos, prevalecendo a notacao criada por Leibniz. Vale a pena notar, entretanto, que
é ainda bastante utilizada pelos fisicos quando a derivada em questao é em relagao ao tempo e é
dada a funcao deslocamento z = x(t); nesse caso, sera a velocidade e serd a aceleragao.

Embora Newton tenha desenvolvido e revisto o seu Célculo entre 1666 e 1671, nada foi publicado
até 1736. Ele havia apenas mostrado os seus manuscritos para alguns colegas e amigos.

Leibniz, em 1672, enquanto vivia em Paris, encontrou-se com Huygens e com ele aprendeu muito
e recebeu muitos conselhos que constituiram um forte impulso para que viesse a desenvolver o seu
Calculo Diferencial e Integral. Nesse periodo, ele estabeleceu contato com muitos dos mateméti-
cos respeitados da Royal Society e, dentre eles, destaca-se Barrow. Leibniz teve acesso aos seus
trabalhos e estabeleceu um longo periodo de correspondéncias. Seu Célculo Diferencial tinha uma
fundamentagao bem diferente daquele de Newton. Leibniz ndo estudou o movimento para chegar
aos conceitos de derivada e integral. Ele pensou nas varidveis x e y como grandezas que variavam
por uma sucessao de valores infinitamente pequenos. Introduziu dx e dy como a diferenga entre
esses valores sucessivos. Embora Leibniz nao tenha usado como definicao de derivada, ele sabia que
representava o coeficiente angular da tangente.

H& um capitulo especial na histéria do Célculo: uma longa e quase sempre inescrupulosa disputa
entre Newton e Leibniz sobre quem havia "criado" o Célculo. Ambos nao pouparam acusagoes
picantes para descrever o outro e os seus feitos e geraram uma discussao acalorada no meio cientifico
da época sobre quem seria a mais importante autoridade em Célculo. Essa situagao chegou a tal
ponto que os matematicos que viviam no Reino Unido se distanciaram durante um periodo bastante
longo dos mateméticos do continente. Enquanto o Célculo "Leibniziano" ganhava cada vez mais
adeptos na Europa - entre esses a familia Bernoulli - os matemdticos da "ilha", como dizem alguns
historiadores, davam mais atencao as pompas e circunstancias criadas para a cerimonia finebre de
Newton na Abadia de Westminister. Durante ainda algum tempo, esses matemadticos ficaram um
pouco "ilhados" e, quando voltaram a estabelecer relagoes com os europeus do continente, haviam
nao s6 perdido parte do avango do Cédlculo como também nao compreendiam muito bem a notacao
"Leibniziana" entao largamente utilizada.

Carl B. Boyer, em seu livro A History of Mathematics , afirma: Como consequéncia da infeliz
disputa entre Newton e Leibniz, os matemaéticos britanicos ficaram de certa forma alienados dos
trabalhos do continente (...) e o desenvolvimento da Matemdtica ndo conseguiu acompanhar o
rdpido progresso dos outros paises da Europa ao longo do século XV III.

Apesar das diferencas, tanto Newton quanto Leibniz reconheceram até certo ponto a importancia
do "adversdrio". Leibniz disse: Considerando a Matemética desde o inicio do mundo até a época
de Newton, o que ele fez é sem divida a melhor metade. Newton, por sua vez, na primeira edigao
do Principia, admitiu que Leibniz possuia um método semelhante ao seu. Infelizmente, na terceira
edicao, apds o dpice das desavengas, Newton retirou a referéncia a Leibniz.

O desenvolvimento do Célculo continuou com muitos outros mateméticos, como, por exemplo,
Jacques Bernoulli, Johann Bernoulli, MacLaurin, Agnesi, Euler, d’Alembert, Lagrange e Cauchy."

Problema:
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(A) Calcule e simplifique em cada caso:

q(x) = f(m+hf)L_f(x),comh7é0,

onde:
() fl@)=20+4 (i) f(@)=2® (@) f(z)=2"

( Dé uma interpretacio geométrica para q )

f(x+h)

f(x)

/

A inclinagéo da reta que passa pelos pontos distintos P (z, f (z)) e Q (z + h, f (x + h)) chamada
posteriormente de quociente de Newton é de fundamental importancia para o Célculo, serd dada
por:

)= tga= LIRS _ [t W)

Solucao:

14 300 anos, os grandes cientistas Issac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz (que também era filésofo) travavam
uma célebre disputa pela paternidade do cdlculo infinitesimal. Por causa desta controvérsia, Newton declarou a
famosa frase: "Os segundos inventores nao tém direitos".

O que o torna o cédlculo infinitesimal tao versatil é a grande variedade de dreas em que pode ser aplicado, como na
matemadtica, na fisica, na tecnolégica e na economia. A derivada é, por exemplo, um conceito fundamental da fisica,
pois explica aceleragoes, velocidades instantaneas e forgas.

O conflito chamou atenc¢ao por mostrar o que havia "nos bastidores" da matemédtica e como esses génios se
comportavam. Newton se apresentou como religioso e vingativo, enquanto Leibniz era mais sibilante e incisivo,
embora menos obsecado e até menos brincalhao.

A disputa teve seu fim em 1727, com a morte de Newton. O que se sabe com certeza é que ambos descobriram o
céculo infinitesimal de maneira independente e publicaram em momentos diferentes da vida.
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(i) f(z)=2x+4
fle+h)—f(x) [2(x+h)+4]—-(2x+4) _20+2h—2x 2h

I B h h =5 =2
[ |
(ii) f () = 2°
flath) - f(x) _ (x+hf)b —a? _ [(m—l—h)—x]h[(x-i-h)+x] _ h(2a:h+h) 9w th
|
(ii1) f (z) = 2°
f(z+h)—f(2) (z+h)? -2 [@+h)—a] [(x+h)2+(x+h):c+x2
h B h - h
h[(w+h)2+(x+h)x+w2] )
= 7 =(z+h)"+(x+h)z+2°
|
(B) Calcule e simplifique em cada caso:
q(z)= M,comx;ﬁa,

onde:

(i) flx)=22+4 (i) f(z)=2* (i) f(2)=2".

( Dé uma interpretagdo geométrica para ¢ )

Procedendo de forma andloga, a inclinagdo da reta que passa por P (a, f (a)) e Q (z, f (z)) serd
descrita por:

f @)= f@)

T —a
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Geometricamente, tem-se:

f(x) e

£G0) — f(a)

-

Exemplo:

(1) f(2) =2z +4

A J

2 0 X

f(w)_f(a)72x+4—(2a+4)72x—2a72(x—a)72
T—a B T—a  z—a  z—a

tga =
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( Coisa maravilhosa a tangente de o é exatamente o coeficiente angular da reta )

3 Uma pausa para alguns Comentario sobre retas

Para determinar uma equacio da reta em R?, precisamos de: Um ponto Py (79,%0) e o coeficiente
angular da reta m ou dois pontos; em seguida, obtemos o coeficiente angular m.

3.1 Equacgao da reta que passa pelo ponto P, (xg,1,) e coeficiente angular
m:

y—yozm(ﬂf—fﬂo)

N
A J
=

Exemplo:
Determine uma equagao da reta que passa pelo ponto Py (1, —2) com coeficiente angular %
Solugao:

Com efeito, a equagao da reta tem coeficiente angular m = % e passa por Py (1, —2), entdo, vem:

1 1 1 5
()= (x—1) e y+2==(z—1) =y = -z — -.
y—(—2) 2($ ) Y+ 2($ ) y=352-5
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T

3.2 Equagao da reta que passa pelos pontos P (z1,y1) € Q (x2,92) :

Determinando o coeficiente angular da reta que passa por P e (), temos:

Y2 — Y1
T2 — 1

m = tga = , To F 1.

Em seguida, podemos escolher um dos dois pontos, digamos P (x1,y; ), descrevendo
uma equagdo da reta

y—y1=m(x—1x1)
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Exemplo:
Determine uma equagao da reta que passa pelo ponto P (1,—-2) e @ (4,6).
Solucao:

Com efeito, a equagado da reta que passa por P (1,—2) e @ (4,6), tem coeficiente

angular
_ Y-y 6-(=2) 8

m

To — T 4—-1 3

Dai, podemos escolher qualquer um dos dois pontos; por exemplo, tomando P (1, —2), vem:

y7(72):§(x71)<:>y+2:§(x71)
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3.3 Retas paralelas L; : y = myx +k e Ly : y = moxr denotaremos por

Ll//L2 .
x‘\w
"
Z
N, my +ky)
VY
A
Ly:y = myx
A0, k) B(1,m,)

Devo ressaltar que nao ¢ uma demonstracdo; e sim, uma justificativa plausivel:
Ly1//Ls : med (OA) = med (BC) e med (AC) = med (OB). Assim, tem-se :

Ki=m1+ K| —mo <= m1 = ms.
|

Um esbogo de uma demonstragao formal, serd delineada a seguir, ressaltando que mdédulo de
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z, x>0

é a distancia da origem O ao ponto X na reta.
—z, x <0

x, denotado por |z| = d(0,X) = {

d(0,X) = |x|
Como a 5% Sinfonia de Ludwing Van Beethoven; dita sinfonia do destino, voltaremos ao tema

médulo posteriormente.

Prova:

Com efeito, Ly1//Ly : d(0,A) =d(B,C) e d(A,C) = d (0, B). Por conseguinte, vem:

?(0,A) = d(B,C)<=0*+K2=(1-17+(m + K, —my)’
= K?=(mi+ K —my)’ < |Ki| = |m1 + Ky —my
Ki=m1+ Ki —mgo
<— +Ki=mi+ K —mo <= ou
—Ki=mi+K; —mo
mip = mo mi1 = mso
< ou < ou
—2K1=m1 —my >0 0=—-2K1 =mp —mg
<~ M1 = Mma.

Exemplo:

Determine uma equagao da reta L que passa pelo ponto P (1,—2) e é paralela a reta S dada
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por y = 2x + 5.

Solucao:

Com efeito, as retas
L//S < mp =mg.

Além disso, o coeficiente angular da reta S é mg = 2 e a reta L é descrita por:
y—(—2)=mr(z—-1) <= y+2=mp(x—1)
Como my = mg = 2 segue-se que:

y+2=2(xr—-1)<—=y=2c—-4.
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A J

7

3.4 Retas Perpendiculares L, : y = mix e Ly : y = moxr denotaremos por
LlLLQ .
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Nao perde a generalidade a demonstracao, visto que: usando retas paralelas fariamos o caso geral.

Prova:
Sejam L : y = myx e Lo : y = mox retas perpendiculares L L Ly & luz do Teorema de Pitdgoras,
temos:
[d(B,C))? = [d(O,B)+[d(0,C) <= (1 —1)°+ (m1 —ma)* =12 +m? + 1% + m3

<= m% + —2mimsy +m§ =2 +mf +m§ <= —2mims = 2 <= myimg = —1.
Portanto,

L1 1Ly < mimgy = —1.
|

Exemplo:

Determine uma equagdo da reta L que passa pelo ponto P (—1,2) e é perpendicular a reta S
dada por x — 3y — 1 =0.

Solucao:

Um esbogo do grafico da reta S é descrito por:

S Jy—1=0<= L !
cx—3y—1= =-zr—-
Y Y 3 3
Para 1
x Yy 3
( valor que conta o eixo y )
Para
0= L L 0=
= —r — — = T =
Y 3773

De fato, as retas sao perpendiculares equivale a dizer:
L1S << mp.mg=—1.

Além disso, a reta S pode ser reescrita como
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1

S:y=-x—1,
Y 333
o coeficiente angular da reta S é mg = % assim,
1 1
mp=——=——=-3.
mg 1
3
De sorte que:
y—2 = =3(z+1)=-3z-3
y = —-3dr—3+2<=y=-3x—1.

Agora, fazendo um esboco do gréfico da reta L, a seguir:

A

y

Problema;

Determine as equagoes das retas que passam pelo ponto P (0, —3)
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e sdo tangentes a circuferéncia € : 22 +y2 = 1.

P(0,-3)

Solucao:
Com efeito, a equagdo da reta que passa por P (0,—3) é dada por:
y=mzx — 3.

Agora, para que as retas sejam tangente a circunferéncia, temos:

2 2 __
{33 Y=l 2 e 3 =1 = (1 +m?)a® — 6ma+8=0.
y=mx—3

Dai, vem:

A = (=6m)®—4.(1+m?) .8=0= 36m>—32—-32m*> =0
32 m=2v2
= dm’-R2=0=m’="=8= ou

4
m = —2\/2
Assim, temos dois casos a considerar:

19 Caso: m =2v2 = y = 22z — 3.
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20 Caso: m = —2\/§ ==y = —2\/§x - 3.

(ii) f () = 2°

f@-fl)_a*-a_(@-a).ta) _
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(iii) f (z) = 2°

L 2

0 X
3 3 2 2
- - —a). (2® +2a +
@) f(a):x ¢ :(x %) (w e a):x2+aﬁa+a2.
T —a T —a T —a
|
4 Equacao do 2° Grau
Chama-se equagao do 2° grau a uma varidvel x, a toda expressao da forma:
az? +bx+c¢=0, com a,b,c € Rea0.
Exemplos
1. x2—6x:0=>$2—6x+(%6)2: (’76)2:>x2—6x+9:9:>(33_3)2:9:>
z—3=3 =06
—=r-3=4+/9=43 = ou — ou ]
r—3=-3 z=0.

2. ?to-1=0=2242+ (1)’ -1=(}) =22 +a+l=l41=(2+1) =3 =



=>x+%=:|:\/§:j:§:> ou = ou [ ]
1 _ 5 _ —1-+5
ct+i=-4 =
2 D) p)

6= 2’+Ir=-3=2>+1la+(Z
x:7_7+1 :—§
1 2

ou | |

2
= (z+ 1) :%:>x+£::b/%::|:%:>
x:7_74_1:—2.

3. 222 47046=0— 2 [22 4+ 2] = —

4.0.1 Deducgao da Férmula

Teorema:

Seja
y=azx’+br+c=0, coma,bceRea0.

Entao, suas raizes sao dadas por:

—b A
= =th/a
ou

—b—VvA
T2 = 2f.

Prova:
Com efeito, usando o procedimento de completamento de quadrados, tem-se

2 2
5 b c 9 b g 3 c
0=alz"°+-2+-|=0=a||l2°+-2+ |2 -1 %] +-|(=0
a a a 2 2 a

ar’ +br+c =
b b2 (b2 — 4ac) b\2 (b2 — 4ac)
E 2 — - -~ 7 — E - - 7
(m * ax—'_ <2a> ) 4a? 0 <x * 2a> 4a?

Agora, fazendo A = b? — 4ac, obtemos:

b\> A VA
— | =-— =——4 —.
<:c * 2a> 1z " a  2a
De sorte que:
_ —biVA
b+ VA 1T T
T = ou
2a g — _b—v/A
2= 2a
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4.0.2 Soma e Produto das raizes do trinémio do 2° grau:

Corolario 1:
Seja
y=az?+br+c=0, coma,bceRea0.

e sejam x1 € Ty suas raizes. Entao, temos:
. . 72 .. _c
(i) @1 +x2=—72 (i) @m0 =%

Prova:

Basta notar que:

2a a’

(i) z14+ 22 = _b'{a‘/E-&- _bga‘/Z =2 _b

e procedendo de forma andloga, obtemos:

y (b VAY [(=b=VAY (b VA [b+VA
(@) @z = 2a ’ 2a T 2a ' 2a

(A - b2) (b2 — 4ac — b2) _dac ¢

4q? 4q? T 4a2  a’

4.0.3 Forma Fatorada:

Corolario 2:

Considere
y=ax’>+bxr+c, comabceERea0,
sejam x1 e Tg suas raizes, tais que: 1 + x9 = —g e r1.T9 = g Entao,
tem-se:
y=a(x—x1).(x —x2)
Prova:
Com efeito,
b c 9
—(z1+x2) ==, T3 =— ey =azx”+bx+c
a a
Entao,
2 b ¢ 2
y = alx +am+a :a[aj *($1+IL‘2)I’+I1.LE2}
= a [x2 — 21T — Tox + zlxg] =alz(x—x2) —x1 (x — x9)]
= a(x—x9).(x—x1) =a(z—x1).(x —x2) .
Portanto,

y=a(lx—1z1).(x—22)
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4.1 A Dedugao da equagao do 2° grau por Viéte e Um pouco de Histéria

de

2

(1) Vamos descrever o método de Viete para a resolugao de equagdo do 2° grau. Seja
ar’ +br+c=0, a#0. (1)
Fazendo x = u 4 v, onde u e v sdo incégnitas auxiliares, e levando na equagao (1), vem:
av?® + (2au + b) v + au® + bu+c = 0. (2)
Viete transformou essa equagao (2) numa equagao incompleta do 2° grau, anulando o coeficiente

v, isto é, escolhendo u = ;—;’ Obteve assim a equacao:

av’ +a -0 2—|—b -0 +c=0 (3)
2a 2a -

e fazendo algumas manipulagoes simples em (3), obtemos:

5 b*—dac
v = ——.
4a?

Se b? — 4ac > 0, entdo, decorre de (4) que:

+vb% — 4dac
V= ——, (5)

2a
e, portanto,
b Vb2 —4dac —bEVb?—dac
r=u+v=—= = .
2a 2a 2a
Que é a " férmula de Baskara " o que parece ser exclusiva do Brasil, para maiores detalhes
veja referéncia [3]. |

Problema

Determine A, B e C', de modo que:

1 2z+1 _ A B )
© z2—5x+6 = x—2 z—3 cox3—ax2 T

_ A | B C z2424+2 _ A | Bz+C
T + 2 + z—1 3 z(z24+1) — oz + x2+1

de

2Francois Viete foi um matemético francés que nasceu em Fontenay no ano de 1540 e morreu em Paris no ano
1603. Na sua juventude, estudou e exerceu Direito e tornou-se membro do Parlamento da Bretanha. Nao era,

portanto, um matemadtico por profissao; porém o seu lazer era dedicado & Matemadtica, dentro da qual desempenhou
um papel central na transigao da época Renascentista para a Moderna. Fez contribuigoes a Aritmética, Algebra,
Trigonometria e Geometria, mas sem divida foi na Algebra que ocorreram suas mais importantes contribui¢oes, pois
aqui Viete chegou mais préximo das ideias modernas.
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2z +1 A B
x2—5m+6_m—2+x—3 )
Solucao:
Com efeito,
2z +1  A@-3)+B(x—-2) (A+B)z+(-3A-2B)
22 —5r+6 (x—2).(x—3) (x—2).(x—3)
A+B=2
= 2x+1(A+B)9:+(3A2B):>{ sA_9B—1

Agora, escalonando o sistema, temos:

A+B=2
B=7

A+B=2 _ [ A==5
—34-2B=1 B

3+ By — By = {
Dati, reescrevemos a decomposigao (1), tem-se:

2l 5T
22—5x4+6 =x—-2 x-—3

1 A B, C

3 — 22 z x2 z-1

Solucao:
Com efeito,

2 e 1 2 (x—1)
Ax? —Ax+ Brx — B+ C2? (A+C)2?+ (-A+B)x—B
z2(x—1) - 2 (z—1)
= 02°4+0z+1=(A+C)2’+(-A+B)z— B =
A+C=0 c=1
— ! —A+B=0 —{ A=-1
-B=1 B=-1

1 A B C Az (x — 1)+ B(z — 1)+ Cx?
73 — 12 P)

Dali, reescrevemos a decomposigio (2), obtem-se:

I D S
3 —a22 oz P |
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) 2
x +$+2:é+3x+0 3)
x(z?+1) = 22+1
Solucao:
De fato,
22+ x4 2 A Ba:+C’_A(x2+1)+(Bx+C)a?
x(x2+1) r x2+1 x(x2+1)
 (A+B)*+Cz+A
N z (224 1) B

= 2’+24+2=(A+B)*+Ce+ A=

A+B=1 B=-1
- Cc=1 — C=1

Portanto, decorre da decomposigdo em (3) o resultado:

x2+x—|—2_2 —lx+1

r(22+1) = 22+1 (3)

(@ )
Cuidado com
esse tipo de
operacao!!
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5 Modbdulo ou Valor Absoluto

Seja  um numero real. O médulo de z, denotado por |z| = d (0, X) é dado por:

| = z, x>0
Tl -z, <0

é a distancia da origem O ao ponto X na reta

d(0,X) = |x|
Exemplos:

(7) 15| =5 (i1) |3 — w| = m — 3; Sabemos que: 7 ~ 3,14159...

(i) |o — 1] = x—1, r—1>0 —je—1]= r—1, x>1
w Tl —(z—-1), z—-1<0 v S x4+l z<1

5.1 Consequéncias

1. @) e =22veeR () Va2 = 2]
Prova:

1° Caso:

z>0= |z]> = |z|.|z| = 2.2 = 2>

2° Caso:

< 0= \x|2 =|z|.|z| = (—z).(—x) = z2,

dos casos (1) e (2), segue-se:



Decorre daf (i7)

n n
2. (i) leyl =lal.lyl ey e R (i) |2 =L vey e Ry # 0. (i) |[[ ] =]
j=1 j=1
(9) =yl = |z|. [y],Vz,y €R
Prova:
Com efeito,
2 2 2 2
lzyl® = (zy) =2y =z |yl

2 2 2
— oyl = lal* 1y
2 2
= Vel = el 1wl

Basta proceder de forma andloga ao caso anterior, vejamos:
2 - (.’L‘)Q - .’L'2 B ‘.’L'|2
v) vyl
2 2
_ [ieP _ sl
> vl

= m.
|yl

T

Y

=

T
Y

Portanto,

z
Y

(#4i) Usando o método de indugéo finita ( veja a referéncia [1] )
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(a) Para n = 2, temos:

n=2 n=2
11 | = lerwal = |2 |zal = ] I -
=1

Jj=1

Logo,
|21 - @2| = |21] - [22]

(b) Suponha valido para n ( hipétese de indugao finita ), isto é,

n n
[ zi| = lerae .zl = [21] a2l .. |zl = ] |25 -
j=1 j=1

Entao, tem-se:

n+1 n+1

n n n
H.’Ej = Hmj.$n+1 = H.Tj .|.Tn+1| = H‘.Z‘j|.|.’1?n+1| = H |.Tj|,
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

e, portanto,
n+1 n+1
1T = 1]zl
j=1 j=1
rT=a
3. () |z =a,a >0,V € R <= ou (#) |z] <a,a>0,Ve e R<= —a <z <a.
T =—a
T >a
(#4i) |z| > a, a > 0,V € R <= ou () Ve eR: —|z| <z <|z.
< —a
Prova:
rT=a
(7) (4) |z =a, a > 0,Vz € R <= ou
T =—a
De fato,
lz] = a<=lzf=2’=d>=2*-a>=0
— (z—a).(z+a)=0<=z=—-aouzx=a.
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Exemplo:

Determine x € R, de modo que:

e =1 ==
Solugao:
Basta notar que:
r—1=m r=m+1
e -1 =7 <= ou = ou

(7)) |z] <a,a>0,Ve e R<= —a <z <a.

Prova:
. z, x>0
Por defini¢ao, temos: |z| = { e 2<0
1° Caso: z>0:
|z =z <a
2° Caso: z <0:
|z =—2z<a<=2x>-a

Agora, de (1) e (2), obtemos:

z<a

e <— —a<z<a
T > —a
Exemplo:
Determine x € R, de modo que:
e —1| <7
Solucao:
Com efeito,
[t —1|<T<= —-T<z-1<T7T<+= —6<z<8

x> a
(#i) |z| > a, a > 0,Vx € R <= ou

< —a
Prova:
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Procedendo de forma ansloga ao item anterior, tem-se:

| = z, x>0
Tl -z, <0

1° Caso: z>0:

2| =2 >a
2° Caso: z < 0:
|$|=—$Zaé§m§—a,
Assim, dos casos (1) e (2) segue-se:
T >a
ou
r < —a.

Outro modo de provar a mesma afirmagao:
Uma forma elegante e simples de demonstrar, é descrita por:

lz] > a<=|z)P=2?>d>—=22-a>>0

x> a
— (z—a).(x+a) >0« ou
< —a
Exemplo:
Determine z € R, de modo que:
|z +2| > 10
Solucao:
Basta proceder de forma inteiramente andloga, para se obter:
r+22>10 x>8
|z +2] > 10 <= ou — ou
rx+2<-10 < —12.

() Ve eR: —|z| <z <|z|.

Prova:
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A luz da definicéo, temos:

| = z, x>0
] -z, <0

1° Caso: z>0:

|z > = (1)
2° Caso: £ < 0:

|z| > —z <= —|z| < =z (2)

Portanto, decorre de (1) e (2) que:

|z| >«
e — —|z| <z <|2|.
—|z| < z.

|

4. Para todo z,y € R, temos:
@) le+yl <l|zl+lyl @) =[]yl < |z -yl

n n
(itd) el =yl < le =yl () D a0 <D layl.
j=1 j=1

Prova:
(4)
z+y? = (z+y)° =2+ 2y+y? <a®+2z]. |y +1?
w4yl < el +202] [yl + |yl = (2] + y])?
= |e+yl < (=] +y)’ = \/Iﬂﬁﬂ/l2 < \/(III +y))*.
Logo,

|z +y| < |z + |y| .

( Conhecido como desigualdade triangular, ou seja, em qualquer tridngulo qualquer lado
¢ sempre menor ou igual a soma dos outros dois ).

(74) Basta observar que: |z| = |z —y + y| < | — y| + |y| e, portanto,

lz| — Jy| < |z —y]
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(#4i) Basta observar que:

lz] — [yl < |z -yl lz| = y| < |z —y| lz| = y| < |z —y]
e < e < e
[yl — |z| < |z — y| —(lz[ = lyl) < |z —yl 2] =yl > — |z —y|

= —le—yl <l -yl <o -yl < lle] =yl < [z -y

e, portanto,
2] = [yl < [z —yl.

n n

() |y ai| <l
j=1 j=1
Prova

(Indugao Finita sobre » )

Para n = 2, temos:
2

2
Dowj| =l @] < |z + |z = ) ).
j=1

Jj=1

Portanto
2 2
>z <DLl
j=1 j=1

Suponha vélido para n, entao falta mostrar para n + 1.

Vejamos
n+1
ij = |leid+ze+ ...tz t | <|rr+xo+ ..o+ x|+ | Tog]
Jj=1
< etz 2|+ |Tag]
n+1
<zl + lzal + o el + gl =Dl
j=1

De sorte que:
n+1 n+1

doa| <Dl
j=1 j=1

( Conhecido como desigualdade triangular generalizada )

Exercicios
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(A) Prove que:
If (z) — f(2)] <20.|z—2| para 0 <z < 3;

Prova:

Observe que:

|f(z) = f(2)=]2®+2—10| =|(x—2). (" + 22 +5)].
Agora, 0 < z < 3 = |z| < 3, por conseguinte, obtemos:
(@ —2). (22 +22+5)| < |z —2|. [|x|2+2\x|+5} < 20|z — 2|,

Visto que: |:|£C|2 +2 x|+ 5} <324+23+5=20.

Logo,
[f ()= f(2)] <20.|z —2| para0 <z < 3.
|
(B) Sejam y, yo, £ no corpo ordenado completo R,
tais que: € > 0 e yo # 0, tal que:
- Iyl €lyol?
— < —_—,
— mm{ ol Ll
y # 0, prove que:
1 1
- ——| <&
Yy Y
Vejamos alguma majoragoes antes de fazer a demonstragao:
-] = b e ol — 1ol < o — vl < 1l =
[yl = lyol > —15t = |yl > Bl = & < 2.
Assim,
11 lyo — vl € lyol*
- < 2 |y0 - y| < 27 9 =
Yy Yo 1yl |yol |y0| |yo|
1 1
(s
Yy Y
Prova:
Dado £ > 0 existe § = min {@7 5“120‘2} > 0, tal que:
Yol 1 2
ly—wol <= = = < — (1)
2 lyl Iyl
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2
2 —
|y_yo‘<€|yo| |y = yol <¢

2 |y0|2

Agora, de (1) e (2) segue-se que:

1 2Jy—yl 2

yl yol* lwol”
De sorte que:
1 1
LIPS
Yy Y
(C) Seja f uma funcdo dada por:
fla)=a+ -
x)=1x+ —.
x

Prove que:

(i) |f (@) —2| < (1+ 2) .|z — 1] para z > 0;
(i) |f () — 2| < 3|z — 1| para z > 3;

(#i) f (x) > 2, para todo = > 0.

Prova:

(¢) Com efeito,

1 2_9 1 29 1

@) 2 = x+—2’: T T+ ’ T z + ‘
x x x
(z—12 |z-1 |z| + |1]

Como z > 0, segue-se que:

|f($)_2§(1+i).|x—l|.

i1) Para « > %, entdo, 1 < 2 e, portanto, 1 + 1 < 3.
( ) 2 x p x
Dai, e do item anterior, obtemos:

F@) =2 <3le—1].

(i4i) Basta revisitar a desigualdade entre as médias: geométrica e aritmética,
obtendo:

1 _z+1
r.— < L x>0.
T 2
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Logo,

(D) Sejam x4, x2,...,x, nimeros reais positivos, tais que: z1.zs...z, = 1.
Verifique se:
(I4+z). (I+z)...1+z,) > 2"

Prova:

Basta notar que:

vV 1..731 S 1_‘—% 21/1'1 S 1 + a1
Lo, < 1422 2Ty < 14z

. = .
Lz, < itie 2T, <1+,

Donde, obtemos:

/—/\—S\
22...2<(1+z1). 1+z2) - (1 +2,),

visto que /x1.22...T, = 1.

Portanto,
I4+z). I+z2)...(L+z,) > 2"

( Sera que seria possivel provar usando inducéo finita sobre n? Porqué? )

(E) ( Vestibular: COVEST 1999: Funcio e majoragoes )
Seja f: R — R a fungao definida por:

277
f(z) = 1)

entdo, verifique se: 0 < f (100) < 1028,
Solucao:
Com efeito, . )

bEa x2"

AN CEI T

entao,

100.2'%° 100.2'° 100
(1+2100)2 < 2200 ~ 9100°

f(100) =
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Afirmacao: 2190 > 10%°.
De fato,

2100 > 103 <= 100.1log;, 2 > 30.1log; 10
< 100.0,301 > 30 <= 30,1 > 30.

Por conseguinte, vem:

1 1
100 30
Assim,
100 102 g

De sorte que:
0 < f(100) < 1072,

(F) Esboce os grifico de A ={(z,y) € R%2? + y?> =1} ,B ={u € R%; 2| + [y| = 1}
e C ={u € R%max{|z|,|y|} =1},

Solucao:

)

—1

( Posteriormente, em Geometria Analitica Vetorial serdo definidas como normas euclidianas,
norma da soma e norma do maximo )
|
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(G) Seja f (x) = apz™ + - -+ + a1 + a¢ um polindmio com coeficientes
inteiros.

(1) Se um nimero racional 2, p,q € Z e m.d.c.(p,q) =1
( p e ¢ primos entre si ) é tal que: f (g) = 0, prove que:
p/ao e ¢ a, (pdivide ag e g divide a,).

(i1) 2 = /2 — /5 + v/2 + /5 é racional ou irracional? justifique.
Prova:

Com efeito, f(r) = f (%) = 0, entdo temos:

n n—1
an (p) +an—1 (p) +ap (p) +ap =0,
q q q

ou ainda,
anp” = Gn_1qp" = —a1pg" ! — aog” (1)
ou
aoq" = —app" —---—aipg” L. (2)

Agora, observe que:

¢ divide o 2° membro de (1). Logo, ¢ divide a,, ou ¢ divide p. Como
m.d.c. (p,q) = 1, segue-se que: ¢ a,. Analogamente, mostra-se que:
D/ ap.

(pdivide ag: p/ag < Tk € Z: ag = kp).

(ii) Solucao:

Se x = 3/2—\/5—&— \3/24—\/5, entao, temos:
=2 VB+2+V5+3{/(2-v5) V2 +V5+32-VE{/(2+V5)".
w? =443¢/-1(2—V5) +3{/-1(2+ V5)

x3=—3(€/2—\/5+ \‘”’/2+¢5)+4.

Donde, vem:

22 +3z—-4=0.

Dali, as possiveis rafzes racionais, se existirem, sao: +1,+2, +4.
A luz do algoritmo de Briott-Ruffini, temos: = 1 ¢ raiz. Assim,
a equagao toma a forma:

(z—1).(z°+z+4) =0.
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Portanto, x = 1 é o 1nico racional admissivel.
Ou ainda,

'\3/2—\/5+ §‘/2+xf5:1.

(I) Os ntimeros reais p,q e « sdo, tais que: p > 0,q > 0 e a > 1. Prove que:

+a?
u>a:>£<a.
p+gq q

Prova:

Basta notar que:

p+a’q

> a:>p+oz2q>pa+qoz
p+q

= p(l—oz)>qoz(1—o¢):>2<a.
q
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CAPITULO 3

Uma expressao popular de autoria do filésofo chinés Conficio
( Chiu Kung ) 552 a.C.- 489 a.C.
“Uma figura vale mais que mil palavras”

O cendrio da educagao bésica estd demorando para reconhecer as mudangas
que a explosao de dados causou & sociedade. Nao estamos preparando nossos
alunos da melhor maneira para navegar com sucesso no século X X1.
(Wilkerson & Laina, 2017)

Google Wixwmid N yoff)
* T aibll Jl."thlllﬂl"-'hrk}:.

Al T

- Yinliram -
mathoverfTow Mahemaiie E \\

Para o matemaético britanico Keith Devlin, professor da Universidade Stanford,
a matemadtica é a “ciéncia dos padroes” e “torna o invisivel visivel”, 2020.

Neste Capitulo daremos enfase a fungao, alguns tipos de fungdes, tais como:
fungoes polinomiais do primeiro grau e casos particulares e segundo grau, fungao
cubica, reciproca, raiz quadrada, raiz cibica, composicoes de fungoes, fungoes
exponencial e logaritmica, fungoes inversas. Ressaltando que faremos esbogos
de gréficos por translagoes e reflexoes de eixos.



1 Funcao

Definicao:
Uma funcao f: A — B é uma correspondéncia em que, a cada x € A, estd
associado um tnico y € B, tal que: y = f ().

Observagao:

Na definigao de fungao, podemos destacar:

(a) A é chamado de dominio de f, denotamos por:
D(f)=D;=A.
(b) B é o contra-dominio de f, descrito por:
CD(f)=CD; =B.

(¢) A fungdo é f ( € alei que diz o que fazer ) e ndo f (x) que é o resultado da
lei. A imagem de f sera representada por Im (f) e dada a seguir:

Im(f)={yeB:y=[(x), v €A}

Exemplos:

1. Seja f : R — R uma fungdo dada por:

0, sex €Q

f(x):{ 1, sexeR\Q.

Pede-se:

Solucao:

Notacoes:

Q= {x =3:a0,b€Z, b# O} Conjunto dos nimeros racionais.
R\Q = Conjunto dos niimeros irracionais, ou seja, conjunto de todos os



nidmeros reais que nao sao racionais.

Basta observar: A leitura da fungao f :

Se o nimero do dominio for racional, a imagem de f & zero.
Se o nimero do dominio for irracional, a imagem de f é um.
Agora, fazendo alguns calculos auxiliares, obtemos:

(1)z=0€Q: f(0)=0 () e=meR\Q: f(r)=1

(iii) = V2 € R\Q: f(V2) =1 (iv)x=3€Q: f(3)=0.
Logo,

@) fO)=0 (i) f(m=1 (i) f(V2)=1 () f(3)=0.
]

2. Seja f : R — R uma func¢ao dada por: f (z) = 22. Calcule e simplifique:

flx+h)—f(z—h)
xh

, com zh # 0.

Solucao:
E fundamental entender o que faz a lei f: Leva

f: R — R
0 — f@=©

0 6 o elemento do dominio e ((J)* ¢ o resultado da lei ( imagem de f ).
Feito este esclarecimento, vejamos:

Jle—h)y=(x—h)? e fla+h)=(e+h).

Dai, vem:
fl@+h)—f@=h) = (z+h)’=(z—h)’
= [@+h)=(z=h)].[(x+h)+ (= —h)]
= 2h.2x = 4xh.
Portanto,

fla+h)—fla—h) _(e+h)’—(z—n)’ .
xh zh '




3. Seja f : R — R uma fungao dada por: f(x) = ax + b. Calcule e

simplifique:
fle+h) - [(x)
h

L h#0.

Solucao:

Consideremos dois casos: a =0e a # 0

1° Caso: a =0: f(O) = b.( note que qualquer valor do "quadrado"

o resultado serd sempre b).

Hustrativamente, f (O) = f(x +k+n)=be f(O) = f(x + h) =b. Assim,
fl@+h)—f(x) b-—0D

0
h T h _E_O'

2° Caso: a#0: f(O0)=a0d+b

flx+h)—f(x) _ [a(z+h)+b] — (ax +b) :aﬂc—i-ah—ax:aih:a.

h h h h

4. Seja f : R — R uma fun¢io dada por: f(x) = f (z) = 22 + x. Calcule

e simplifique:
fla+h) = [(x)
h

R A0
Solucao:

Tr)=x°+x, = + . serve que: o' 'quadrado” €& apenas
f 2 f(O) = (O)?+ (). Ob "quadrado" &
um simbolo representando o significado.

FRY =k 4k f(A) =AY+ (D), f(x+h)=@+h)’+(@+h).

Além disso, fazendo alguns cédlculos auxiliares, obtemos:

fx+h)—f(x) = (z+h)?*+(z+h)— (z°+2)
= 224+ 2zh+h2+h—2?
= 2zh+h*+h
= h(z+h+1).



Por conseguinte, tem-se:

flath) —f@) _ @+h’+@+h)—(@*+2) hQe+h+l)

h h h
= 2z+h+1.

5. Seja f : R — R uma fungdo dada por: f(z) = 1. Calcule e simplifique:

f(z+h)—f(=)
h

L h#0.

Solucao:

(z) = 1, usando a mesma ideia do "quadrdo" f(O) = 4.

f(z
fk)= %, f(A)=%, f(z+h)= lerh' Daf vem:

z—(x+h
h h L (z+h)z'h (z+h)z’

6. Seja f : R — R uma fun¢do dada por: f (z) = 2% + 1. Calcule e

simplifique:
f@+h)— f(x)
h

L h#£0.

Solucao:

f(z) = 3 + 1,usando a mesma ideia do "quadrdo" f (0) = (0)° + 1.

Para ilustragdo, vamos simular alguns valores para o "quadrado"
fa+t+1)=(@+t+1)°+1,7(0)= (A’ +1ef(z+h)=(z+h)’+1.
Logo,

fath i@ _ e+ i1 @4 h?-a?
h
_ Kx"'h)_ﬂn][($+h)2+(z+h)x+x2}
N I
h|:($+h)2+(;p+h)z+x2:|

h
= (z+h)?+ (x+h)z+2?
= 32° +3zh + K%



7. Seja f : R — R uma fung¢ao dada por: f(x) = —2z. Calcule e

simplifique:
f@+h)— f(x)
h

 h#£0.

Solucao:

f () = =2z usando a mesma figurinha do "quadrdo" f (O) = —2(0O).
F(A) =20, f o+t +k) = —2(0+t+k) e f (ot h) = —2(0+h),
Atengao especial no calculo —f (z) = — [-2z] = 2z
fx+h)—f(x)=-2(x+h)—[-2z] = -2z — 2h + 22 = —2h.
De sorte que:

flx+h)—f(z) —2(x+h)—[-22] —2h

h B h = T

8. Seja f : R — R uma func¢io dada por: f (z) = 2% + 1. Calcule e

simplifique:
fle+h)—f(x)

h# 0.
W  h#0

Solucao:

f(z) = 2% + 1, a ideia da figurinha do quadrado é olhar o que ela significa,
ndo a letra em si f (0) = (0)° + 1. Iustrado a ideia da figurinha, temos:

flatt+)=(+t+1)’+lef(z+h)=(+h)’+1

Voltando ao problema inicial, temos:

fat+h)—f@) [<9«"+h)2+1}—($2+1)_(x+h)2—x2
h - h - h
_ @+h)—a]l(x+h)+a]  h[2z+h]
h h
= 2z -+ h.

9. Seja f : R — R uma fungdo dada por: f () = y/z. Calcule e



simplifique: £ "
T+ h)—

Solucao:

fz) =z, f([O)=VO
A ideia da figurinha do quadrado é olhar o que ela significa, ndo a letra em
si. Ilustrado a ideia da figurinha, temos:

fa+p) =ve+p f(A)=+/Ae f(x+h)=Vz+h.

Voltando ao problema dado, tem-se:

flath) = f(z) \/w‘+ VT
h

Vejamos um argumento de mudangas de varidveis, fagamos:

t=vzr+h t?=x+h 2 —k2=h
e - e — €
k2

k=\x K==z =z
Assim,
fl+h)—f(x) \/$+ f t—k t—k
h N 2 —k2  (t—k)(t+k)
1 1

(t+k) Vet h+z

Observe que:

(A-B).(A+B) = A?-DB?
(\/x-i- f) (\/x+h+\/a?)
— (Vath) - (va)
= x+h—z=nh

Obvio, sendo = > 0 e h > 0 ( porqué ndo consideramos = > 0 e h > 07 ).
Agora, procedendo usando a racionalizagdo, obtemos:

(Vethi-va). (Verh+va) = (Vath) - (V&) =a+h-z=h



fla+h) —f@)  (Ve+th-Va) Veth+z) h

h h ‘Wrth+yvz) h(Vzth+ )
1
Vot h+z
|

10. Seja f : R — R uma fungdo dada por: f (z) = z. Calcule e
simplifique: ( ) @)

flx+h)—f(x

. , h #0.

Solucao:

f (@)= /7.1 (©0) = V0.
A ideia da figurinha do quadrado é olhar o que ela significa, nao a letra que
usamos. Ilustrado a ideia da figurinha, temos:

fla+p)=Va+p f(A)=3/Def(x+h)=Va+h

Voltando ao delineado, temos:

flath) - f@) Ve+h-Jz
h h

Poderia usar racionalizacao. Vejamos usando mudangas de varidveis, tem-se:

t=vxr+h tB=x+h B —k3=h
e - e — €
k?’

k= ¥z K=z = z.
Assim,
flx+h)—f(x) = Vz+h f t—k t—k
h B h 33— k3 (t—k)(t2 +tk+k2)
1 1

2 2 = :
B4tk +k (z+h)?+ Yo+ hiz + Va2
Observe que:

Determinando o fator racionalizante, tem-se:

(A-B).(A>+AB+B*) = A*-B°
(Vo va).|(VeTm) + verivas (7| = (Vern) - (va)
= xz+h—x=h



Dali, segue-se que:

f(x+h)—f(x) (Vo +h— ¥x) (3(x+h) +<°/m%+%72>

' N (e = YR
h
- h. <€/(z+h)2+ Vo +hiz+ %72)

1

V(@ +h)? + o+ hi/x+ Yz

Problema;

Calcule e simplifique, em cada caso, supondo x # a :

onde:

1) f(@)=kz+b 2)f
5) f(z)=—2z 6) f(z)=2"+1 7) f(2)

Solucao:

1. Consideremos dois casos: k=0ea #0

1° Caso: a =0: f (O) = b.( note que qualquer valor do "quadrado"
o resultado serd sempre b).
Nustrativamente, f (O) = f(x+n+ 1) =be f(A) =b. Desta forma,
obtemos:

f@)—f(a) b-b 0

= = =0.
T—a rT—a T—a

2° Caso: k#0: f(O)=kO+0b

fx)—f(a) :kx+b—(ka+b) :k(a:—a) L

Tr—a Tr—a Tr—a




2. f@)=2+x

?+z—(a*+a) (z—a)(z+a)+(z—a)

f@)—fla) _ _
T—a B rT—a B T—a
_ Eodlera
v?).f(av):l
RS ION -t S il At O
T—a  z—-a z-a z—-a  za (z—a)
= ;—a,w;«éa;ﬁO

4, f@)=a%+1

3 3 (x—a)(x2—|—xa—|—a2) 2 ot a2
=z )

fla)—fla) 2" —a®
D. f(z)= 2z
f@)=fla) _ —2w—(=20) —2(x—0a)
6. fx)=2*+1
f@) = fla) _a®+1—(a®+1) w-a@t+a) _ . .

7. f(a)=z
f@)—fla) _vi-va

Tr—a

Tr—a

Agora, fagamos as mudancas de varidveis, tem-se:

10



t=+/z 2=z
e = e
k=+va k? = a.
Assim, vem:

J@-f@) _ VE-va_ t—k _ -k

x—a T—a t2—k2  (t—k)(t+k)
11
t+k Jr++a
Este processo é o mesmo; neste caso, que racionalizar. |
8. flo)=z

f@)=fla) _ Yz-ya

r—a Tr—a

Assim, fazendo as mudangas de varidveis necessdrias, vem:

t= <z ==
{ e :>{ e (2)
k= <a k3 =a.

Dai, levando (2) em (1), segue-se que:

f@)-fla) _ YE-va_ t—k ok

T —a r—a t3— k3 (t—k) (2 +tk + k?)
1 1

2 +thk+k® Vil + Yada+ Va2

1.1 Grafico de uma funcao

Definicao:
Seja f : A — B uma funcao. O gréfico de f, denotado por G, ¢ dado por:

Gy ={(&,f (@) € AxB:y= f(x)}

Observagao:

Na definigao de fungao, podemos destacar que o gréfico de f é um sub-

11



conjunto do produto cartesiano de A por B, Notacao: Gy C A x B.
( C estd contido ou é igual a ).

Esboco do gréfico de y:

(x.f(xD)

£

Im r

Dy

Guarde com bastante atencao estes fatos:

(¢) De forma intuitiva, o Dy é a projegao do grafico de f, sobre o eixo z e a
Im (f) ¢ a projecao do grafico de f, sobre o eixo y.

(i7) Toda reta paralela ao eixo y, passando pelo x € Dy , corta o gréfico de
f em um unico ponto.

Fato bastante intrigante:

Uma funcao f : R — R definida por:

1, rzeQ
f(m):{ 0 zeR\Q.

Nao se consegue esbogar um gréfico, nem usando recursos computa-
cionais, porqué?
Exemplos:

2 >
1. Seja f : R — R uma fungéo definida por: f(z) = { z, 21

r x<l1.

12



Solugao:

2. Calcule e simplifique em cada caso:

ae) = PO o,
onde:
1

x2, rz>1

(@) f(x):{%c—l, x <1 (i) f(x):{_xmﬁ,-l z <L

Esbocando os gréficos em cada caso, temos:
Solugao:

(4)

13
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1 1 2 3 x

(i) 1° Caso: z>1: f(1) =12

sy= LOIW 2o _ oy

2° Caso: z < 1: f(1) =12 ( Cuidado! f (1) é sempre calculado no ponto
dado z =1.)

f@)—-r@Q) 2:10—1—12_2(1“—1)_

¢(z) = z—1 T -1 -1 =2
(6)1° Caso: z>1: f(1)=—-1+2=1.

LG EF O e it ik V S SRS
=701 T e-1 z-1_ r (z—-1) =
2° Caso: x<1: f(1)=-14+2=1( Cuidado! f (1) é sempre calculado

no ponto, neste caso x = 1.)
z)—f(1 —x+2-1 —(z—-1
q(x):f() f _ e Gl VY
z—1 z—1 z—1

3. Seja f:R — R uma funcio definida por: f (z) = 3.

14



Solucao:

4. Seja f : R — R uma fungéo definida por: f (z) = /z.

Solucao:

15



5. Considere a equagao da circunferéncia (z — 1)2 +92=1

—1

Neste caso nao representa fungao, visto que: toda reta passado pelo intervalo
0 < x < 2 corta o grifico em dois pontos, ou seja, um mesmo elemento do
dominio tem duas imagens distintas.

0. Seja f : R—{0} — R uma funcao definida por: f(z) = 1.
Solucao:

Facilmente, se ver: x > 0 quando aumentamos os valores de x a fragao fica
bem pequena e bem préximo de zero, os valores sao muito grandes, para

. _ _ 1
ilustrar tome x = 1000 e x = 500 -

& = 1000 £(1000) = L
€ — . e )
T = Ta0 F((325) = == = 1500.
de forma andloga, para z < 0, vejamos:
= —1000 F(=1000) = — 1o
€ - . e )
T =~ 1505 F(~1509) = ——1 = ~1500.

16
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-3
2 Funcoes Polinomiais
2.1 Funcgao Polinomial do 1° grau
Deﬁnigéo: Chama-se fungao polinomial do 1° grau a:
f: R— R
xr— f(z)=ax+b
com a,beRea#0.
Exemplos:
]..f(x):2x+4 2. f(z)=—22+1
Observacao:
(A) Na defini¢ao, tem-se:
a=coeficiente angular da reta
b=coeficiente linear da reta
(B) Critério para esbocar um gréfico de uma reta:
(1) Faga x =0 =y = f (0) = b ( valor que corta o eixo y )
(i1) Fagay =0 => az + b= 0 = z = —2 ( temos o zero da funcdo,

17



ou seja, o valor que corta o eixo x )

(C) Fatos:
(1) Se a > 0, entdo, f é crescente: Vry,x2 € R :

11 <@y = f(w1) < f(22)

[ (w2) = f(21)

T2 —T1

T <Ty=a=tga= >0= f(z1) < f(22).

Logo, f é crescente.

a>=>0

\
o

v

=

Exemplos:
1. f@)=20+4

Para x = 0=y = f (0) =4 ( Valor que corta o eixo y )
Paray=0—=2z4+4=0—=2x=—-4—x=-2

18



( Valor que corta o eixo z ou zero da funcéo )

y A

2 X
(#7) Se a < 0, entdo, f é decrescente: Va1, s € R :
r1 <32 = f(w1) > f(22).
1 <x2:>a=tga:M <0= f(z1) > f(x2).
T2 — X1
Logo, f é decrescente.
a<0 y
'
b
L N\CT
> X
0 —

19
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2. flo)=—2c+1

Para z =0 =y = f(0) = 1 ( Valor que corta o eixo y )
Paray:():>—2a:+1=0:>—2x=—1:>a:=%

( Valor que corta o eixo x ou zero da fungao )

y

A

o
A J

20



Problema:

Seja f : R — R uma funcdo dada por f (z) = ax+b, coma,b € Rea,b # 0.
Prove que: f nao satisfaz as condigoes:

(i) Ve, 20 €R: f(x14+x2) = f(21) + f(22) €
(i7) Va € RVzy € R: f (ax1) = af (x1)

Prova:
(1) Yoy, € R :

e

{ fx1+x2) =a(zy +22)+b=(ax1 +b) + axs
f(z1) + f(x2) = (az1 +b) + (az2 + b).

Logo,
f(w1+m2) # f(z1) + f(22)
(#7) Va € RVz; € R:
{ flazi) =a(azi) +b=a(azx)+b
e

af (x1) = a(az; +b) = a(az) + abd.

De sorte que:
flazy) # af (z1)

Quando uma das condigoes (¢) ou (i7) ndo sao satisfeitas dizemos que:
f nao é linear. |

Casos particulares: da funcao

f(x)=azx+ba,beR

Funcao Constante:
a=0= f(z)=b

Exemplos:

21



Y -~
2. f(z)=0
¥
|
1]
3. f(z)=-1

He

Funcao Identidade:

Seja f : R — R uma fungédo dada por f (z) = .
( Como o préprio nome diz: identidade, a cada x do dominio

22



sua imagem y = x é o mesmo valor)

y

s

Reflexdao de f () = x em torno do eixo x, obtemos: g (z) = —z

Y

»

Y

(B) Note que f satisfaz:

(i) Vo, 20 € R f(z1 4+ 22) = (1 +22) =21+ 22 = f(21) + f(22)
(i7) Va € RVzy € R: f (ax1) = (az1) = axy = af (x1)

Funcao Linear

f(z) =azx, coma€eR, a#0.

23



Note que f satisfaz:

(1) Vr1,22 €R: f (21 +x2) = a(z1 + 32) = ax1 + avs = f (z1) + f (22)
() Va e R, Vx; € R: f(az1) =a(axy) = a(azy) = af (x1)

Toda funcao ( transformacao ) que satisfaz estas duas condigdes
chamamos de Linear. |

Exemplos:

1. f(z)=22

Observe que:
O quociente de Newton

q(x):f(x)ff(a):2z72a:2(x7a):2.

Tr—a r—a Tr—a

Maravilha de se ver: o coeficiente angular da reta m = tgf = 2 ( f é crescente
a=2.)

Sinal de f:

x > 0= f é positiva ( grafico estd acima do eixo z ) e
x < 0= f é negativa ( gréfico estd abaixo do eixo x ).

24



2. f(z)=—2z

Observe que:

O quociente de Newton

fx)—fla) 20— (-2a) —22+2a —2(v—a)

q(z) = = = = = 2.
T—a T —a T —a T—a

Maravilha de se ver: o coeficiente angular da reta m = tgd = —2

( f & decrescente a = —2.)

Sinal de f:

x > 0= f é negativa ( gréfico estd abaixo do eixo z ) e
x < 0= f é positiva ( gréfico estd acima do eixo z ).

25



Exercicio

Use translacao e reflexdo de eixos para esbogar o grafico de f :

1. f(x):|x|:{ z, x>0

-z <0
Y
4
Y X
D(f)=R
Im(f)={yeR:y >0}
2.’L’—47 ;1;22
2. f(:r)214|{ e w2
y A
4

A J

26



Im(f)={yeR:y >0}

20 4+4, x>-2
—2x—4 x< -2

3.f(:r)2$+4|{

D(f)=R
Im(f)={yeR:y >0}
4-9(3:):{ 20, x>1

2 x<l1
y

»

v

D(f)=R
Im(f)={yeR:y>2}

27



2.2 Funcgao Polinomial do 2° grau

Deﬁnigéo: Chama-se fungao polinomila do 2° grau a:

f: R— R
r— f(x)=az®+br+c

com a,b,c € Rea#0.

Exemplos:
1. @) =22 —52+6 2. fz)=—a22+1
3. fla)=a24z+1 4. f(z)=a2>-22

2.2.1 Dedugao da Férmula

Teorema: ( Zeros da fungao )
Seja

f(x)=az?+br+c=0, coma,bccRea#0.

Entao, suas rafzes sao dadas por:

—b+VvA
= =ve
ou
To = _b_\/Z.

2a

Prova:

Com efeito, usando o procedimento de completamento de quadrados, tem-se:

b
ar’ +br+c = O:a{x2+x+c} =0
a




Agora, fazendo A = b% — 4ac > 0, obtemos:

b\’ VA
— | = =c=—-——=x —.
(z + 2a) 4a? v a  2a
De sorte que:
_ —b+VA
—b+ \/Z T1 = 2a
T = 7 ou
T = _b;a\/Z.

1° Caso: A > 0 existem duas raizes reais e distintas x1 e zs.

Y a>0
A

29



a<0
A
ﬂ\
0 X1 X3
C
- X4 + Xy —
| 1 S
T 1 r
2° Caso: A < 0 ndo existem raizes reais.
a>0
y
A<0
A
C
Mo |- -
|
|
|
: > X
0] *v
+++++
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a<0

y
A A<0
Xy
+ > X
1
1
1
yv__
C
0

0 . . . . .
3 Caso. A = 0 existem duas raizes reais e iguais 1 = .

y

A a=>0
>

+ + .
0 X1 = Xy !

v
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a<0
A
X1 = X3z
> X
ol— —
/
S
I -

Teorema:
Seja f: R — R a fungao definida por:
f(x)=az?+br+c=0, coma,bccRea#0.

Entao, tem-se:
2
f(iL') = (L(LL’—(EU) + Yv,

onde (z,,¥y,) é o vértice da pardbola, onde:

b B (b2—4ac)_ A
TR Y T T T d

Prova:

Com efeito, usando o procedimento de completamento de quadrados, tem-se:

flx) = ax2—|—bx+c:a[3§2+2x+c]

[NCIRNES
~
)
I
Y
[NCIENES
N~
N
+
1o

2, b (
= a||lz”+ -2+
a

el G)) -




onde:

De sorte que:

Observagao:

2.2.2 Critério para esbogar um grafico de uma fungao quadratica:

1. Uma forma ¢ usando completamento de quadrados e obter
a forma:

2
f@)=a(z—=z,)" +yo
Em seguida, usar translagoes e reflexdes dos eixos coordenados.

2. (i) Faga = 0 = y = f (0) = ¢ ( valor que corta o cixo y )

(i1) Faca y = 0 = ax® + bz + c = 0, A > 0 =( temos o zero da funcdo,
ou seja, os valores que cortam o eixo x ). Caso contrario, temos:

A < 0 =>( ndo existe valores que corte o eixo z )

(#4i) Obter o vértice V (z,,y,), onde:

b _a
 da’
(tv) Esbogo do gréfico de f.

Exemplos:
Esbogar os gréaficos usando translagoes e reflexoes de eixos:
1. Y1 = .7}2

y

0 X
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Y2 = —2
4
y
0
2. Yy = ($+1)2
y r
1
-1 0
y2 = — (v +1)°
y 4

34



3- Y1 = (x_l)z

yo = —(z—1)?

35



(i) y1 = (z — 1)* +2

36



4- ys = (v —3)?

5.

y6=(x—3)2+2

4
1:[\

=
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0. yr = (z +2)°
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ygz(x—2)2—1

yl
3
L >
x
1 P 3
1
2
ys=|(z —2)" -1
y
3
1
Tl
X
1 2 3

2 T
8, f(x):{glfl’ lz| > 1

z, |z| <1
Lembrando
r<—1
lz| > 1 <= ou elr|<l<—=-1<z<1.
z>1
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Destacando:

Dominio de f: D(f) =R
Imagem de f:Im(f) ={yeR:0<y <4}

Exemplos

1. f(z)=2%—6x

Usando completamento de quadrados, em seguida, translagoes de eixos,

temos:

fl@) = x2_6m:>f(m)=$2—6m+(_26)2_<—26>2
— f(@)=2>—624+9-9= f(z)=(z—3)>—0.
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Y

2° modo:
f(x)=2%—6x
(i)z=0= f(0)=0
x =0
(i) f(z) =0=2?> —6b2=0=z(x—6) =0 = ou
z = 0.

Vértice da pardbola.

(iv) Esbogo do grafico de f
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f(z) =2 —6x
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0.5

av)

(iid) f (2) = (@ — 1) + 1

44
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2. () f(x)=(z+m)?

12
11
10

P = N W R WU O

7 -6 5 4 2 1

'
[y

= 3,14159 ...

v
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3. f@)=(

y
14

12

10

— 7r)2 +e, onde: m=3,14159...e e=2,7

r

2 4

s
e = 2,718281 ...
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P

-10

-12

(it) f (@) = —(z—7)" +e

o]

Problema:

Para determinar o valor de ”a” de uma grandeza foram feitas, em laboratério,
n medic¢oes. Os valores encontrados foram x1, xa, . . ., z,. Resolveu-se adotar
como estimativa de ”a” o valor para o qual a soma dos quadrados dos erros
das medidas fosse minimo. Que valor é esse?

47



Solugao:

Seja
D (a) = (afxl)Q+(afx2)2+...+(afz")2,

entao, fazendo as manipulagoes algébricas necessarias, obtemos:
®(a) =na® —2a(v1+z2+...+xn) + (2] +25+... +22).

De sorte que, a abscissa do vértice produz

1+ 2o+ ...+,
- .

ay =

3 Graficos de funcoes Elementares
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(i1) f (z) = —a?

49



(it) f (z) = —a®

y r 3
0 X
4. (i) f2) =z
v 4 y=vx
1
0
0 1 2 3 4
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@

y = Ixl
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=
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-11

-14

-17

20




A 2

%)



L J
=

3.0.3 Uma pausa para comentar sobre a fungao exponencial de base
"%

e
Seja
1 n
an = <1+> — 2,718 =e.
n
entdo, fazendo n =1,2,3,. .., tem-se:!
a = (1+1)?%=2
1\ 2
ay = <1+2> =2,95
13
as = <1 —+ 3) ~ 27 37

1O niimero "e" é uma constante matemdtica que é a base dos logaritmos naturais. Por

vezes é chamado nimero de Euler (ndo confundir com a constante de Euler) em homenagem ao
matematico suico Leonhard Euler, nimero de Napier, em homenagem a John Napier,
nimero de Neper, constante de Néper, nimero neperiano, nimero exponencial e outros. A
primeira referéncia a constante foi publicada em 1618 na tabela de um apéndice de um trabalho
sobre logaritmos de John Napier. No entanto, este ndo contém a constante propriamente dita,
mas apenas uma simples lista de logaritmos naturais calculados a partir desta. A primeira
indicacao da constante foi descoberta por Jakob Bernoulli, quando tentava encontrar um valor
para a seguinte expressdo (muito comum no célculo de juros compostos):

an=(1+21)—2711828... =¢

96



Dali, continuando com o processo, segue-se que:
1 n
ap = (1+> — 2,718... =e.
n

Cujo valor é aproximadamente
e ~ 2, 718281828459045235360287.

11. ) f@) =e (i) g (¢) = Inz

>3

y=e* y=x

y=lInx

0 1/ x
/

v

12. () f(x)=e" (#7) g () = —Inzx
_ —X
y 4 y=e€ y=Xx
& y = —Inx
0 ]\ 'x




13. (i) 1 (@) =zl ={ 1nlgl_x;£), iig
y F 3
1 0 1
y = In |x]|
(ii) f (z) = |In |z]]
yﬂ
y = [In|x||
-1 0 1

1
ﬁ+1‘
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(iid) f(x) =

=+

r—1

||

y=e

(i1) yo = e—lz—1]
( Observe que: este grafico foi obtido de y; = e~1*l deslocando uma

60

A J



unidade & direita )

3

y

_//

—[x-1]

A 4

0 1

(4i1) yo = e~ 1=+

( Observe que: este grafico foi obtido de y; = e~ *l deslocando uma

unidade & esquerda )

— e—|x+1|

61
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y:elxl

A 4

(i1) 1o = el*~1l
( Observe que: este grafico foi obtido de y; = el*! deslocando uma
unidade a direita )

y -

A J

(iii) yo = elo+]
( Observe que: este grafico foi obtido de y; = el*! deslocando uma

62



unidade a esquerda )

y = e|x+1|

17, 4 =

|~
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O grafico de y = — & obtido de y; = ﬁ deslocando 1 unidade & direita.

[z—1]
4 Y
/1
0 1
(i) s = ir
O gréfico de y3 = ﬁ é obtido de y; = ﬁ deslocando 1 uma unidade a

esquerda.

y1

T x+ 1]

v
=
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18. y=+z

L 4
=

n=ve—1
O gréfico de y1 = V& — 1 & obtido de y = v/z deslocando 1 unidade a
direita.

y

A

(1) y2 = Va +1
O gréfico de yo = V& + 1 &€ obtido de y = v/x deslocando 1 unidade a

65



esquerda.

19. y =z

66



(1) y = v/x — 1 é obtido de y = = deslocando uma 1 unidade & direita.

A

y

/

(i1) y = vz + 1 é obtido de y = ¥z deslocando uma 1 unidade & esquerda.
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20. y=a®

(i) y1 = (# — 1)® & obtido de y = 2® deslocando uma 1 unidade & direita.

3

y
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(i1) yo = (z + 1) & obtido de y = 2% deslocando uma 1 unidade & esquerda.

yl

b

69

y=(x+1)3



CAPITULO 4

Nao ha nenhum ramo da Matematica, por mais
abstrato que seja, que nao possa um dia ser aplicado a
fendmenos do mundo real.

Nikolai Lobachevsky ( 1792 — 1856)

A Matemadtica é o inico material de instrugao que pode
ser apresentado de uma forma totalmente nao
dogmaética.




Max Wilhelm Dehn ( 1878 — 1952 )

Neste Capitulo, vamos abordar funges do tipo: pares e impares, inje-
toras, sobrejetoras e bijetora, composigoes de fungdes, definindo a fungao in-
versa através da composicao de fungoes, ressaltando que: a inversa serd definida
usando a composicao, tendo a composta da fungdo com sua inversa o resul-
tado a funcao identidade. Além disso, deduzindo que se a funcao é invertivel,
por conseguinte: a mesma serd injetora e sobrejetora, ébvio que a reciproca
ou contra-positiva é trivial ( funges bijetoras sdo invertiveis ). Para concluir
o Capitulo, voltamos ao tema de fungoes exponenciais e logaritmicas ( desta-
cando a exponencial de base "e" por se tratar de uma fungao exponencial, onde
tem diversos fendmenos naturais que as utiliza como modelagem matemaética:
crescimento populacional, infec¢bes por virus, meia-vida de elementos radioa-
tivos ou decaimento radioativos, com fungao logaritmica modela situagoes de
abalos sismicos, veremos também como consequéncias da injetividade, cresci-
mento e decrescimento das fungoes exponenciais e logaritmicas, as equagoes e
inequagcoes exponenciais e logaritmicas.

1 Funcoes Pares e Impares

Definigoes:
Seja f: X — R uma funcao. Dizemos que:

(¢) f € par, se: f(x) = f(-z), Vo € X = D(f)
(i1) f é fmpar, se: f(z) =—f(—z),Vz € X =D (f).

Exemplos:
Verifique quais das fungbes sdo pares ou impares:

1. f:R — R definida por: f (z) = 22
Basta observar que:
f(=z)=(—z)’ =22 = f(z),Ye e D(f) =R.

Logo, f é uma funcéo par.



Esbogo do grafico f (z) = x?

2. f:R — R definida por: f(z) = 23

com efeito,
—f(z),Yze D(f) =R

~
|
8
~—
I
n
8
~—
w
|
I
8
w
|

Logo, f é uma funcao impar.
Esbogo do gréafico f (z) = 2®

A

y

3. f:R — R definida por: f (z) = \/m

Basta notar:
f(=z) = |-z| = V]a| = f (x) Vo € D(f) =R.

Logo, f é uma fungao par.



Esbogo do gréfico f (x) = /|z]

»

Y y =/l

4. f:[-1,2] — R definida por: f (z) = 22.
Cuidado!

f(w) = (-0)° =a® = [ (2),
nio vale Vo € D (f) = [~1,2], por exemplo, f(2) = 2% e f(—2) nao
estd definida no intervalo. Logo, f nao é uma fungdo par nem impar.
Assim, devemos ter o cuidado com a fungao e se vale a

simetria para todo valor do dominio da fungao.
Esbogo do grifico de f (z) = 22,Vx € [—1,2]

y
4

Atencao:

A tnica fungao par e impar ao mesmo tempo é a funcao



identicamente nula

f: R— R
z— f(z)=0

= 0= f(z), f éuma fungao par

= 0=—f(x), f éuma fungdo fmpar.

y

r 3

v

D. f:R\{0} — R definida por: f(z) = 1
com efeito,

f(~2) = - = —f(2) Yo € D(f) =R\ {0} .

—ZT

Logo, f é uma funcao fmpar.
Esbogo do gréfico de f (z) = %

Yy

6. f:R — R definida por: f(z) = sinz



f(=z)=sin(—z) = —sin(z) = —f (z) ,Ve € D(f) =R.

Logo, f é uma funcao fmpar.
Esbogo do gréfico de f (z) = sinx

1

Destacando:

Dominio de f: D (f) =
Imagem de f: Im (f) =
Periodo de f:p(f) =2

R.
[_17 1]

7. f:R — R definida por: f(z) = cosz
Basta observar que:
f(=x) =cos(—z) =cos(z) = f(z),Yz € D(f) =R.

Logo, f é uma fungao par.



Esbogo do gréfico de f (x) = cosx

1

0.5

Destacando:

Dominio de f: D (f) =R.
Imagem de f: Im (f) = [-1,1]
Periodo de f:p(f) =2rm

8. A funcao tangente f : A = {x ER:z# 5 +kmke Z} — R, definida
por:

f(z)=tgx.
Basta observar que:

f(—z) =tg(-2) = —tg(x) = —f(2), Ve e D(f) = R.

Logo, f é uma fungao fmpar.

Esbogo do gréfico de f (z) = tgx.




Destacando:

(i) Dominio de f: D (f) ={z € R:x # L +km, k€ Z},
(#7) Imagem de f:Im(f) =Re
(#91) perfodo de f:p(f) = .

9. a fungdo cotangente f:A={zxeR:z#kmkeZ}— R,
definida por:
f (z) = cotg x.

Basta observar que: f(—z) = cotg (—x) = —cotg (z) = —f (2),
Vz € D(f) =R. Logo, f é uma funcdo fmpar.

Esbogo do gréfico de f (x) = cotg x.

-2

Destacando

(i) Dominiode f: D(f) ={x e R:z # kn,k € Z},
(#4) ITmagem de f : Im(f) =R e
(#91) perfodo de [ : p(f) = .

].0 A funcgao secante f: A = {:I:GR:&U# g—i-kw,keZ}—ﬂR,
definida por:
f(z) =secwz.

Basta observar que:

f(=z) =sec(—z) =sec(z) = f(z),YVz e D(f) =R.

Logo, f é uma fungao par.



Esbogo do gréfico de f (x) = secz.

Destacando

(1) Dominio de f: D (f) ={z € R:a # § + kr,k € Z},
(7) Imagem de f:Im(f)={yeR:y<—-lou y>1}e
(7i1) periodo de f:p(f) = 2.

11 A funcao cossecante f: A={x eR:x # km k € Z} — R, definida
por:
f(x) = cossec z.

Basta observar que:
f(—z) = cossec (—z) = — cossec () = —f (z) ,Vz € D(f) =R.

Logo, f é uma funcao impar.



Esbogo do gréfico de f (x) = cossecx.

3 -2 -1 1 2 3 4

Destacando
(¢7) Dominiode f: D(f) ={z € R: 2 # kn,k € Z},

(i4) Imagem de f: Im(f)={yeR:y< —-lou y>1}e
(#4i) periodo de f : p(f) = 2m.

10



1.1 Funcoes trigonométricas pares e impares:

&

sen(&’)\ (cos0, sen0)

>

A(1,0) ]

sen(—0) Ft i
(cos(—0),sen(—=0))

(1) cos(—0) =cosb (#4) sin(—0) = —siné.

Consequéncias:
(i) sec(—0) =secl (#3) cossec (—0) = — cossect
(7i1) tg(—0)=—tgh (iv)  cotg (—0) = — cotgd.

2 Composicoes de Funcoes

Definicao:
Sejam
A %+ B
NS
fog R
Onde:

(¢) Im (g) : Imagem da funcao g

(#4) Im (g) C B : A imagem da fungdo g estd contida ou é igual ao dominio da
fungao f.

(i1i) f=g= f>=fof, fol=1Iofe f=1I (funcao Identidade) .

11



Observacao:

fr=fofo...of fol=Iof=f e f'=L

n vezes

Exemplos:

1. Considere as funcdes f e g, definidas por: f (x) =2%e g(x)
Pede-se, caso existam:

(i) D(fog)e foyg (i) D(go f)egof

JZ.

Solucao:

E fundamental obter primeiro os dominios das funcées, alguns textos do En-
sino Médio, induz que se pode fazer o contrério, ou seja, determinar a composta,
para s6 em seguida, obter o dominio. Estes exemplos esclarecem que, se fizermos
o contrdrio, daria errado. Vejamos

D(fog) = {zeR zeD(g)Alm(g9)eD(f)}

= {2eR; (z>0)A(Vz) ER)} ={z eR; z>0}.

Agora,
(fog)(@)=f(g(@) = f(Va) = (Va)’ = Va2 = |z = .

Note que: se por um momento de fraqueza, fizessemos f o g antes de obter o
D (f o g) existiria

(fog) (1) =f(g(-1) = F(V=1) = (V=D) = /(1) = 1.

Absurdo! visto que v—1 ¢ D (g).
Procedendo de forma ansloga, obtemos:

D(gof)

{zeR; zc D(f)nIm(f) € D(g)}
= {z€R; (zeR)A2> >0} =R.

Dali, segue-se que:

(9o f)(2) = g(f (@) = g (2*) = Va? = |a].

Consequentemente, em geral se tem: f o g # go f, ou ainda, composi¢oes
de fungbes nao é comutativa.

Guarde bem e nunca esquega!
Obter a composta de duas funcgoes f o g e go f, antes é necessério, obter
o dominio de existéncia, caso sejam possiveis.

12



2. Considere as fungdes f e g, definidas por: f () = ﬁ eg(x)=
Pede-se, caso existam:

(i) D(fog)e fog (it) D(go f)egof

Solucao:
(i) D(fog)e fog: f(x)=—~ g eg(;r):mrzl_1

Tr—

D(fog)={zeR:x€D(g) eg(z) € D(f)}.

Vejamos

z—3>0=2>3=D(f)={zeR:z>3}
P~ 1#40=2a#+1=D(9)={r cR:a # +1}.

Assim,
D(fog)={zeR:zecx#+tleg(x)>3}.

Calculos auxiliares:

1
3 — —=3>0
221 > <:>x271 >
1 — 32 4 — 302
x4+ 3 0 3x 0
2 -1 21
Dai, vem:
4 — 322
D(fog)l=qzeR:iz#+le —5——>0,.
z?—1
Cuidado! ,
2>\/§<:>%>1
2> 43 = e
-2
—2<f\/§<:>ﬁ<—1
4 — 322
f(x)_xg_l
Portanto,

13




Dito de outro modo, temos:

D(fog):{xGR:(x;é:I:l) e (\_/§<x<—lou1<$<\j§>}.

Portanto,

2
D(fog):{xeR:<x<—1ou1<m<}.

V3 V3
Agora, f(z) = ;7369(5”)—932171
1 1 1 2 -1
(fog)(w)—f(g(x))—\/mzl_l_g_\/w_\/3239012_\/4—3952'
y.ﬂ
> X
-1 0 1

@) DlaeN)egal 1= gy ool = ohr.

D(gof)={zeR:zeD(f) ef(z)eD(g)}.

D(gof) = {zeR:x>3e f(x)#+£l}
L ;éil}

= ER: 2 >3 e ——
{m T —

Calculos auxiliares:

14



7S 4 +le= Ve —-3#1louvzr—-3#-1
(m)Q #* 12 ou \/m#—l,VxGR7m>3
lt—3] # louVzeR z>3
r—3 # louVreR z>3
r # 4douVreR z>3

Dai, vem:
D(gof)y={zecR:x>3e (x#40uvVz eR, z>3)}.
De sorte que:

D(gof)={zecR:x>3ex#4}.

1 1 1
g(f (1‘)) = 2 = 2 =
[f(x)]" -1 [ 931_3} 1 el
B 1 1 z-3
= ==
$i3 -1 r—3 4—u
Portanto,
z—3
9(f @) =T
y -~
0 :;/ 4 x

Uma pausa para alguns comentérios:

15



3

4

Se imaginassemos que poderia achar a composigao

r—3

9(f (@) =—

para em seguida; obter o dominio D (g o f), cometeriamos o erro de achar
que o dominio da composta seria

D(gof)={zeR:x#£4}.

Para ilustrar o erro existente, vejamos:
Quem seria (go f)(—2) =7
1 1
-2) = = R,
I =m=-r=

e, portanto, # (g o f) (—2)
# =ndo existe

Tipos Especiais de Fungoes: Injetora, Sobre-
jetora e Bijetora

Definicoes:

Seja X um subconjunto dos reais nao-vazio e seja
f: X CR — R uma funcéo.

(1) Dizemos que: f é injetora, quando:
Vo, xe € X @ f(21) = f(22) = 21 = 22.
Ou usando a equivaléncia tautolégica ( p = ¢ <=~ ¢ =~ p ), temos:

Vay, 29 € X : 21 # 29 = f(a1) # [ (22).

(#4) Dizemos que f é sobrejetora, quando:

quando:
Vye CD(f):qzeD(f):y=f(x).

( Dito de outro modo: f é sobrejetora se nao sobra elementos no contra-domi-
nio de f )

(791) Dizemos que f é bijetora se, e somente se, f é injetora e sobrejeto-

16



ra
Exemplos:

1. Seja f : R — R uma fungao dada por:
f(z)=22+1.
Afirmacao 1: f ¢ injetora.

De fato, Vz1, x5 € R, tem-se:

f($1) = f($2)2>2$1+1=21‘2+1
= 2x1 =229 = x1 = Ts.

Logo, f é injetora.
Aﬁrma(;éo 2: f € sobrejetora.

Note que:
-1
y:2x+1:>2x=y—1:>m=yT

Com efeito,

Yy € R:CD(f):H(a::y;l)eD(f):

fla) = f(y;1>:2.<y2_1>+1:y.

De sorte que: f é sobrejetora. Por conseguinte, vem: f é bijetora.
flx)=2z+1

)
y
/1
10 x

17



L J

2

4 fx)=2x+1
y
y=x
x—1
9() =—
1 1
-5 ‘

0/1/1 x
2

2. Seja f: R — R, definida por: f (x) = 25

Afirmacao 1: f ¢ injetora.

De fato,

Vo, € R:f(z) = f(z2) = 2% =23
= 2} -2} =0= (31 —22). (2] + 122+ 23) =0
T1 = T2
- ou = I1 = T2.
m%+z1x2+x§ =0
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Pois,

2
x%+x1x2+x§:0<:>m%+2x1x2+x§:x1x2<:>m1x2:(m1 +x2)" >0

desde que x; # xa.
Logo, f é injetora. |

Aﬁrmagfio 2: f €& sobrejetora.

Note que:
y =1 = 1=y
Com efeito,
Vy € R=CD(f):Jz=YyeD(f)=R:
fl@) = F) =) =y
Portanto,: f é sobrejetora. Por conseguinte, vem: f é bijetora. |
flz) =2
y
0 x

19



3. Seja g : A — B uma funcao,definida por:

g(x) =V,

20



onde: A={zxeR:z>0}eB={yeR:y>0}.

y r
flx) = x*
y=x
gx) =+x
1
0 -

Aﬁrma(;éo 1: g € injetora.

De fato, Vx1,zs € R, tem-se:

glz1) = g(@2) = Va1 =12
= (Va1)' = (Va2)’ = 11| = |22

= 11 = Tg, Visto que x1,x2 > 0.
Logo, g ¢é injetora.
Aﬁrma(;éo 2: g € sobrejetora.

Note que:
g(z) =V =a=y"
Com efeito,
Yy € OD(f):3x=y*€D(f)=R:
g(x) = g(¥*)=Vy> =yl =y, comy >0

Q
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Portanto,: g é sobrejetora. Por conseguinte, vem: g é bijetora. |

F

y r
flx) =x?
y=x
g(x) =+x
1
0 1 x'
4. Seja f:R2— R? uma funcao, definida por:
fl@y)=(x+yz—y)
Prove por definigao que: f é bijetora.
Prova:
Afirmacao 1: f ¢ injetora.
De fato, Yui, us € R2, temos:
= (z1,51),u2 = (T2,42) €R?: f(wr) = f (u2) = f (z1,51) = f (z2,2)

1ty =2x2+
= (z14y1,71— 1) = (T2 + Y2, 72 — Y2) = 173117 27y2
T1 — Y1 =T2 — Y2
2321:22132 T1 = T2
= e - e = u1 = uz.

2y1 = 2yo Y1 = Y2

22



De sorte que: f é injetora. |

Aﬁrma(;éo 2: f € sobrejetora.

antes de provar vejamos

rty=a 2r=a+b
f(xay) = (x+y7x_y):(a’ab):{ T — fb = €
yi
20=a—0>
o= ot
— [
y =3
9 a+b a->b 9
V(a,0) € R*=CD(f):3(z,y) = D) ER*=D(f):
a+b a—> a+b a—ba+b a-—>b
= (a,b).
Dito de outra forma, f é sobrejetora e, portanto: bijetora. |

5. Seja f : Py (R) — R? uma funcéo, dada por:

fp(x)=(p(0),p(1))

Prove por defini¢ao que: f é bijetora.

Antes de provar; vamos olhar de pertinho, como sao os elementos do dominio
desta funcao f.

(a) = az+ 8 € Ba (B) — {
Assim, a funcio f : Py (R) — R? pode ser escrita por:

flax +b)=(b,a+0)

Prova:
Aﬁrma(;éo 1: f € injetora.

De fato,
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Vpi(z) = a1 +b1,p2(v) =az +b € P2 (R): f(p1(z)) = f(p2())
- f(ala: + bl) = f(azx + bg) - (bl,al +b1) = (bg,ag + b2)

by = by by = by B
{ a; + by = as + by :>{ ay = ay = p1 (z) = p2 (2).

De sorte que: f é injetora. |

Aﬁrmagéo 2: f & sobrejetora.

antes de provar vejamos

fpo(@)) = [flaoz+bo) = (bo,ao + bo) = (k1 k2)
= {0
a0 +bo = k2 ag = kg — k1

V(ki, ko) € RE2=CD(f):3po(x) =apx+by= (ks —ki)xz+k € D(f):
fpo(z) = [fllk2 —ki)z+ k1] = (k1, (k2 — k1) + k1) = (K1, k2).

Portanto, f é sobrejetora, por conseguinte: bijetora. |

Observacao:
Posteriormente, fun¢oes dadas nos exemplos 4 e 5, serdo vistas no curso de
Algebra Linear em detalhes.
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Funcao Inversa

Seja y = f () uma fungao injetora:

o
e

b= f(a) o yd Gy

azoy| {

v

Fatos:

(a,b) € G(f) <> (b,a) € G(g).

Dito de outro modo, temos:

(a,b) G(f) <=b=f(a)
g() =glf(a)] =a

S
—
— gbb)=a
<~

(b.a) € Gg) =G (/7).

2. Toda funcio injetora estritamente crescente ( ou decrescente ) no seu
dominio, admite inversas.

Definicao:
Seja g : Y — X uma funcao. Dizemos que: g é a inversade f: X — Y,
se:

(@) (gof)(@)=aVeeD(f) (i) (fog)(y) =y, Vye D(g)
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NS
fog
x L
N
gof X
3;{ y=x
//1/
0/1 "x

Observacao:
(1)
y L X
NS
fog
(ii) Cuidado!
1
-1 +
= # 7
(44i) Nota(;éo: g é a funcao inversa de f
g=f""

() g: Y — X é a funcdo inversa de f: X — Y
Afirmacao 1: f: X — Y ¢ injetora.
De fato,

Vo, ma € X & f(21) = f(22) = g (f (21)) = 9 (f (22)) = 71 = 22

Logo, f ¢é injetora.

Aﬁrma(;éo 2: f & sobrejetora.
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com efeito,

VweY :dreX:x=g(y) = f(z)=f(9W) =y

De sorte que: f é sobrejetora. |
Consequentemente, vem: f ¢é bijetora.

Conclusao:

[+ X — Y invertivel <= f ¢ bijetora.

Observacao:
Alguns textos do Ensino Médio chama invertivel de inversivel.

Exemplos:
1. Seja f : R — R uma fungao dada por:

fz)=—-2z+1

Determine g = f~!

Solugao:
Com efeito,
(fog)(@)=flg(x)] =-29(z)+1==
Logo,
29 (@)1 = = ~29(2) =01 = 2 (1) = ~a+1 = g (1) = f () = .
Observe que:
(Frof) @ =1 (fay= LWL 2 AlHL_2eoldl 2w,

2 2 2 2

(o) @ =1 @) =25 1= -2 | 5 [ = 2222y

2 2

2. Seja  f : A — B uma funcgao,definida por:

f@) =V,
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onde: A={z€R:2>0} eB={ycR:y>0}.
Determine g = f~1.
Solucao:
De fato, g= f~1: A — B
(fog) @) =F(g@) = Va@ =2 = (Va@) =2> = |g()| =2 >0.

Portanto,

fx) = x?

-
L
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Vale ressaltar que:
(fof™M@=f(f"@)=VFf1()=Va2=z| =2
(flof) (@ =Ff1(f(@)=f (@) = (Va)’ = |z| =

3. Seja f : R — R, definida por:

Solucao:
De fato,

(fog) @) =fla@) =[g(@)f =2 =g () = V2.

De sorte que:

29



y=3x

Vale salientar que:

(fof V@=f"@)=[f"@)] =)’ ==

(fof)@=F" (@)= Vf@)=Vad=u

3. Seja f: A={z €R:z >0} — R, definida por:

f(z)=Inz.

Solucao:
De fato, f: {r€eR:2 >0} —Reg=f"1:R—{zeR:y >0}

(fog)(z)=f(g(z)) =In[g(2)] =2= g(z) =€"

De sorte que:
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I

®
=
I
=

1
0 1 X

Note que:

(fofil) () = f(f71 (18)) =In [ffl (m)} =In(e”) =xlne==x.

Ine=1
e

(f—l o f) () = f—l (f (z) = ef(@) — gz _ o

4. Seja f:{zeR:a#2} — {y € R:y # 1}, definida por:

J @)= .
Pede-se:
(i) g=f~! (ii) Esboco dos graficos de f e f~1.
Solucao:
(7) Por defini¢do, temos:
fa@) = o g@) =g () -2
= g@)—a2g(x)=-20=g()[1—z]=—-2z
= g@)=f" ="

-1

(ii) Esbocgo dos graficos de f e g= f~1.
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5. Seja f: A — B uma funcao, definida por:

flz)=Va -1,
onde: A={reR:z>1}eB={yeR:y>0}.
Afirmacao 1: f ¢ injetora.

De fato,

Ve, ze € R:f(o) = f(z2) = Vo —1=vVaa — 1
— (Vo —0)’= (Vo — 1) = o1 — 1] = |22 — 1|

— x1—1=29— 1= x1 = 29, visto que x1, 72 > 1.
Logo, f é injetora.

Aﬁrma(;éo 2: f € sobrejetora.

Note que:
y:\/x71:>m71:y2:>x:1+y2,
Com efeito,
Vy € CD(f)=B:3x=1+3>cD(f)=A:
f@) = FA+9°)=Vity2-1=y =y.



Portanto,: f é sobrejetora. Por conseguinte, vem: f é bijetora. |

Agora, a funcao inversa da funcao f, serd dada por:

g=f1{reR: x>0} — {yecR:y>1}.

flx) =x*+1 y=x

0 1 X

Uma pausa para alguns comentérios:

Em alguns textos do Ensino Médio, achar a inversa de uma fungao usa-se
"trocar x por y e expressa y como fungdo de z". Parece mégica da forma que
se procede. A titulo ilustrativo, escolha:

f(z) =22
Vejamos y = 22, trocando = por y, vem:
y:z2:>x:y2:>y::t\/5.
e agora, expressando y como funcao de z, quem ¢é a fungao inversa?:

9(x) =z

ou

g(x) =z
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Vale ressaltar que: a equagao dada nao é uma fungao

T =y

v

Neste caso, o esbogo grafico nem fungao representa. ( Um elemento
do dominio z > 0 tem duas imagens )
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5 Funcao Exponencial

Definicao:
Seja a um nimero real, tal que: 0 < a # 1 e seja f : R — RT uma funcao.
Dizemos que f é exponencial de base a se:

f(x) =a”
e satisfaz as seguinte condigoes:
1) a*tY = a”.a¥
2)al =a
3) a>1:f & crescente: 1 < T2 = a®* < a2

X1 < To = 2o —x1 > 0= 0a"2"" >1

T2

= ——>1=d" <a” = [(21) < f(22)
a
y -~
fx)=a%a>1
1
0 x
Exemplos:
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(4) [ (@) =2°

y ry
flx) =2%
/1
0 M
(B) f(z) = >
y F 3
1
fx) = e
0 M

4) 0 < a < 1: f édecrescente: x1 < To = a** > a*2

1
0 < a<l=->lexi1<axo=—a9—21>0
a

1

>1

To2—T1 a
= <> >1=—=d""">1=
a a2

= "' >a" = f(x1) > f(z2).
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y
1 fx)=a*,0<a<1
0 X
Exemplos:
(4) f(2) = (3)°
'y
y

N -
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fx) =e™™

4

Uma pausa para alguns questionamentos e comentérios:
1.0 porqué das restrigoes a base a?

Uma resposta comum de alguns: queremos que a funcao exponencial admita
inversa. Ora, estamos definindo uma fungao, as retrigoes devem bastar em
si mesma. Vejamos de fato uma explica¢do plausivel. A saber:

(A) Na definigdo o que aconteceria se a = 1?7 A fungfo é constante.

(B) . Se a < 0, ilustrativamente, escolha a = —2, entéao,

Observe que:

S~
7 N\
NN
~~_
Il
—
|
[N}
S~—
NIV
Il
IS
—
|
\)
S~—
[ V)

= V22=v2

Dai, segue-se que: f nao define uma funcao.
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2. f é injetora:
Prova:

Basta notar que:

a®?
f@) = [fl@)=ad" =d" = — =1
p
= ad"*" ™ =1, coma>0
— 71— 22 =0=—= 11 = 79.
Logo, f é injetora. |

3. f ésobrejetora: y € R, ¥y e RY, 3z € R: y = a”, isto 6, Im (f) = RT.
De sorte que: f é bijetora.( f admite inversa )

4. Vale a pena ressaltar que: se uma funcao f : R — R tem a propriedade
a®*tV = g%.qY,

entdo, ndo pode assumir o valor 0, salvo no caso de f (z) = 0.

Prova:

De fato,
fl+y)=f(z) f(y)

Se existir algum zg € R, tal que: f (z9) = 0, entdo, segue-se que:

f(x) = fl@—=0)+ 0o
J(xz—=z0) - f(20)
= f(x—20)-0=0

para todo x € R. |

5. Sea fungao f: R — R nao é identicamente nula e satisfaz
flaty) =f(z) fly) == a"=a"a,
entao, f é necessariamente positiva para todo = € R, ou seja,
f(x)>0, Vx e R.

Prova:

Com efeito,



Ou ainda,
f(xz)>0, Vx e R.

Dito de outro modo, & luz dessa propriedade
fle+y)=[()-fQ),
tanto faz dizer que o contra-dominio de f é R :
CD (f) =R como CD (f) =R™.

A vantagem de tomar o contra-dominio de f como R reside na sobrejetivi-
dade de f. [ |

Exemplos:
L. () f(z) =27 =1 (i5) f(z)=2-l=+1

0

yo = 2717~ 11 este grafico é o mesmo do grafico anterior, destacando a
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translacao de uma unidade a direita

~

y

Destacando:
D(f)=R

(§
Im(f)={yeR:0<y<1}

(i) f () =271+

o 27|m\ N 2%, x>0 PN - 27% x>0
yr= 127" 2 <0 o1 = 2 <0

y A

>e"

y2 = f(x) =271

yo = 27111 este grafico foi obtido de y; = 271!, sendo transladado uma
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unidade & esquerda.

Destacando:

D(f)=R
Im(f)={yeR:0<y<1}

6 Funcao Logaritmica

Definicao:
Seja @ um niimero real, tal que: 0 < a # 1 eseja g = f~' : Rt — R uma
fungao. Dizemos que f é logaritmo de x na base a se:

g (z) = log, =
e satisfaz as seguinte condigoes:

A funcao inversa da exponencial f : R — R™ descrita por

/@) =a

de base a ¢ a funcao f : Rt — R dada por:
g(x) = f~" (z) = log, z.
Consequéncias da definicao:
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g[f (2)] =log, [a"] = z <= log, [a"] = x

flg(@)] =a%® = alo8® = g = 1% ™ = ¢

Afirmacao:

0<a#1, a€eR,z>0:log,z“ =alog, .
Prova:

Sejam w = log, z® e y = log, x, entao, queremos mostrar que

w = qay.
Vejamos,
w = log, ¢ a¥ =z°
e = e <~ a" = (a¥)"
y = log, x a¥y =z

Dali, segue-se que:
a® = (a¥)" = a® <= w = ay.
Portanto,

w = ay < log, z* = alog, =.

(1) y = a” <= log, (y) = log, (a") =

(i1) log,z =y <= a’ =z <= a'8" =g

log,1 = 0<=da"=1.
e

log,a = y<=a'=a' <—=y=1.
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fzy)=f(z)+ f(y), Yo,y € RT.

Ou ainda,

log, (zy) = log, x + log, y.

4) f é uma funcao injetora:

Yoy, 22 €ERT : f(z1) = f(22) = 21 = 29

5) f é uma fungao sobrejetora:

Yy €R, 3z =a’ €R": f(a¥) =log, (a¥) =y

6) Mudanga de base para logaritmos: Va,b,z € RT e a,b # 1

Sejam w = logy z y = log, x e k = log, b, entdo, queremos mostrar que:

Y

w= — y = wk.

Prova:

1° Modo:
x=0b"

- r=a¥

Se w = logyx y = log,x e k = log, b, entao, tem-se: o
b=a"

a¥ =b¥

e
b=a"

Dai, obtemos:

Por conseguinte, vem:
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Logo,

low, 7 — log, =
S log,, b
2° Modo:
log, z = log, =
BT = log, b
Seja log, v = y, entdo temos: x = bY. Assim,
1
log, z = log, (bY) =y.log, b <y = %o
log, b
De sorte que:
log, 7 — log,, =
#% Tog, b

7) Sejam 1, x2,a € RT e a # 1, entdo tem-se:

(i) log, (z122) = log, (z1) + log, (z2)

(ii) log, () = log, (21) — log, (v2).

Prova:

() Sejam log, (z122) = w, log, (1) = y1 e log, (z2) = y2, entdo, queremos
mostrar que:

w =Y + Y2.
Vejamos,
log, (z122) = w 129 = a¥ g — g
log, (1) = 11 T1 = a¥t 12 =
e e ©
1T = a¥ta¥?
log, (z2) = yo Ty = a¥? 12

Decorre daf que:
aw — ay1+y2

Portanto,

w =y + Y2.
Ou ainda,
log, (z122) = log,, (71) + log, (x2) .
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(ii) 1° Modo:
Sejam log, <§—;) = w, log, (x1) = 11 e log, (x2) = ya, entdo, queremos
mostrar que:

w =Y — Y2.
De fato,
[T p— 1 — qw
IOga (zQ) = w T2 ay % = q¥
— T1 = a’t
loga (il) =Y — 1 — e
e e 1 _ a’t _ oy1—y2
To = ayz X9 a¥y2 ?

log, (x2) = y2
e, por conseguinte, vem:
a’ =a"T? = w =y — yo.

2° Modo:

Bastaria notar que:
x _ _
log,, <azl> = log, (=125 1) = log, (z1) + log, (w3 1) .
2
Agora, como log, (z5') = —log, (z2), segue-se:

x _
log,, <$1> = log, (m1x2 1) = log, (z1) — log, (x2) .
2

8) 1° Caso: a>1: f é crescente:

Vi, 20 €ERT 11y < 19 = log, z1 < log, x2.
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a>1

7

f(x)=a%e f~'(x) =log,x

Exemplos:

(4) f (z) = logy =

L

y
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(B) f(z)=lnz =log,z

A

y

2° Caso: 0<a<1: f € decrescente:

Yz, 20 € RT 12y < 29 = log, x1 > log, x2.

y L

f(x) =a”

0<a<l1

Exemplos:
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\ 4

(B) f(z) = —Inz

A

o
[EY

Observe que:
Usando a mudanga para base a do logaritmo dado.
Sejam z,a >0, a# 1 e k € R, k # 0, entdo, temos:

log,z 1 log,z 1

log,. z = .log, x, pois, log,a = 1.

log,a*  k'log,a k

A titulo ilustrativo, tome como exemplo:

logew _ _Inz _ Inw = —Inz pois, Ine=1
log, (1) “In(e7l)  —lne Pots, -

log: z =
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Problema:

Determine x € R, de modo que:

(i) ¥ —2.e"+1=0 (i) In(2?—1) =1 (i) 21*—4 = 32.
Solucao:

(1) Fagamos t = ¥, entdo a equagao toma a forma:

(€)?=2e"+1 = 0e=t>—2+1=0

—(=2) +4/(-2)* —4.1.1
2

= t=

2
= t=-=1
2
Agora, voltando e substituindo o valor de ¢t = 1, obtemos:

t=e"=1=e"=¢" =z =0.

In(z?-1) = l<=a’—1l=e<=a’=e+l1
- :E::I:\/m.
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(iid)

A J
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(i) f(z)=—Inz

Observe que:

Usando a mudanga para base a do logaritmo dado, temos:

log, = 1 log,z 1 ) 1 1
=—. = —.log, z, pois, log,a =1,
log,a* k'log,a k Ba® P &

log,r =

com z,a>0ekeR, a#l.

A titulo ilustrativo, tome como exemplo:

log, = Inz Inz .
= —= = = —Ilnz pois, Ine = 1.
log, (E) In(e!) —Ine

log: z =

A

y
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2. [ (z) = [logyo (z — 1)

y1 = logyo ()

r 3

y

\ 4

(4) yo = logyo (z — 1)

r

y

\ J

o4



(4ii) y3 = [logyg (z — 1)

I

y

Destacando:

Dominiode f: D(f)={z €R:z > 1}
Imagem de f:Im(f) ={yeR:y>0}.

3. f(z) =1Inlz| ={ 1an£}), iig

y

Calculos auxiliares:
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z=1

f(x)=0<=Injz|=0<=In.|z|=0<=|z| =’ =1 = ou

r=—1
Sao os valores que cortam o eixo x ( ou zero da fungéo f ) ]
4. f@) =PIl

yo = — In|z|, este gréfico, foi obtido de y; = In|z| fazendo uma reflexao em
torno do eixo x, ou seja, a parte positiva ficou negativa e a parte negativa

96



ficou positiva, graficamente, temos:

y r
-1 0 1 X
y3 = 2—In |z|, este gréfico, foi obtido do grafico anterior y; = — In |z| transla-
dando duas unidades para cima, graficamente, temos:

y.ﬂ

AZ 0 e\ g

Calculos auxiliares:

Determinando os valores que cortam o eixo x

fl) = 0<=2-Inizx|=0<=hjz|=2<=h|z|=2=
1‘262

lz] = &= ou
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Sao os valorer que cortam o eixo z ( ou zero da funcédo f ).

E, finalmente, obtendo o gréfico de f (z) = |2 — In |z]|, vale destacar que:
este gréafico foi obtido do anterior, refletindo a parte negativa em torno
do eixo z, ou ainda, a parte positiva ou nula permanece a mesma e a
parte negativa girou em torno do eixo x e ficou positiva.

-~

y

\ /

—e? 0 e2 x

k4

Destacando:
D(f)={yeR:z#0}

Im(f)={yeR:y>0}.

D. f(z)=Inl|z+1]

(i) yr = In|z| = Inz, x>0
! In(—z), <0

y

A
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(i4) yo = In|z + 1], este gréfico é obtido de y; = In |z| anterior deslocando
ou transladando uma unidade & esquerda

Yy 4

Destacando:
{ D(f)=R—{-1}

Im (f) =R.

6 f(z)=In|z—1|
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(i) g1 = In || = Inz, x>0
Y= miE = In(—z), <0

y2 = In |z — 1], este gréfico é obtido de y; = In |z| deslocando ou transladan-
do uma unidade a direita

y F 3
.
0 1 2 X
Destacando:
D(f)=R—{1}
e ||
Im(f) =R.
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7. f(z)=|n(z+1)

y1=1Inz

Y

y2 = In(z + 1), este gréfico é obtido do gréfico anterior transladando uma
unidade & esquerda.
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y3 = |In (z 4 1)|, este gréfico ¢ obtido do gréfico anterior, fazendo a reflexéo
em torno do eixo x a parte positiva ou nula, permanece a mesma, a parte
negativa refletida em torno do eixo z fica positiva.

A

y

A 4

Destacando:

D(f)y={zeR:z> -1}
e |
Im(f)={yeR:y>0}.
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CAPITULO 5

"Q principio criativo reside na matemdtica."

Albert Einstein ( 1879 — 1955 )

"Defender que a tecnologia desvirtua a Mateméatica (ou
0 seu ensino), é como defender que o uso de pincéis
desvirtua a Pintura."

Neste Capitulo, vamos abordar trigonometria no tridngulo retangulo, fungoes
trigonométricas: seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante, es-
bogos grificos das fungoes um periodo fundamental; outros gréficos trigonométri-
cos: usando translagoes e reflexdes de eixos. Finalmente, as fungoes trigonométri-
cas inverssas: arcoseno, arcocosseno, arctangente. arcocotangente, arcsecante
e arccossecante e seus respectivos graficos, calculando alguns arcos particulares
como exercicios.



1 Trigonometria no Tridngulo Retangulo

1.1 Tabela dos Angulo Basicos ( Notaveis ):

6 41 3
30° 45° 60°
: V2 A3
sin 0 ég \/7; ?3
COSG % 5 3
A
|~
-0
2
a
¢ Ul ( B
Fatos:
) E facil ver:
(3) cos(%—@)zig:sinﬁ (i) sin(%—@):%:cosﬁ
AC i . in B AC
(iii) tgh = 45 = e, (iv) S8 = 4= s<.

Logo,

(i) cos(Z —0)=sind

(i) sin (5 —0) =cosf

(i) tg = sind

cos 0

( Os nomes cosseno (3 —6) é o complementar do seno de 0 e

seno (5 —0) é o complementar do cosseno de 0 )

F5) No triangulo AACB, pelo teorema de Pitdgoras, temos:

(AB)’ = (CB)’ + (40)".



Por conseguinte, vem:

= G- () ()

— CB o qing = AC ¢ .
Como cosf = == sinf = == dai obtem-se:

sin?2 6 4 cos? 6 = 1.

|
Definicoes:
(A) Secante do angulo 6 :
1
secd = ——, cos # 0
cosf
(B) Cossecante do angulo 6 :
1 .
cossc = ——, sinf #0
sin 0
(C) tangente do angulo 0 :
<] 0
tgh = Sm7 , cosf #0
cosf
(D) Cotangente do angulo 6 :
1 cosf .
COtgH = tgie = @, sin 6 7é 0
PI‘OpOSiQéOZ Para todo 0 € R, tem-se:
(i) sec?0=1+1tg?0, cosf # 0 (i1) cossc? =1+ cotg? 0, sinf # 0

Prova:
(i) sec? =1 +tg20

De fato, dividindo a identidade fundamental sin? §4cos? 6 = 1 por cos? 6 # 0,

obtemos: )
cos? 0 n sin 0 1
cos2 6 cosf)  cos20’

Logo,

1 +tg% 0 = sec? .



(i7) cossc? @ = 1 + cotg?

Procedendo de forma andloga, dividindo a identidade sin? @ + cos? @ = 1 por

sin? @ # 0, vem:
sin® 0 N <cos0>2 1
sin® 6 sinf ) sin%6’

De sorte que:

cossc® ) = 1 + cotg? 6.

1.2 Circunferéncia Unitaria:

1_ 2. 2 2 _ | x=cosf
St={(z,y) eR*: 2 +y*> =1}, onde.{ y — sin®
B(0.1)
(cos8,senf)
6 >
C(—-1.0) 0 A(L0)
D(0,-1)

Casos Particulares:

1 cos20+sin®0=1. 2 {‘ijs((g;:é 3 {zﬁf%g:?
{ofs s {adB = o {einz]



1.3 Sinais do Cosseno e Seno na Circunferéncia Unitaria:

19 caso:
A projecio sobre o eixo x temos o cosseno do angulo 6
. . x =cosf >0
e sobre y a medida do seno de #. Assim, obtemos: .
y=sinf >0

F Y

\ (cos,sen0)
o
& -
2° caso:

A projegao sobre o eixo x temos o cosseno do angulo 6 e sobre y
x=cosf <0
y=sinf >0

v

a medida do seno de 6. Assim, obtemos: {

F Y

(cos(m — 8),sen(m — 8))

A(1,0) ]

Ay
/

Vale ressaltar:

(i) cos(m—6)=—cosf (#4) sin(m —0) =sind



] .
3° caso:
Procedendo de forma anéloga, temos:
A projegao sobre o eixo x temos o cosseno do angulo 6 e sobre y

a medida do seno de 6. Assim, obtemos: v C.Ose <0
y=sinf <0
T+ 6
£ ,
S A(1,0)
(cos(m + 6),sen(m + 6)

Destacando que:

(¢) cos(m+0)=—cosb (#4) sin(w +6) = —sinf

o .
4° caso:
Procedendo de forma andloga, temos:
A projegao sobre o eixo z temos o cosseno do angulo 6 e sobre y

a medida do seno de 6. Assim, obtemos: { v C.OSO >0
y=sinf <0
Fy
2 — 0
/—\ | R
N Ao
(cos(2m — @), sen(2m — 6))




Destacando que:

(i) cos (2w —0) = cosf (#4) sin (2r — ) = —sinf

r

Sen(9)>.-.-.-.-. (cosB, senf)
0 A(1,0) ]
sen(—=0) L |
(cos(—0),sen(—0))

(i) cos(—0) = cosf (i) sin(—0) = —sind

r

6. Consequéncias:

Sen(Q)\ (cosB,sen0)
o
0 A(1,0) ]
sen(—0) |
(cos(—0),sen(—6))

>

r




(i) sec(—0) =sech (it) cossec(—0) = — cossec 6
(7i7) tg(—0)=—tgb (iv)  cotg(—0) = —cotg b

1.4 Esbogo dos gréaficos das fungoes trigonométricas seno
e cosseno um perido fundamental 27

cos () = cos (z + 27) e sin (z) = sin (x + 27)

1. a fungéo cosseno f : [0,27] — R, definida por: f (z) = cosx

YV 4

1 fsom e e oas

v

-1

V 4




1.5 Esbogo dos gréficos das fungoes trigonométricas

1. A fungao cosseno f:R — R, definida por:

f(z) =cosx

YV 4

-1

Destacamos:

(i) Dominio de f : D (f)
(74) Imagem de f: —1 <
(i73) Perfodo de f : p(f)

R,
st <1l=Im(f)=[-1,1]e
2.

g |

O

2. A funcdo seno f:R — R, definida por:

f(z) =sinz

L J



Destacamos:

(i) Dominio de f: D (f)
(74) Imagem de f: —1 <
(iii) Perfodo de f : p(f)

na:<1:>Im(f):[—1,1] e

H"II

A seguir, consideremos os triangulos AOBC e AOAT
sdo semelhantes pelo caso L.A.L. (lado, angulo e lado )
Dai, obtemos:

AOBC  ~ AOAT:>£:2<:> 1,4T = !
BC OB sinf  cosf
e AT =10 40
0s 6
Veja figura a seguir:
y A
T(1,tg0)

Ovw

0 B | A(1,0)

3. A funcao tangente f: A = {xeR:x;«é g+k7T,]€EZ}—>R,
definida por:
flo) =tgz

10



3n —1T T 0

NI]J|=-———————
3
- — - Nl%’._____..__

Destacando:

(i) Dominio de f: D (f) ={z € R:x # L + km, k€ Z},
(7i) Imagem de f:Im (f) =R e
(#i1) perfodo de f:p(f) = .

4. A fungéo cotangente f:A={z e R:x # kn,k € Z} — R, definida
por:

f(x) = cotgx.
I .y » I I
I I I
| | |
I I I
I I I
I I I
I I I
I I I -
1 I ' o
—i T 0 T T, 3m 2T
I -= I -
I 2 2 I 2 I
I I I
I I I
| | |
| I I
I I I
' «— T — '
Destacando

(¢) Dominiode f: D(f) ={z € R:ax # kn, k€ Z},
(#4) Imagem de f:Im(f) =Re

11



(#i1) periodo de f:p(f) =m.

5. A funcio secante f:A={ze€R:x# 3 +km k€ Z} — R, definida
por:
f(z) =secz.

Yy
1
- Lo r ™ 3w x
2 2 2
-1
« 21 >
Destacando

(i) Dominio de f: D (f) ={z € R:z # % + km, k € Z},
(74) Imagem de f:Im(f)={yeR:y< —1lou y>1}e
(#i7) perfodo de f : p(f) = 27.

6. A fungéo cossecante f:A={z eR:xz #km ke Z} — R, definida
por:
f (x) = cossec .

3

y

o |
o
™
=

12



Destacando
(i) Dominiode f: D(f)={z € R:x # kn,k € Z},

(74) Imagem de f:Im(f) ={yeR:y< —-1lou y>1}e
(#i7) perfodo de f : p(f) = 27.

1.6 Periodo de cada Funcao Trigonométrica dada:

1.
f(a:):sin(kx+b),k>0:p(f):2%
FExemplos:
A. f (@) = sin(20)
(4)
y1 =sinz, p(y1) =27
V 4
I N U
-,
0 T T 3 27 X
2 5 i
SR IO = |
Destacando
D(f)=R
p(y2) =2m
Im (f) = [~1,1]
(i) )
yo =sin(20), ply2) = 5 = .

13



O esbogo do grafico foi obtido do anterior, com cada ponto do gréfico de
y1 = sin x foi dividido por 2.

y 'y
IO R U
L,
0 T T 3 27 X
2 B} i
R S N :
Destacando
{ D(f)=R
p(y2) =m
Im (f) = [-1,1]
B. f(z) =sin (%)
(4)
y1 = 3sinz, p(y1) =27
yi
3
-3
Destacando
{ D(f)=R
p(y2) =2m
Im (f) = [-3,3]

14



(i2)
(1 2w
Yo = 3sin (237) , p(yn) = 4 =4m.
2
O esbogo deste grafico, foi obtido, onde: cada ponto do grafico de y; = 3sinz

foi multiplicado por 2.

y“ | |
1 1
| |
3 fo--mmmmskagsmmmmmmmem oo dmmmmmeooos
1 1 |
I I :
I I !
1 I :
| I 1
1 1 >
0 T 2 31 |
' |
| 1
- EOR } _____________________________
Destacando
D(f)=R
p(y2) = 4m
Im (f) = [-3,3]
2. )
f(x)=cos(kx+b),k>0:p(f) = %
Exemplos:

A. f () = 3cos (4z)
(i)

Y1 = 3cosx, p(y1) = 2.

15



Destacando

D(f)=R
p(y2) =2m
Im (f) = [-3, 3]
2

bl 3

Y2 = 3cos (4x), p(y2) = Vil

A J

DX

e e T T

Problema:
Use translagoes e reflexdes para esbogar o gréfico da fungao f,
definida por:

flx) =1 =2tg|z|
A priori, usando a definicdo de médulo, tem-se:

— 2tge| = 2tgx, x>0 . 2tgr, x>0
Hr=2telel = 2tg(—z), =<0 Y7 —2tge, 2<0

16



x>0
<0

—2tgx,
2tg x,

<:>y1:{

x>0
z <0

—2tgz,
-2 tg (_x) )

z>0
x<0

1-2tgx,
1+ 2tgx,

|

yz =1 —2tg|z]

17



Agora, obtemos um esboco do gréfico de f :

[1—2tg ||

f(x)

18



2 Apéndice A

2.1 A distancia de um ponto a4 uma reta

Teorema 1:

Seja L : ax + by + ¢ = 0 a equag@o de uma reta nao-vertical e seja
Py (zo,y0) € L. Entao, temos:

d(Po, L) = lazo + byo + ¢|

VaZ + b2
Prova:
De acordo com a figura, tem-se:
3 P(x0, o)
Yo f------1 d Liax+by+c=0
]
" 1(xq,y1)

\ 4

Xo

d(Py, L
cosf = TPO’H) = d(Py,L) = |PyI|.cos = d(Po, L) = |yo — y1|.cos@.
0
(1)
Agora,
a c
I(:Co,yl)6L<:>a,:co+byo+c:O<:>yo:—gzo—g. (2)

19



Observe que:

_ _g 2, 2 o _g 2 _ 012 + b2
tgd = 5 = 1+tg°0 = sec 9—1+( b) =~
ou ainda,
SGCQ—M:COSQ—L (3)
|b] Va2 + b2
Além disso, substituindo (2) e (3) em (1), obtemos:
a c |b| lazo + byo + ¢| . 0]
dP,L:‘ —(—fx—7>. - .
o) =l =570~ 3)| Ve = e
De sorte que:
lazo + byo + ¢|
d(Py, L) = 14¥0 T 0% T
(Fo, L) e
|

2.2 Areas das regides limitadas pelos triangulos

Teorema 2:

Considere T : R? — R? definida por: T (z,y) = (ax, ay) e seja A; a drea da
regido limitada pelo triangulo AABC, onde: A(x1,y1), B(22,y2) e C (z3,ys3)
descrita por:

1 y1 1
|D|, sendo D =| z2 y2 1 |.Entdo, aimagem do tridngulo AABC
x3 ys 1
por T tem drea A, a drea da regiao limitada pelo tridngulo AA; B;C4, onde:
Aj (az1,by1) , By (axa,bys) e Cy (azs3,bys) dada por: Ay = % |D)|

1
A1:§

e
Area (A1 BiCY) _ oL ko (AA1B,C)) = ab.Area (AABC) .
Area (AABC)
Y a
C(x3,Yy3)
B(x;,y,)
Y "x
A;(axy,by,)
A(xl :yl)

Prova:

20



Basta notar que:

) 1 ary by; 1 1 1 y1 1 1
Area (AA1B1Cy) =—=.|| axz2 bys 1 ||=zab.|| 22 y2 1 ||==ab.|D|
2 2 2
ars bys 1 r3 y3 1
e
1 x1 U1 1 1
Area (AABC) = S| 2 w2 1= 3 |D|.
x3 yz 1
Daf obtemos: )
Area (AAlBlCl) o
Area (AABC)

Portanto,
Area (AA1B1Cy) = ab.Area (AABC).

2.3 Areas das regioes limitadas pelos triAngulos
inscritos na elipse e circunferéncia

Teorema 3:

Considere T : R? — R? definida por: T (z,y) = (az, ay) e seja A a drea da
regido limitada pelo triangulo AABC, onde: A (x1,y1), B(2z2,y2) e C (x3,y3)
descrita por:

X1 yl 1
Ay = % |D|, sendo D = | o2 y2 1 |. Entdo, a imagem do tridngulo
z3 ys 1
AABC por T tem &rea Ay da regido limitada pelo triangulo AA;B;C1, onde:
Ay (azx1,byr) , By (axa,bys) e C1 (axs, bys) dada por: Ay = %b |D| e

A{ea (A5, Ch) = ab <= Area (AA,;B,C)) = ab.Area (AABC).

Area (AABC)

Y a
C(x3,y3)
B(xz,y2)
0 x
Ay(axy ,by,)
A(xl , yl)

21



Prova:

Com efeito,
, p || @ o ] 1
Area (AABC) = o || T2 v2 1= B} DI,
z3 ys 1

e procedendo de forma andloga, vem:

3 1 axy byl 1 1 1 Y1 1 1
Area (AA1B1Cy) ==.|| aza bys 1 ||=zab.|| z2 y2 1 ||==ab.|D|.
2 2 2
axs bys 1 x3 ys 1
A A ) )
wea (A1 C) = ab < Area (AA;B1C1) = ab.Area (AABC).
Area (AABC)

2.4 Areas das regioes limitadas pela elipse e cir-
cunferéncia

Teorema 4:

Considerando as regioes limitadas pela elipse e a circunferéncia, respectiva-

mente
2 2

& L+

entao, tem-se:

=1 e £ 2?2 +9y?=d?

QM‘ 8
5

Area() b ArealQ) b g e) = rab
Area(ey) o "7 ma? |

22



Entao, tem-se que:

Area (¢) = 7.ab w.a.(unidade de 4rea).

Prova:

As fungoes que descrevem as semi-elipse e semi-circunferéncia, com y > 0
sao dadas respectivamente por:

- z? e y1 (z) = Va2 —

Dai, a razao entre duas ordenadas correspondentes quaisquer da elipse e da
circunferéncia é apresentada por:

Dito de outro modo, a razao entre duas cordas correspondentes quaisquer
da elipse e da circunferéncia é dada por:

y(z) b

v (z)  a

e sabemos que a drea limitada pela circunferéncia, é dada por:

A; (€)) = ma® w.a. (unidade de 4rea). (1)

Além disso, a luz do Principio de Cavalieri para calculo de drea de figuras
planas, obtemos

Area(§)  y(x) b (2)

Area(&) wi(z) o

Agora, substituindo (1) em (2) segue-se

M _b = Are%az(g) _b <= Area (¢) = mab. v.a.(unidade de 4rea)
Area(¢y) a Ta a

De sorte que:

Area (¢) = mab u.a.( unidade de drea).

Observacao:

Usando o Principio de Cavalieri para cédlcular as dreas do circulo e da
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regiao limitada pelo triangulo, temos:

Note que: A base do tridngulo corresponde ao comprimento da circunferéncia
de raio "a" dada por: B = 27a e altura H = a.
Logo,

B.H _ 2ra.a

Ay (51) = T 2

= 7a® w.a. (unidade de 4rea).
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3 Apéndice B

3.1 Lei dos cossenos usando a distancia entre dois
pontos

Teorema: Seja 6 € R o angulo AOB e sejam A (acosf, asin), B (b,0) em
2

2?2 4+ y? = a?, com b > a, entdo, temos:

d*(A, B) = a® + b* — 2a.bcos ()

B(b,0)

v

Prova:

Basta calcular a distancia entre A e B, vejamos:

(acosf — b)* + (asind — 0)°
a? (cos? 0 + sin® 0) — 2a.bcos (0) .

d*(A, B)

Agora, como cos? 0 + sin? § = 1 segue-se que:

d*(A, B) = a® + b*> — 2a.bcos ()

25



Uma prova simples do cos(a-b) usando a dis-

3.2
tancia entre dois pontos e a lei dos cossenos

Teorema: Sejam a,b € R e sejam A (cosa,sina), B (cosb,senb) e C (1,0)
em z2 + 3% = 1, entdo, temos:

cos(a —b) = cosacosb+ senasind

B(cosb, senb)

d
a—b>b 1

A(cosa, sena) /
b a

1

C(1,0)

Prova:

A priori, a distancia de A até B, sera descrita por:

= (cos2 a + sen? a) + (cos2 b4 sen? b) — 2[cosacosb+ senasend]

(1)

[d(A,B)]?> = (cosa—cosb)’+ (sena — senb)>

2 — 2[cosacosb+ senasend]

Por outro lado, a lei dos cossenos para o tridngulo AAOB, nos da:

[d(A,B)? =12 +12 —2cos (a —b). (2)

Agora, comparando (1) e (2), obtem-se:

2—2cos(a—b) =2—2[cosacosb+ senasend.

Portanto,
cos (a — b) = cosacosb + senasenb.
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Consequéncias:

Cy) cos (a+b) = cosacosb —sinasinb.

Prova:
Com efeito,

cos [a — (—b)] = cosacos (—b) + sinasin (—b).
Como cos (—b) = cosb e sin (—b) = —sin b segue-se que:

cos (a + b) = cosacos (b) — sinasinb.

Notagao: sinz = senz ( seno do angulo = )

Consequéncia:

Fazendo a = b em cos (a + b) = cosacos (b) — sin asin b, obtemos:

2 2

a =b=> cos (2a) = cos” a — sin” a.

C5) sin (a — b) = sinacosb —sinbcosa

Prova:
De fato,
sin(a—b) = cos {g—(a—b)} = cos [(g—a)—&—b}
= cos (g—a) cosb — sin (g—a) sin b
= sinacosb—sinbcosa.

De sorte que:
sin (a — b) = sinacosb — sinbcos a.

C3) sin (a + b) = sinacosb + sinbcosa

Prova:
De fato,
sin [a — (—b)] = sina cos (—b) — sin (—b) cos a.
Agora, sabendo-se que cos (—b) = cosb e sin (—b) = — sin b, obtemos:

sin(a + b) = sina cos b + sin b cos a.
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Consequéncia:

Fazendo a = b em sin(a 4+ b) = sinacosb + sinbcos a, vem:

a =b=>sin(2a) = 2sinacosb.

Cy) Sejam a,b € R com a,b # 7, entdo, temos:

tga+tgb

Prova:

sin(a+0b) sinacosb+sinbcosa
t b) = = .
gla+?) cos(a+b) cosacosb—sinasind

Agora, dividindo numerador e denominador por cosa cosb # 0, vem:

sina cos b + sinbcosa

— cosacosb cosacosb

tg (a + b) - cos a cos(b) __ sinasinb
cos a cos(b) cos a cos b

sina + sinb

cosa cosb
1— sina sinb
cosa cosb

tga+tgb
1—tgatgh

Portanto,
tga+tgh

tg(a+b) = T—tgatgh’

Consequéncia:

Fazendo a = b em tg (a + b) = %, obtemos:

a=b= tg(2a) =

Cs) Sejam a,b € R com a,b # 7

tga —tgb

t b)) =———
gla="b) 1+tgatgb

Prova:
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Basta notar que: tg (—b) = —tg (b)

tga+tg(—b)  tga—tgh

t -b)] = = .
gla+ (=)l 1—tgatg(=b) 1+tgatgd
|
Cg) Para todo a € R, tem-se:
(i) cos’a = 71“025(2’1) (i3) sin’a = 71_“)25(2“)
Prova:
Com efeito,
(i) cos(2a) = cos’a—sinae sin®a=1-cos’a
= cos(2a) = cos’a — (1 — cos® a)
= 2cos’a =1+ cos(2a)
1 2
s cotq = LT (0)
2
Logo,
1 2
cos?q = LT 08(20)
2
|
Procedendo de forma andloga, obtemos:
(i) cos(2a) = cos’a—sinae cos’a=1—sin’a
—  cos(2a) = 1 —sin?a —sin’a
— cos(2a) = 1 —2sin’a
= 2sin”a = 1 — cos (2a)
— sin’a= 1= cos(20) (QG).
2
De sorte que:
1 — 1
sin?a— L7 003(9)
2
|

3.3 Projecao Estereogrifica ¢ é biunivoca entre C'\ {N} e
R)

(Projecao Estereografica { é biunivoca entre C'\ {N} e R)

Escreva as esquagoes paramétricas da reta que passa pelos pontos N (0, 1) e
Q (u,0) no plano. Mostre que, além do ponto N, essa reta corta a circunferéncia
C : 22 +? = 1 no ponto (z,y), onde x = u%ff_l ey = Z;_ﬁ Em seguida, escreva
as equagoes paramétricas da reta que passa por N (0,1) e pelo ponto P (z,y) da
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circunferéncia C : 22 + y? = 1. Prove que esta reta corta o eixo das abcissas no
ponto & (P) = (u,0), onde u = %

A fungdo £ : C'\ {N} — R, definida por

E(P) =€y =u=1—

estabelece uma correspondéncia biunivoca entre C'\ {N} e R, cuja inversa

R —C\{N}

¢
u — () = (z,y),
tal que:
y(u) = 5

A funcgéo £ chama-se a projecao estereografica de C'\ { N} sobre R, e sua
inversa fornece uma outra parametrizacdo da circunferéncia ( exceto o "polo

norte" N) por meio de fungoes racionais.

Prova:
Projecio Estereografica € e sua inversa £ em R2.

A equacdo da circunferéncia dada por C': 22 + 7% =1

Y s
N(0,1)

v

Q(u,0)

x> +y*=1

(1) A equagdo da reta L que passa por N (0,1) e @ (u,0), é dada por:
_ J x(t)=0+at
X(0) = (o)) onder{ 21700

—_
sendo v = (a,b) = NQ = (u, —1) a direcdo de L.

Logo, X (t) = (z (t),y (t)) = (ut,1 — t), onde:

{0 g
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Afirmagéo: LNC = {P}, onde:
P(z,y).

Com efeito, u?t? + (1 — t)2 =1, ent&o, temos: (u2 + 1) t?2 — 2t =0.
Portanto,

t=0out=

u?+1
Agora, levando (IT) em (I), obtemos:

_ 2u
T = u?+1
_ u?—1
Y= wr

De sorte que: P (z,y) = ( 24 "2_1) .

u?+17 w241

(#4) A equagdo da reta que passa por N(0,1) e P (ufil, sz&) cujo vetor

. ’ - R ’ .
diretor é vg = NP ¢ descrita por:

— 2u
L: { A i
Yo =1— gt
Agora, L corta o eixo zz em @ (x0,0).
Portanto, £ (P) = ¢ (z,y) = (u,0),
 x(t)=ut
onde L : y=1—t
Consequentemente, vem:
A Projegao Estereografica ¢ ¢ biunivoca entre C'\ {N} e R, ou seja,
C\ {N} e R é um isomorfismo (C \ {N} ~ R), sendo:

:yzl—%:x:(l—y)u:wu:ﬁ,y#l.

¢ : C\{N}—R

x

Dali, segue-se que:
&' 1 R—C\{N}
u — £ (u) = (2,y),

onde:
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4 Apéndice C:

Um pouco da Histéria do Matematico Karl Friedrich

Gauss
( Capturado em 05 de setembro de 2022 as 14h 20min )
(https://www.uc.pt/fctuc/dmat/departamento/bibliomat /servicos/
matematicos/Gauss-KF)

Matemadtico, astronomo e fisico alemao, criador da geometria diferencial,
conhecido como o "Principe dos Matemadticos", a ele se devem importantissimos
estudos de matemadtica, fisica, geometria e astronomia. Entre outras coisas,
desenhou o heptadecdgono, inventou o telégrafo e definiu o conceito de nimeros
complexos.

Karl Friedrich Gauss nasceu a 30 de Abril de 1777 em Brunswick, Alemanha.
Filho de uma familia humilde, desde muito cedo foi visto como uma crianca
prodigio. Aprendeu a ler e a somar sozinho. Aos trés anos corrigiu um erro do
pai quando este calculava os saldrios dos operdrios.

Quando estudava na escola primédria, o professor pediu aos alunos que ten-
tassem resolver a soma de todos os nimeros compreendidos entre 1 e 100. O
professor pensou que assim iria manter os alunos ocupados durante um bom
tempo mas, para seu espanto, em poucos minutos Gauss resolveu o problema.

Gauss conseguiu chegar ao resultado correto porque reparou que somando
todos os pares 1 + 100;2 + 99;3 + 98;...50 + 51 somavam sempre 101 entao,
a soma de todos os pares seria 50x101 = 5050 . Desta forma encontrou, sem
saber, a propriedade da simetria das progressoes aritméticas.

A fama de Gauss chegou aos ouvidos do Duque de Brunswick, o qual lhe fa-
cilitou recursos econdémicos para que Gauss continuasse os seus estudos, pois era
um desperdicio este jovem rapaz nao continuar a estudar. Em 1795 frequentou
a Universidade de Gottingen. Em 1796 descobriu o método de desenhar com
régua e compasso o heptadecdgono, poligono com 17 lados, que desde o tempo
dos gregos os geometras tentavam desenhar. Publicou Disquisitiones Arithmeti-
cae em 1801, que é um dos livros de matemédtica mais importante da histéria da
matemadtica, no qual retine as ideias que desenvolveu desde os 17 anos de idade.
Entre elas estd a demonstragao matemaética de que é possivel desenhar alguns
poligonos regulares utilizando apenas esquadros e compasso, mas nao qualquer
poligono. Ainda nesta obra Gauss apresenta a lei de reciprocidade quadratica,
classificada por ele, como a "jéia da aritmética" e demonstrado o teorema se-
gundo o qual todo inteiro positivo pode ser representado de uma sé maneira
como produto de primos.

No comego do século XIX abandonou a aritmética para se dedicar & as-
tronomia, criando um método para acompanhar a 6rbita dos satélites, usado
até hoje.

Obteve o doutoramento na Universidade de Helmstédt, tendo comegado em
1807 a leccionou como professor de astronomia (apesar de detestar dar aulas) e
director do Observatério de Gottingen, durante 40 anos.

Desenvolveu o método dos minimos quadrados em 1812 que, aplicado na
resolucao das distribuicoes de probabilidade nos campos da mecénica, estatistica
e economia, e na abordagem da forma das superficies curvas mediante expressoes
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matematicas, permitiu-lhe determinar pela primeira vez o tamanho e forma
aproximados da Terra. Em 1833 com a ajuda de Weber construiu o primeiro
telégrafo o qual s6 foi usado entre a sua casa e o observatério de Géttingen.

No campo da Estatistica, Gauss é famoso pela descoberta da distribuigao
normal, também conhecida pela distribui¢ao Gaussiana, que trata da distribuicao
de certos valores ao longo de uma curva em forma de sino (contribui¢do extrema-
mente valiosa no campo da estatistica).

Gauss foi nomeado membro da Royal Society em 1804 e recebeu Medalha de
Copley em 1838. Publicou vérias obras entre as quais Theoria motus corporum
coelestium in sectionibus conicis Solem ambientium em 1809; Methodus nova
integralium valores per approximationem inveniendi em 1816; Theoria combi-
nationis observationum erroribus minimis obnoxiae em 1823.

Casou aos 23 anos, com Johanna Osthoff, que faleceu ao dar a luz o seu
terceiro filho. Casou novamente em 1810, tendo tido mais trés filhos, um rapaz
e duas raparigas. A sua segunda esposa faleceu em 1831.

A 23 de Fevereiro de 1855, aos 78 anos de idade, Gauss morre durante o sono,
vitima de uma doencga prolongada. Deixou-nos como recordagao o seu trabalho
imenso que viverd para sempre na matemadtica, fruto do mais extraordindrio
espirito matemadtico de todos os tempos.

5 INumeros Complexos

Nos textos do Ensino Médio, em geral, sao apresentados os niimeros
complexos a forma z = (a,b) ou algébrica z = a + bi com a,b € R, onde:
i?=—1ei=(0,1), & necessario fé, para aceita a identificagao

z = (a,b)~a+ b
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Problema:

A equacgdo 22 +a = 0, a > 0 nio é solivel em R. Construir um corpo C que
contenha um subcorpo @ # S C C, onde S seja isomorfo a R e a equagao
2?2 +a =0, a > 0 seja soliivel.

Lema 1:
Seja @ # S C C, onde:
S ={(a,,0) € R* : g, € R}.
S ~ R onde : S é isomorfo "a grosso modo bijetora" a R.

De fato, (S,+,-) é fechado

+:(a,0) + (b,0) = (a+b,0) €.

: (a,0).(b,0,) = (a.b—0.0,a.0 + 0.b) = (ab,0) € S.
De sorte que: S é fechado.

Consideremos ® : S — R definida por:
® (2,0) =

Afirmagao 1: ¢ é um homomorfismo
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Basta notar que:

(1) ®((a,0)+ (b,0)) = P(a+b,0)=a+b=P(a,0)+ D(b,0)
(7)) ®((a,0).(b,0)) = & (a.b,0)=a.b=P(a,0).9(b,0).
Portanto, ® ¢ um homomorfismo.
|
Afirmacgao 2: ® é injetora.
De fato,
® (a,,0) = D (b,,0) = a, = by = (a,,0) = (b, 0)
Usando uma equivaléncia tautolégica, temos:
ao # bo = (CLO,O) e (bO,O) =@ (aO,O) 7é o (bO,O) :
Logo, ® ¢é injetora.
Afirmagao 3: ® é sobrejetora.
Com efeito, note que:
Ym, € R, 3(m,,0) €S : @ (my,0) = m,.
ou ainda, ® é sobrejetora.
Por conseguinte, vem : ® ¢é bijetora.
|

)+ (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a + bi
(0,1) = (0.0 — 1.1,0.1 + 1.0) = (~1,0) ~ — 1.
De sorte que: z = (a,b) ~a + bi, onde Re(z) =a e Im(z) =b.

P, (R)— Subespago dos polindmios de
grau menor do que ou igual a 1, com
entradas reais.

Wi={p(z) =ax+beP; (R) a,b € R}.

Desta forma, temos:
p(x) = az’ +bz® € Py (R).

Dito de outro modo, no subespago W, temos todos os
casos particulares de Py (R), a saber:

35



(1) 0(z) = 0z 4+ 0 € Py (R) ( polindomio identicamente nulo ).

(i) p (z) = bx® = b ( polinémio constante ou de grau zero) € Py (R) =R

( neste caso )

(#i7) p () = ax polindmio

(a rigor seria fungdo polinomial na indeterminada ) passando pela origem,
também chamado de funcdo linear no sentido da dlgebra linear; ndo por ser
reta, p (z) € P1 (R), dito de outro modo, temos:

Wo={p(z) =ax+becP; (R); b=0},

onde: Wy é um subespago de P; (R) e finalmente o subespago
Wi={p(z) =az+beP; (R):a,beR},

englobando todos os casos anteriores e mesmo sendo uma reta,

p(x) = az+b= f ()

conhecida no ensino médio como como fugao afim, com a,b € R e a # 0.
O matemsdtico, Elon Lages Lima, aborda

p(z) =ax+b= f(x), coma,b€R.

Olhando como um subespaco W; de polindmios de grau no méximo 1.
( Terao oportunidade de estudar detalhadamente num curso de
Algebra Linear )

Em geral quando falamos de fun¢ao afim ou funcao polinomial do 1°
grau ( Alguns textos do ensino Médio chama de func¢ao do
1° grau, sabemos que: func¢do ndo tem grau ) f: R — R
definida por

fx)=ax+b

seria melhor dizer taxa de variagao.

¢ (z) = @)= f(zo) ar+b—(axo+b) a(z—xo) _—

r — X r — X r — X

deixar o termo coeficiente angular da reta para

Y2—Y1
=ilga = =a.
ro — I
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Y2
Y2—V1
o
V1 [«
e _
0 X1 X5
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7 Apéndice D: Nem tudo sao flores

Como diz o matemédtico Prof. Dr. Daniel Cordeiro de Morais:
em seu livro, Manual de Redagao Matemadtica: Sociedade
Brasileira de Matemaética: SBM, 2018.

"Cuidado para definir realmente aquilo que se deseja:
Nao compre nem venda gato por lebre"

No Ensino Médio, é comum os textos afirmarem: toda fungao trigonométrica
periddica é periédica, podemos ter fi (x) =sinz e fo () = sin (ax), com

a € R\Q (irraciona).

" Uma propriedade fundamental das fungoes trigonomeétricas &
que elas sao periodicas."

Refletindo um pouco sobre o tema, se encontra um contra-exemplo, basta
escolher, de forma mais geral, escolhendo o € R\Q( irracional ), podemos

caracterizar infinitos contra-exemplos, para tanto, basta mudar o valor do «

f(x) =sinx + sin (ax),

com « € R\Q( irracional ). Mostre que: f ndo ¢ uma fungao periddica.

A priori, considere duas fungoes periédicas, por exemplos:

(i) f (x) = sinz,com periodo fundamental p (f) = 27

y r'y
L R U
.
0 n T 3T IQTT X
2 ) i
B T T |

e seja a € R\Q( irracional ), em particular, escolha o = 7 e a fungéo
g dada por:
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v

-1

Generalizando ¢ com a € R\Q( irracional ), temos:
g(z) =sin(az), a >0

Afirmagao:

Seja g com o € R\Q( irracional ), a funcdo definida por:
g (x) =sin (az), a > 0.

Entao, g é periédica e tem periodo fundamental:

_27r

p(9) o

Prova:
Por definigao, temos:

f(z+p) fl@)=f@+p)—f(z)=0
sin (ax + ap) = sin(ax) < [sin (ax + ap) — sin (azx)] = 0.

Note que:

{ sin (a 4+ b) = sinacosb + sinbcosa

sin (@ — b) = sina cosb — sin b cos a. = sin (@ +b)=sin (a —b) = 2sinbeosa.

— _ utv
Agora, fazendo ¢tb=u , obtemos: “= w2y - Assim.
a—b=w b= 5

sin (u) — sin (v) = 2sin (u;”> cos (“;”) .
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[sin (ax + ap) —sin (ax)] = 0

2sin (%) . COS (aaz—i— %) = 0
sin (%) . COS (aa: + %) =0

Se ax = I, entao,

jus
2

() 0 (F) -0 ()0 =0 (F) -
sm(2).s1n(2> 0 = sin > 0 = sin > 0

y»
\ |
x*+y*t=1
ap 2k
z7:k1w:>ap:2k1w,klez,:>p: k1 €Z,
e

De sorte que f é periédica. Além disso, o menor valor positivo de p é quando
ky=1.
Logo, o periodo fundamental da fungao g é:

2T
p=—
o

Algumas simulagoes com valores de a ¢ R\@, onde:

f (z) =sinzx + sin (ax),
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3. f(z) =sinz +sin (V3z), a = V3.

y’ »
2

/\/\/\

"

A

4. f(z)=sinz + sin (2z) esta funcio ¢ periédica.

RN

Depois de algumas simulagoes, vamos arriscar um palpite ou
inferir que seja provavel ( conjecturar). Serd que a fungao f ,
definida por:

f(z) =sinzx + sin (ax),

com a € R\Q( irracional ) é ndo periédica?

Conjectura:
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Seja f uma fungao definida por:

f(x) =sinz + sin (ax),

com a € R\Q( irracional ). f nao ¢ uma fungao periédica.
Prova:

Por definigao, temos:

fletp) = [f(2)
sin (z +p) +sin (az +ap) = sinz +sin (o) <=
sin(x +p) —sinz = —[sin(ax + ap) — sin (ax)]. (I
Vale a pena observar que:

{ sin(a +b) =sinacosb +sinbeosa = sin (a + b)—sin (a — b) = 2sinbcos a.

sin (a — b) = sinacosb — sinbcos a.

u+v
5 .
w2y - Assim.
2

a+b=u
a—b=w

sin (u) — sin (v) = 2sin (“2”> cos (”;”) .

Além disso,

b:

Agora, fazendo { , obtemosz{ “=

sin(u) —sin(v) = 2sin (u;v> (UH)

2
sin (x 4+ p) —sinx = 2sin<$+px> < >

2sin (g) cos (m + 2) (1)

e de forma andloga, temos:

sin(u) —sin (v) = 2sin <u2”> cos (“;v) .

~fin e+ ap) —sin ()] = 2 [sin ((SEEGIZAT ) oo (22 EPLOTY)
= 2sin (%) cos (a:z: + %) . (2)
Agora, levando
sin(z+p) —sinz = —[sin(az+ ap) — sin (az)]
2sin (g) . COS (:c + g) = —2sin (%) . COS (ozx + %)
sin (g) . COS (x + g) = —sin (%) . COS (ozx + %) .
sin (g) .cos(z) = —sin (%) .cos (ax) .



R e M
Se z = §, entao, sm(

por outro lado, temos:

Se ax = 7, entdo, sin (%) =0= L =komr = p =2kom, ko € .

Dai, vem: a2kom = 2k1m — o = Z’—;, com ko # 0. Absurdo! Visto que:
« é irracional.

De sorte que f nao é periédica.

ap

L) =0= 2L = k7 = ap =2k, ki €Z,

7.1 Algumas proposigoes sobre funcoes periédicas:
Proposigao 1 :

Seja f uma funcdo periédica de periodo p > 0 e seja g () = f (ax), com
a > 0, entdo, g é periédica de perfodo £.
Prova:

Com efeito, f uma fungao periédica de periodo p > 0, entao, tem-se:

f(az +p) = [ (az),

para todo = € D (f) ( dominio de f ).
Agora,

g(e+2)=rsla(e+2)] =s(a+p) = flaz) = g (@).

De sorte que: g ¢ periédica de perfodo £. [ |
Proposicao 2 :

Seja f uma fungao periddica de periodo p > 0 e seja g () = f (ax + b), com
a>0ebecR, entao, g ¢ periédica de perfodo .

Prova:

Com efeito, f uma funcgao periédica de periodo p > 0, entao, tem-se:
f((az +b) +p) = f(az+),

para todo = € D (f) ( dominio de f ).

Agora,
/AN p _
g(z+a) = f [a(x+ a) +b} = f((az +p)+Db)
= [((azx+b)+p) = flax+b)=g(z).
Portanto, g ¢ periédica de perfodo 2. |
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Exemplos:
1. f(x) = cos(2x), perfodo de f :

29(1“)2277T

= T.

Facamos os esbogos graficos de y; = cosz e yo = cos (2x). Salientando

que: ys é obtido de y; dividindo cada ponto do gréfico deste por 2.
Vejamos

(1) y1 = cosx

V 4

1 hsommmm e e

-1

(#4) y2 = cos (2x)
Observe que p periodo de y, é:

2

p(y2) = o =7
y.ll
1
0 T T 3 T
Z 2 T
-1
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Destacando:

Dominio de f: D(f) =R

Imagem de f:Im(f)=[-1,1]]={yeR: -1 <y <1}
Periodo de f : p(f) = 7.

2. f (z) = sin (g)7 periodo de f :

p(f) == =4m.

l\.’)\»—t‘ [:\13

Facamos os esbocos gréficos y, = sin (%) obtido de y; = sinx
onde cada ponto do grifico de ys é obtido de y; multiplicado
por 2. Vejamos

(i) y1 = sinz, periodo de y1 : p (y1) = 27

y A
1 T T T T
L
0 r T 3 2T X
2 2 i
PR A S :
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(it) y2 = sin (%), periodo de yo : p(y2) = 4w

y

L )

-1

Destacando:

Dominio de f : D (f)
Imagem de f : Im (f)
Periodo de f:p(f) =

R
[-1,]]={yeR:-1<y<1}.

w1
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8 Apéndice E: Funcoes Trigonométicas
Inversas

1. G f:[0,7 —[-1,1]

A J

-1

(#4) f é injetora, sobrejetora Im (f) = [—1,1] <= f & bijetora.
A fungao inversa de f, f~1:[-1,1] — [0, 7], é dada por:

f~(z) = arccos x

Exemplos:

Calcule:

(1) sin {2 arccos (73)} (1) tg (arccos (5))
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3
Solucao:
(i)

sin [2 arccos (?)] = sin (2u) = 2sinwucosu

Seja u = arccos (73>, entao, temos:

cosu = ?,Vu € [0,7].

Agora,
sinu = 1—cos’u
2
_ (VB
N 2
3 1
= 1—--=-.
4 4
Dai, vem:
1
sinu = :ti,Vu € [0, 7]
Assim,
. 1
sinu = —.
2
Portanto,

3
sin [2 arccos ({)] = sin(2u) = 2sinucosu

Solucao:

Seja u = arccos (%), entao, cosu = %, Yu € [0,7].
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Assim,

sin“u = 1-—cos“u

I

—_

I
7N
Wl =
~_

[\v]

1 8
= 1- =",
9 9
Dai, vem:
sinu = iﬁ = i&.
3 3
Como sinu > 0, Yu € [0, 7], segue-se que:
. 2/2
siny = —.
3
Além disso,
sinu %
cosu 3
2v/2
- e

Portanto,

AY
Y B,
| 1 :
1 ]
1 I
1 ]
1 1
1 1
1 ]
1 I
1 1
1 1 >
— E : 0 T ! X

2, 2.
1 )
1 1
1 ]
1 1
1 ]
[} I
1 1

-1
(it) f é injetora, sobrejetora Im (f) = [—1, 1] <= f ¢é bijetora.
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A fungdo inversa de f, f~':[-1,1] — [-Z, 2], é dada por:

f~Y(z) = arcsinz
_________________ 3 A
: 2 .
1 I
1 I
1 1
1 1
1 I
1 1
1 1
1 I
I ! >
-1, 0 I x
\ i
1 1
| I
1 1
1 1
' :
: _r .
________________ S b m e
Exemplos:
Calcule:
(i) cos [2arcsin ()] (i4) tg[2arcsin ()]
Solucao:
(4) X
cos [2 arcsin (2>} = cos (2u) = cos® u — sin® u
Com efeito, u = arcsin (%) se, e somente se, sinu = %, Yu € [—g, 3
Agora,
cos’u = 1—sin*u
1\ 2
oy
2
1 3
4 4
Dai, vem:
3
cosu = ii.

Como cosu > 0, Yu € [—%7 g], segue-se que:

V3

cosuU = —.
2

o1



Portanto,

1
cos [2 arcsin (2>}

Ou ainda,

cos (2u) = cos® u — sin u

Solucao:

Seja u = arcsin (i), entao, sinu = %, Yu € [f%, g] .
Assim,

cos“u = 1-—sin“u
(i)
= 1— —_
4
B 1 15
N 16 16’

Dai, vem:

V15

=+Y 2
CcosUu 4

Como cosu > 0, Yu € [fg, g], segue-se que:

4
Além disso,
oy = sinu i
9% = osu \/4175
14
4 /15 V15
Portanto,
1 2t
tg {2 arcsin <4>} = tg[2u] = ﬁ
2 1 2
_ V15 V15

2 1

1 1+ =

() TR
B /1515 VIB

Is 15 16 8
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i1) [ € injetora, sobrejetora Im (f) = R <= f & bijetora.
A funcdo inversa de f, f7': R — (—g, g) ¢ dada por:

f(z) = arctgx

T{“ y
2
0 xr
T
___________________________________ E e e e e e e e e oo e

Exemplos:

Mostre que:

(i) sec|arctg (—3)] = V10 (i) seclarctgx] =1+ 22,
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Solucao:

(4)
sec [arctg (—3)] = V10

Seja u = arctg (—3), entdo, tgu = —3, Vu € (f%, g) .
Assim,

seclu = 1+tgu
1+ (-3)°
= 10.

Dai, vem:

secu = £V 10.

Como secu > 0, Yu € (fg, g), segue-se que:
secu = Vv 10.

Portanto,

sec [arctg (—3)] = V10

sec [arctg ] = secu

Solucao:

Seja u = arctg x, entao, tgu = x, Yu € (—g, g) .
Assim,

Dai, vem:
secu = £+/1 + 2.

Como secu > 0, Yu € (—g, g), segue-se que:

secu = 1+ 22,

Portanto,

sec [arctg x] = secu = /1 + 2?2

4. (i) f:(0,7) —R
f(z) =cotgx
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(it) f é injetora, sobrejetora Im (f) = R <= f & bijetora.
A fungdo inversa de f, f~1 : R — (0, 7) ¢ dada por:

f(z)= g — arctgx = Arccotgx

y1 = Arctgx
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Observe que:

T
Y= 3 arctg x = arccotgx

( Sera provado no exemplo a seguir )
A fungao inversa de f, f~1 : R — (0, 7) ¢ dada por:

[~ (z) = arccotg x

4y
___________________________ '}T_____._.___._._._....,,,,,,,,,,
n
2
0 x'

Exemplos:
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1. Mostre que:

(i) % —arctgx = arccotgz, Yy € (0,7) (i) sin [arccotg (\/3)} .

Solucao:
() )
5 arctg z = arccotgz, Yy € (0, )
De fato,
T T
y = 5 arctg x = arccotg x, <= arctgxr = 3~ Y
sin (5 —
vo— (o) - (5-9) _cosy _ e
2 cos (5 —y) siny

<= 1 =cotgy < y = arccotgz, Yy € (0,7)

sin [arccotg (\/3)} =sinu

Solucao:

Seja u = arccotg (\/3), entdo, cotgu = /3, Yu € Vy € (0,7).
Assim,

cossec’u = 1+ cotg?u

1+ (\/5)2

Dai, vem:
cossecu = +2.

Como cossecu > 0, Vu € (0, 7), segue-se que:

cossecu = 2 <

1
:2<:>sinu:§.

sinu
Portanto,
1

sin [arccotg (\/3)] =sinu = ok

2. Calcule: :
. o (—1)] =
sin {arcco g ( 2)}

Solucao:
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Seja u = arccotg (_71), entdo, cotgu = _71, Yu € (0,7)

cosu —1
cotgu = - = —
sinu 2
sinu = —2cosu
Agora,
cos?u +sin®u = 1
cos?u+ (—2cosu)® = 1
5cosu = 1.
Dai, vem:
1 2
V5 V5 2
cosu = ou = sinu= ou == sinu=-—, Yue (0,m).
1 2 V5
NG VB
Logo,

1 2
sin |arccotg | —= =siny = —
{ g( 2” /5

9. (i) f: 10, ) U[r, 2F) — A, dada por:f (z) = secz

onde: A={yeR:y<—-louy>1}

f(z) =secx

1
-1 T E i 3T 21
2 2 2
-1

A funcdo inversa de f, f~': A — [0, 2) U [r, 2F)

onde: A={zx € R:2<—-1ouz>1} ¢édada por:
. 1

f7 (z) = arcsecx = arccos | —

x
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Fato:
Prove que:

1
Y = arccos <) = arcsecz, |z| > 1.
x

De fato,

1 1
9 = arccos <) = cosy=— <=z = = secy <> y = arcsecx.
T T

cosy

1
! (z) = arcsec z = arccos (1:)

Ily

n
E /'/-

-1 0 1 X

6. () f:(—m, —5]1U (0, 3] — A, dada por:f (z) = cossecx
onde: A={yeR:y<—-1louy>1}

f(x) = cossecx
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1
T T
2 0 2 x
-1
Problema:
T
y = 5 — arcsecx = arccossec z, Vo |z| > 1
Solucao:
Com efeito, temos:
T 7r
y = 5 TaIsect = arcsecr =g —y <
( ) 1 1
r = sec|lz-—y)= = ——
2 4 cos (g — ) siny

< I = COSsSeCy <= Y = arccossec .

“y
T
2 \
-1 0 F
T
2
_/ —TT
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