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Resumo: Neste trabalho estudamos problemas em diversos niveis de compreensao e diversas areas
da matemadtica: de temas bdsicos como trigonometria a, numeros complexos e construgdes de

subcorpos, congruéncias, teoremas de homomorfismo, algebra linear, andlise matematica,

geometrias analitica e diferencial, em alguns casos, Calculo Avancado, Algebra Abstrara e Aritmética.
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INTRODUGAO

O propdsito deste pequeno texto é apresentar algumas questdes a Nivel do Mestrado Profissional em
Matematica PROFMAT ( Pensando um pouco mais ), frutos das experiéncias de décadas de conversas,
a priori, informais com meu amigo, por quase quatro décadas, o grande mestre Olavo Otavio Nunes (
mais conhecido como mestre lambe-lambe: ao se deliciar com um problema desafio até conseguir
resolver) e com os amigos e professores da UPE-Poli Willames e Sérgio Galdino. Devemos ressaltar
gue: O publico alvo sdo: Professores de matematica, alunos do PROFMAT, graduacao, bacharelado em

matematica e Areas Afins.

Neste trabalho, estudamos problemas em diversos niveis de compreensdo; tentando colocar um
letramento de Mentalidade Matematica Crescente, Criativa e Flexivel e diversas areas da matematica:
de temas basicos como trigonometria a, func¢des periddica sem periodo fundamental, funcdes trigono-
métricas cujas somas sao nado-periddicas, funcdes definidas na reta continuas apenas num Unico
ponto, numeros complexos, corpo, subcorpos, congruéncias, teoremas de homomorfismo, dlgebra
linear, autovalores e auto vetores, transformacodes lineares, formas bilineares, andlise matematica,
geometrias analitica e vetorial, geometria diferencial, nUmero minimo de cartas locais que cubra a
esfera, em alguns casos, Calculo Avancado, exemplo funcdo diferencidvel a Gateauxde que ndo é

continua, da Algebra Abstrara e Aritmética.

PROFMAT( Pensando um pouco mais )

1: (2) Seja M uma matriz invertivel M e M, {R],pFOVe que:

-1 _
EM’ AM _ M 16'_1;1»{.

Prova:
Com efeito,

s o0 y J 2 T

€ :Zj—':f+‘4+§+...+—,+
i=0
entao,
oo -1 J —1 2 —1 n
- M AM M= AM M= AM
eMTAM N ( ) :I+M"AM+( ) + +( ) +
7! 2! n!
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Dai, ndo esquecendo que a série converge uniformemente e
V-l A = a1 4d
[M' AM"} =M TA'M
( E facil ver por induc3o finita sobre n ), segue-se que:

_ M-1AM)? M-lAM)"
eMTTAM M"IM—!—M*AM—FQ—I—. +( )

21 . n! -
AE n
= M"(I+A+?+ +—+ )M
o .
Ad
— sl ol oA — ar—14;
= M _Zj! M=M"e*M.
j:
(22)
elATB)t — g4t Bt i —— A comuta com B,

com A, B € M, (R) .
Prova:

. (A+B)t _ _At Bt
( ) Se e =€ € *entdo, derivando ambos os lados, temos:

(A + B) 41BN = gedt oBt 4 Bedt Bt
Agora, derivando novamente e fazendo t = 0, obtemos:
(A+ B)?elATE)t = A24t 0Bt | ARedt (Bt L BAedt gBt | B2t (Bt
Logo,
(A+B)> = A>+24AB+ B? — AB = BA.

(=) Se AB = BA'-entéo, é facil ver que:

X (t) = e?t.eBt

satisfaz ao problema de valor inicial (p.v.i)

. A
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{Jk’(ﬂ:{ﬂ+5]){(ﬂ
X(0)=1.

(Verifique!). Entdo, pela unicidade da solugdo temos:

De sorte que:

Observacao:

A*=0com A#0e0 <k <n.

Se A é nilpotente de indice k, temos:

N0 0 ehit 0
0 . 0
A= — ™t =
0 0
0 0 A, 0 0 ernt
-
A7 A? An
A_ — —
e —ng =I+A+ 5+ + 5+,
=0

Todos estes fatos bdsicos serdao de fundamental importancia para a Forma Canénica de Jordan.
2: (0.B.M. -Olimpiada Brasileira de Matematica)

Prove que, para todo n natural, vale a desigualdade:

135 .(2n—1) 1
246 .20~ \/Bn+1

P, -

1}
Afirmac3o 1 Para todo ™ € N\ {D},prove que:

(2n+1) 1 1

=

(2n+2) /3n+1 Jn+4

Sugestado:

Basta fazer algumas manipulag¢des bdsicas para obter:

. A
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(2n+1)vV3n+4 (2n+2)V3n+1

(2n+1)*(Bn+4) < (2n+2)°(3n+1)

(4n® +4n+1) (3n+4) < (4n® +8n+4) (3n+1)
(12n° + 280 + 18n +4) < 12n° + 28n” + 20n + 2

18n < 20n, Yn € N\ {0} .

RN

Agora, voltando ao problema dado usando inducao finita sobre n, temos:

1

1
2 V3141

et

(i) para ™ =1 tem-se:

(22) Suponha valido para n. Isto é,

P_l.:}..ﬁ...{in—]}{ 1
T 9246, — /3n+1

(Hipotese da indugado)

Entdo, tem-se que:

135...(2n—1) (2n+1) _ 1
246...2n  (2n+2) =~ Bn+1)+1

A luz da afirmacdo 1,

(n+1) 1 1

(2n+2) V3n+1 "~ 3In+4

segue-se que:

1

3 2m—1(2n+1) 1
P == <
(n1) - 97y

2n (m+2) " Bln+1)+1

Portanto, P, é vélido via indugdo .nita sobre n:

3
3.SejaT: R — M(R) uma transformacao linear dada por:

a—b 0
T(a,b__c]:( 0 a—|—c)

Pede-se:

. 2
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i) Ker(T) e dimKer (T) ;
ii) Uma base B paraaIm (T) : T é sobrejetora? Justifique.

Solucdo:

SejaT: RY — M, (R)

uma transformacao linear dada por:

Tlfa,b._c]:( aac a?l—b )

i) Afirmacdo: T ndo é injetora. De fato, o nucleo de T é descrito por:
e 3. 00
-ﬁﬁr [’T}: [’aarbo:ca} ER :Tlfa'arbo:lcﬂ}: ﬂ D -
G, — Cp 0 (0 0
=7 o 0)-(5 )

— G —C =0 __ o = Qo Portanto
o 4+b,=0 | bo=—a, -‘

Ker(T) = {(&a,—aa._aa] eR3-a, € R} =[(1,-1,1)].

Com efeito,

Segue-se dai que: T ndo e injetora. Além disso, 31 [ver (T)=1 u

(ii) Agora, pelo teorema do ntcleo e da imagem, temos:
3=dmBE’ =1+dimIm(7T) = dimIm(T) =2,
Im (T) CM, (R) e dmM, (R) =4 Assim, Im (T') # M, (R) , portanto, T é ndo é

sobrejetora.

Vamos determinar os geradores para Im (T) :
[ a—c 0 . 1 0 0 0 -1 0
T{‘I‘E”“}_( 0 a-i—b)_a({} 1)”’(1} 1)“( 0 {:-)'
1 0 0 0 -1 0
m@=|(s 7)-(27) (% )]
Dai, vem: 0 1 01 0 0 Como

(0 7)(3 o)f
dim Im (T) = 2; segue-se que B = 0 1 0 0 é uma base para Im(T):

. A
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4: Considere uma transformacao linear F:U—=WVsgdmlU:=>dmV.

ug €U F(ug) =0

Prove que existe um vetor ndo nulo tal que vetor nulo de V)

Prova:
Suponha que Ker (F)={0} entdo, dim er (F) =0.
Agora, pelo Teorema do nucleo e da imagem, temos:
dimU = dim Ker (F) + dimIm (F)=dimIm (F) > dimV.

Ker (F) = {0}.

Absurdo! Pois, supomos

De sorte que: existe "0 # 0,up € U tal que: F(ug) =0.

5: Seja F:U—=V yma transformacdo linear satisfazendo a seguinte propriedade: Se

B ={uy, s, ..., u .
: { 1. %2. ! '”'}uma base de U, entdo,

Y= {FI:’H.'_[}F(EE]F(H“:I}

é L.I. em V. Prove que: F é injetora.( por defini¢do ).
L.I. =linearmente independente
Prova:

Queremos mostrar que: F é injetora, isto é,

VuvelU: F(u)=F(v) = u=uv.

B8 ={uy,us,...

Com efeito, : “”} € uma base de U, entdo, existem

U=l + ... T AU,
Q1,-..,0,,01,... 8, €R, tals que: e

v=PFu+...+ 8, u,

L

—{u—v=(aqy —By)u + ...+ (o, — 8 ) u,. (1)

1

Além disso,
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Dai, substituindo (1) em (2), obtemos:

F{u_ﬁ} - F[(Ql_-ﬁl}ul+---+{aﬂ_.ﬁ }H‘u]:ﬂ

T

— (a1 —8)F(wm)+...+(a.—8,) F(u,) =0.

Fui).F(u2),....F(un)

Como sao linearmente independentes, segue-se que:
f (@1 —84) =0 r a1 = 5,
L {R?L - .S?L:I — {}. k 'C-‘Hn_ = -'8]".!-'

Logo, F é injetora.

6: Seja 1 - M2(R) —R

uma transformacao linear, definida por:

T(“ ;])z[a-l—d,a—d,b—i—c}.

Pede-se:

(i) Ker (T) e dimKer (T) :

(i) dim Im (T) e uma base para Im (T) :
Solugao:

- 3
T: ME{R] —R uma transformacao linear dada por:

T K i ; )] =(a+da—db+c).

i) De fato, o nucleo de T é descrito por:

E'ET(T}:{( js 32 ) EMZ{R];TK ‘;‘; ;?. ﬂ :{D,D,ﬂ}}

Seja

b
(s 2
Com efeito, o "0

. A

)] = {ﬁlu -+ dn,an—{iu._ bo -I—C[.:I = I[ﬂ',l]__ﬂ}
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ag+dog =10 . o
— ag—dpg =0 — { ali __dﬂ_b_ -
bo+co=0 e Portanto

KET(T}Z{( —{;n %’ )EMHR};&{.E]R}: K _D1 {]})-‘

Segue-se dai que: T ndo e injetora. Além disso, dim Ker (T) = 1.

( Hipotese de inducdo )
Entdo, falta mostrar paran + 1.

Basta notar que:

hipéteze de inducac hipdétese de inducao
. - T _ 7T Ca. A T _ AT “WT 4T 4T
(Al-ﬁ'-i .. - -":S“-u-#;"[n-l-l}) = ":Sﬂ[ﬂq_]}- If*ﬂ;"l -":3-"-2 .- ﬁ"n} = ":gﬁ{ﬂ—kl_}- ":Sﬂn L ] "'ﬁﬂ'l .

Logo,
. T .
(&1_&2___&n_ﬁh[n+”) = ﬁaﬂﬂj_ﬁg. AT AT

n = M
14:Mostre que se £ qualquer vetor-coluna n3o-nulo de R entdo a matriz Ac (R) dada por:

2 T

— 5 TX
[l

A=T,

é ortogonal e também simétrica.

A -1 _ xT
Definigao: Dizemos que uma matriz AcM, (]R}é ortogonal, quando: AT =A

Queremos provar que:

(i) A é uma matriz simétrica, isto é, & = A~ :

-1 _ T R
(ii) A é uma matriz ortogonal, isto &, AT =A" — AA =L
Prova:

(i) Com efeito,

. 2
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a1
Te=(z1. .za). | =z} +23+.. +a =]z’
Ln
e
> T
T _ (In— . zT) =1, 5 ( T)T
|l ||l
= L. - EE(T)T T=L. -~ 22 T=
{E |4l
Logo, A é uma matriz simétrica.
o T
(i) A priori, como AT=4A tem-se:
T 2 T 2 T
A A = AA=|L,— — Tz L — 5 LT
[Edf ]|
4 4
= I - sz’ + — (xz”) . (z2T)
||| |||
4 T 4 T T
= I.-— + z(z' z)x
l]|* ||
4 T 4 T T
= L. — 3 77 (27 .z)
| {E4]
4 4
= I, — EIIT-I— 2:1::¢.~‘T:]Ln_
(40 ]|

De sorte que: A é uma matriz ortogonal

|
15:(a) Sejam %1+ @2 € 93 himeros reais positivos. Prove que:
{a1+az+a3].(%+i+i) =9
Generalize.
(b) Sejam a; €R ( corpo ordenado completo ); com % 0, para todo J=12,....n

. A
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Mostre que:

Prova:
Ndo faremos o caso particular ( Fica como exercicio!)

12 modo:

3: =12

(b) Sejam % ER:com & 7 ﬂ, para todo J »-- - T facamos por simplicidade

Além disso, veja que resultados lindos e elegantes, usando a norma euclidiana e o produto interno

usual, temos:

(u,v) =

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos o belissimo resultado:

1

V8

/1 1
Ex/ﬂ1+---+ﬂn-bfa+---+a—,

n= Z@

=1
e, portanto, elevando-se ao quadrado, ambos os membos da desigualdade, vem:

5 1 1
'L E{ﬂ-l"‘---"‘ﬂ-n}- —+...+—].
ai o

22 modo:

. A
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A luz dadas desigualdades entre as médias geométricas e aritméticas, temos:

o/a1.G o {__{ﬁ1+l'-12+---+a-n]
2Ly T -

T

e de forma andloga, vem:

1 1
vgyaz'”an n

|."r."\.

Agora, multiplicando membro a membro (1) e (2) e destacando que

n

nIla_Jr‘

i
i=1 =1

1
— = ﬁ“.fm.az...aﬂ.v&—l.g...—:],

1
a;

obtemos:

AER p(A\) = det(A — A\I3) =0

16: (i) calcule "de modo que: " onde:

(ii) Use o resultado do item anterior, para obter as solu¢des ndo-nulas do sistema homogéneo
(& — AI3)X =0,

Solugdo:

(i) Com efeito, temos:
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Dai, vem:
A=1ou
plA)=det(A—A3)=(1=-A) . (3=A) . (-2—-A)=0= A =23 ou
A=-2.

( Posteriormente, estes A serdo chamados de autovalores ou valores caracteristicos gue estarao
associados aos seus respectivos autovetores ou vetores caracteristicos que sdo as solugdes ndo-nulas

dos sistemas homogéneos).
Observagao:

(A) Notacgao:

T
H Gy = A11.-T22 . . . Qpp,
i=1
Ari €y ; i=1latéri=n
Produtodrio de “***, variando de

(B) Se A= {a,;_,-] € M, II:R]tal que: %ii = 0,2> jé chamada matriz triangular superior. Neste

caso,

T

det (4) = H Qi = Q11-Q23 - - . Gpp,
i=1

dito de outra forma, o determinante da matriz triangular superior é igual ao produto dos elementos

da diagonal principal.

(i) Para obter as solugdes nao-nulas do sistema homogéneo
(A — AI3) X =0,

gue corresponde aos autovetores associados aos autovalores obtidos no item anterior, teremos trés

casos a considerar, a saber:

12 Caso: A = |
{G 0 5 ][:r] {{}—‘ 5z = 0 y=20
EREEES I ) i e T S I
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A=1

Logo, ¥1 = (2,0,0) == (1, I:'r{]':":com z#0 um autovetor associado ao autovalor *isto é, 0

espaco solucao S1 é dada por:
S1={(z.0,0)eR*:zeRex#0} =[(1,0,0)],

isto &, (1; 0; 0) gera 51 Significa que qualquer solu¢do ndo-nula é multiplo escalar do vetor (1; 0; 0) :

29 Caso: A =3
-2 0 r 0 —2x+ + 5z = 0 =10
0 0 1 y | =10 | = z N = e
0 0 -5 z 0 — 5z =0 z=10

= (0,3,0) =y (0,1,0). A=3 oy

Logo, ! ,com ¥ =0 € um autovetor associado ao autovalor

ainda, a solucdo é dada por:
Ss ={(0,v.0) eR%yeRey#0} =[(0,1,0)],
ou seja, (0; 1; 0) gera 52-.

30 Caso: * = —2

Logo, ¥ ERa N
por:
-5 -1 -5 -1
Sg=42| =—.—.1 R zeR Op=||—=.—.1]].
o= (F30)ewenno=[(F30)]
—5 =1
=, =1
ou seja, L }gera SB’- |
17: Sejam TeL(U:V)eGeL(V; Tﬂ’r}, prove que:

GoT :TU— Wélinear.

. A
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Observacgao:

L(U; V)

é o espacgo de todas as transformacgdes lineares de Uem V.
Prova:

Sejam G e T transformacdes lineares, entdo, queremos mostrar que:
GoT :U—W
é linear.
(2) Yuq,us € U, tem-se:

(GoT).(u1+u2) = G[T(w1+u2)]=G[T (u1)+ T(uz)]
= G[T(w)] + G [T(us]
= (GoT)(w)+ (GoT)(ua).

(@) VAER Yu €U,

(GeoT) (A1) = G[T(Aw)]=G[ATu)] =AG[T(u)]
= A(GoT)(m).

Logo, GoT :U—W ¢linear.

T ¢ L(U)

18: Seja ,2tal que: dim U=n. Entdo, prove que:

HZ

dim Ker (T') . dimIm (T) < T

Prova:

atb)? . :
Basta notar que: ab < ( 2 ) oonde a =dimKer (T') e b =dimIm (T').

Assim, usando o teoremado Nucleo e da Imagem, obtemos:

dim Ker (T') + dim Im (T') ) 2 ol

dimKer (7). dimIm (T) < ( 5

)
S— 4 =

Portanto,

. A
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2
dim Ker (T) . dim Im (T) < HT

|
19: Sejam 1 - M, (R) — M, (R) e S : M, (R) = R jireares, definidas por:
(1) T(A)=A* e (1) S(A)=tr(A).

Pede-se:

(2) SoT eKer(SoT) (1) dmIm(SoT). SoT 4 sobretejora?

(22) Qual é a dimKer (SoT)?

M, (R) = M,(R)
SoT IS

Prova:

() (SoT)(A)=S(T(A) =S(A) =tr (&) =tr(4).

s
t?"{A} = Za'.?-i =a11 + -+ Opp-
i1
E o traco da matriz A:
Nicleode 2 °7T €

Ker(SeT) = {4, €M, (R):(SoT)(Ay) =0}
= {A €M, (R):(SoT)(Ao) =a11+ -+ ann = 0}.

(ii) Com efeito,

SoT: M, (R)— R,

. A
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SoT:M,(R)—R,

1
(SoT)= ou
0 ( nao convém )

entdo, tem-se: dim Im
— dimIm(SocT)=1lelm(SeT)CR=—=Im(ST)=E.
De sorte que: S5cTeg sobrejetora. L

(iii) Decorre do Teorema do Nucleo e da Imagem que:

20: Seja V=P(R) espaco de todos os polindmios e sejam T-V—=Ve S: V=V
transformacoes lineares, definidas por:
(2) Shl=p( e (1) T(pz)=zp().
Entdo, verifique se:
(i) SoT —ToS=1 (ii)SeoT™—Tmo0S=mT™ ! m=>2

Com efeito,
(SeoT)(p(z))=S[T(p(x)]=Skp(x)] =lzp()] =p(z)+zp’ (z) (1)
Procedendo de forma analoga, temos:

(ToS)(p(z))=T[S(p(z)]=T[p (z)] = zp’(z). (2)
Agora, de (1) e (2), obtemos:
(SoT)(p(z)) —(TeS)(p(z)) =p(x)=I[p(z)].
De sorte que:

ol —ToS5=1.

(ii) Consideremos, a priori,

T*(p(z)) = (ToT)(p(x))=TIT (p(x))]
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Agora, continuando com o processo, vem:

™ (p(z)) =z"p(z).

Assim,

(SeT™)(p(x)) = ST (p(x))]=5[(z"p(x))]

Além disso, temos:
(T™oS)(p(=)) =TT [S(p(x)] =T [p' (z)] =2"p (z) .- (4)
Consequentemente, de (3) e(4) ; obtemos::

(SoT™)(p(x)) — (T o8)(p(x)) = ma™ 'p(x) =mT™ " (p(x))
(SeT™=T™o5S)(p(z)) = (mI™V)(p(x).nz2

De sorte que:
SoT™ —T™eS=mI™ 1.

Observagao:

P {R}é um espago vetorial sobre E de dimens3o infinita, ou seja, dim P(R) = oco. Vale ressaltar
gue em dimensao finita, ndo vale.

Conjectura:

Este resultado continua valido em espaco de dimensdo finita? A resposta é ndo, o que seja delineado

no problema a seguir.

21: Nao existem matrizes A4, BeM, II:]R},tais que:
AB—-BA=1.

Suponha valido, entdo, usando o trago da matriz identidade, vem: tr {AB —BA)=tr(I)=n.

Por outro lado, tem-se:

. A
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tr(AB) = Zn: i AiaBoi = i iBm'Am =tr(BA).
i=1 a=1 a=]1 i=1

Assim,

tr (AB) — tr (BA) = 0<=tr (AB — BA) =tr(I) = 0.

Absurdo! Visto que® €N emn = 2.

Portanto, tais matrizes ndo existem satisfazendo

AB—-BA=1

22: Seja T:R® — R? uma transformacao linear, definida por:
T(x,yz)=(z+yzc+y+2z).
Mostre que:
IT (2.9, 2)lz < (2V2+1) - (2.9, 2)las
Conclua dai que: T é continua em Xo = (20, %0, Z0) € R? Generalize.

23: Seja T:R™ > R™ uma transformacao linear, prove que::

IT (%)l < M| X |z

p p p = ™
Conclua dai que: T é continua em Xo € R™.

Prova:

XERﬂt X:{ir],zg___,ﬂ,"u:l__ 31:{1._{}

. . ..0)
Seja " entdo, tem-se:

g - -

e2=(0,1,0,....0)ee; =(0,....0.1). desta forma, vem:

terd
X = E Ti€; = T1€1 + - ..+ TpEym-

i=1

. A
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Assim,

T(X)=T ZI_,-E_.,- = Zz_,—TIfE_,-] =ziT(e1)+ ...+ T (em),
i=1

=1

por conseguinte, obtemos:

1T (XN =D 2T (e5)]| < D lesl 1T (e)ll < XN D I1T (&)l = M| X
=1 Ji=1 i=1

Onde M = Z |T (e;)]| de modo que:

=1

IT (X)|lgn <M [|X]lgm . ¥X € R™.

Como T é linear, temos:

T(X — Xo)=T(X)—T(Xo) X, €R

e
para todo ,segue-se dai que

IT(X) =T (Xo)|| = MI[X — Xol|.

(T é Lipschitziana ).

i . c o=
Agora, dado & 0existe 0 =5 > 0. que:

|X — Xof| < § = M||X — Xo| < = = |IT(X) — T (Xo)|| < M||X — Xo <=

, , A [ T
Portanto, T é continua em Xo € B™.

24: Prove que: O espaco das transformacdes lineares de U em V, tais que: dmU=nedm¥V =m

isomorfo ao espaco das matrizes de ordem m X n com entradas reais, ou seja, L(U;V) é isomorfo a

Mﬂtxn {]R} e, denotamos por:
L {U,V] Sl *M?T.'.Kﬂ {R]

A fixacdo das bases BCUepfCV determina portanto uma transformacao

. A
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@ - L(U:V)

— Myun (R)
f—  @(f)=[Al}, =M(f)

Prova:
Afirmagdo 1: P ¢ linear

(3) @ (fr+ f2) = [A1 + Ao]§, = [A1]5, + [Aa]5, = @ (f1) + @ (f2)
(i8) @ (Af1) = NA1lg, = A [Ai]g, =A@ (f1).

Portanto, P ¢ linear.

Afirmacao 2: ¢ é injetora

De fato, Ker (®) = {f € L(U;V) : ®(f) = 0}.
Vejamos @ (f) = [A]§, = M(f) =0,

como [f (u)],, = [A]g, [u] ; = 0, segue-se que:

f(u) =0, Yu € U. Consequentemente, vem: f = 0.
Logo, Ker (®) = {0}. ou ainda, ¢ é injetora.

Afirmacao 3: @ é sobrejetora
YB e M, (R), 3f € L(U;V) , tal que:
®(f)=[Al; =M(f)=B

Consideremos f : U — V, tal que:

fu1) =b11vg +b1va + ... + b1V,

f (uQ) = b]z'U] =+ b22'2,’2 2 SN bm.2vm

fun) = b1av1 +bopta + -+ bl

Entao. temos:

M(f)=| B! B* ... BS ... B® = B.

De sorte que: P & sobrejetora.

Por conseguinte, obtemos: L(U;V) é isomorfo a M, xn {R} .

25: Sejam U e V dois espacos vetoriais sobre R tais que: MU =n e dimV =m.

L(U:V)

Entdo, o espaco tem dimensdo m: n

. A
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Prova:

o]

Sejam ! B

v. U5V, @ L(U;V) — M., (R),

e as bases respectivamente de U e

® (T) = [T]3, = dim L (U; V) = dim M,,,, (R) = mn -

26: Prove que:

Prova: Basta notar que:

l<z<l=—=1<z4+1<2=1<zF1</2—= LE ;H;;l
g ]
Z_ & 9
— =< A=<z .vze[0.1].
Dai. vem:
1
1
< < —.
- — 10
0
|
27 Sejam f.g:la.b] — Efungées continuas. Mostre que:

b 2 b b
/f(:c}-y{:r}dx < /If{:r}lg-tiz | fwnza:r

Prova:

H(f) = f[f(wl—tg( N2dz | > o,

Considere entao, temos:

t}ZtE/&[Q{zl]zdx—?t/&f{I} -y{x}dﬁj[ﬂr}]?dﬁ-

. A
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Por conseguinte, obtemos:

z

&=4(ff{$}-g(r}ﬁ) —4(j[y{ﬂ]2d$) : (/b[f{:v}]iim) < 0.

De sorte que:

2

(fbf () .g{x}cfx) < (/bmx}ﬁdm) . (/bm{znﬂdsc).

28: ( Funcao Diferenciavel que ndo é continua )

w2
Seja fPR=R uma funcgao definida por:

f{x,y}z{ s (zy) #(0,0)

Prove que:

(a) f é diferenciavel a Gateaux em (0; 0) ;
(b) f ndo é continua em (0; 0) :

Prova:

(a) Com efeito,

DF(0.0) 6 = Iim 2OF®-FO _ f(htk)
t—=0 t —0 n
0, A =0

F{lz
Df{ﬂ,ﬂ]f:ﬂf(ﬂ-.ﬂ}-(h,k}:{ BorE
Logo, ’ o

(b) Basta escolher a sequéncia
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Portanto,

z, — (0,0) e f(z,) = f(0)=0.
Ou ainda, f ndo é continua em (0; 0) :

NUMERQOS COMPLEXQS

Nos textos do Ensino Médio, em geral, s3o apresentados os nimeros complexos a forma = = (a,b)

abeR 2=-1ei=(01)

ou algébrica 7 = @ + b1 com onde: é necessario fé, para aceita a

identificacdao
z=(a b)=a+b
Problema:

2 _ :
z"+a=0,a>0 ndo é soltvel em R. Construir um corpo C que contenha um subcorpo

A equacao
: . o2 _ - S
F#E5CConge 5 sejaisomorfoaReaequacio £~ T &= 0.a>0 seja soluvel.

Lema 1: Seja g#5CC, onde:

5 =~ & onde : S é isomorfo aR.

De fato, (S, +. J' é fechado

_|_
®
)
_|_

b.0) = (a+b,0) €5.
)= (a.b—0.0,a.0+0.b) = (ab,0) € 5.

—
=
o
—
u'-?“
=

De sorte que: S é fechado.
Consideremos ¥ 15 — I definida por:

D (z,0) ==z

Afirmagdo 1: P é um homomorfismo Basta notar que:

. A
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(2) @((a,0)+ (,0))
(12) @((a,0).(b,0))

P(a+b0)=a+b=>(a.0)+P(b0)
® (a.b,0) = a.b = ¥ (a,0).® (b,0).

Portanto, ® um homomorfismo.

Afirmacdo 2: P injetora. De fato,

®(a,.0) = ® (b,.0) = a, = b, = (a,,0) = (b,.0)

Usando uma equivaléncia tautolégica, temos

o # bo = (a5, 0) # (bs,0) = @ (a,, 0) % D (bo, 0) .

Logo, P ¢ injetora.
Afirmagdo 3: P é sobrejetora. Com efeito, note que

Ym, € R, 3(m,.0) €5 :P(m,.0) =m,.

ou ainda, P g sobrejetora. Por conseguinte, vem : D ¢ um isomorfismo.

|
Note que:

)

(A) (a,0
B; (a.5)

I |2

(ﬂ} ( b) = (a,0) + (b.0)- (0,1

J=a+bh
(0,1).(0,1)=(00—-1.1,01+10) = (-1,0) = — 1.
De sorte que: z = (a,b)~a + b, onde Re(z) =ae Im(z) =0
1 P] (R) o Subespaco dos polindmios de grau menor do que ou igual a 1; com entradas
reais.

Wi={p(z) =az +b P (R) a,b ER}.
| 0 -
Desta forma, temos: (z) = az' + bz € Py (

R:I TRr
Dito de outro modo, no subespago = ! temos
todos os casos particulares de PPy {Rja saber:

. A
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(i) 0(z) =0z + 0 € P; (R)

( polinébmio identicamente nulo ).

- - _ 0 _
(_”j plx) = E:-:c =b ( polindmio constante ou de grau zero) € Fo (R)=R ( neste caso )

(222) p(z) = ax polindmio
( a rigor seria fungdao polinomial na indeterminada x) passando pela origem, também chamado de

p(x) € Py (R)

funcdo linear no sentido da algebra linear; ndo por ser reta, , dito de outro modo,

temos:
Wo={p(z) =ax+bcP1(R); b=0},

P (R)

TEr
onde: Wo € um subespaco de ( Prove!) e finalmente o subespaco

Wi={p(z) =az+be P (R) a,bc R},
englobando todos os casos anteriores e mesmo sendo uma reta,

p(x)=ax+b=f(z)

a,bcea#0.

Conhecida no ensino médio como como fucdo afim, com O matematico, Elon

Lages Lima, aborda

plz)=ax+b=f(z), coma bec

I’.I&F
Olhando como um subespaco T de polindbmios de grau no maximo 1:

T-R? — P (R)

29:Seja a transformacao , definida por:

T(a.b)=ax+b
Mostre que:
(A) T é linear (b) T é injetora por definicdo.(c) T é sobrejetora por definicdo.
(B) T é bijetora ( prove!)
(A) (i) Afirmacgao 1:

Queremos provar que T é injetora:

. A
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Yuq, us € R? - T(ur) =T (u2) = w1 = us.

De fato, Yu1 = (a1,b1).u2 = (a2, b2) € R? tem-se:

Tl:?,&'ljl = Tl:ugjl:}T{&'l..b'ljl:T(ﬂ2,52}$a1$+b1:&2$+52
a1 = a9
= e — (a1,01) = (as2,b3) = uq = us.
by = bs

De sorte que: T é injetora por definicdo.

De sorte que: T é injetora por definicdo.

Ker (T) = {(0.0)}

Observagao: Outro modo de provar a injetividade seria mostrar que o nucleo
(ii) Afirmacgao 2:
Queremos provar que T é sobrejetora:

¥po (z) = aox + by € P1 (R) ; 3ug = (ao. bo) € R* : T (ug) = po () -

TI:HQ} = T(ﬂn, IE'-'D} = Qg + b‘n e II.}‘I (R} (T} = ]P'l{R:I

Com efeito, ,dai, obtemos: Im ou seja, 0
contra-dominio Py (R) éigualaimagemde T:
Logo, T é sobrejetora, consequentemente, T é bijetora.

Obtenha a

TP (R) — R?

( Exercicio!)

Observagao: Poderiamos ter usado o teorema do nucleo e da imagem para provar a sobrejetividade

deT:
Exercicio

(A) Considere

. A
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Wi={p(z) =ax+b P (R) a,bcR}.
Pede-se:

(i) Provar que: 1 um subespaco;

(ii) Determinar uma base 5 de W1 o daadim W1;

(i) B = {t.1} ¢ uma base para Y17 Justifique!
(B) Mostre que a fungado f iR — R gada por: flz) =az satisfaz:

(2) Va1, 22 € R fx1 +22) = f(z1) + f (22)

(22) Ya € R,¥x1 € R: f(ax1) =af(z1) - st0 6 Té linear.

Observagao:

Cuidado! ndo se pode afirmar, como alguns textos do Ensino Médio, funcao do 192 grau,

fx)=azx+b, coma#0eabeR.

Vale ressaltar: a fungdo nao é f (x) a funcdo é f; f (x) ja é o resultado da lei. Além disso, funcdo ndo tem

grau.( salvo no tocante a ser homogénea ai é outra coisa: é grau de homogeneidade de uma fungao).

T:BR)— BR)

, definida por:

@) =p©)+ 2 Ne 4 E

30: Seja a transformacao

onde: PR)={p:R—R polinémiosg :
Prove que : T é linear

Observacgdo:

Tip () :Z”:pi{ﬂ]zj 0, PO PO

; J! 0! 1! 2!

i=0

Prova:

. A

p"(0)
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(2) ¥p,q € P(R), temos:
Tlp+q)(x)] = (p+4q)(0)+ (p';;’!)r(o)x-;- (7’+‘27!)" ©0)
I (p+<2!<n>(0)xn
= [p(O) =+ p.](!o)a:+ 7[’"2(!0):132 + .o+ p(”;!(O)xn]
B {q ot q’l(!() o+ SR 4+ qf'*?;(O)xn]
= Tp@)]+Tlg(z).

(22) VA E R, ¥p € P (R), tem-se:

()’©) , O0"© ,, 270

T[w)(@)] = () (0) +——+—; =
= A p(0)+pjl(lo)x+p“2(!0)x2+.-.+p(n;!(o)x"
= AT [p()].
Portanto, T é linear.
[ |

2 COMPOSICOES DE FUNCOES

Onde:

(i) Im (g) : Imagem da fungdo g

(i) Im (g) CEF:p imagem da funcdo g estd contida ou é igual ao dominio da funcao f:
() f=g=f"=fof fel=Tofef' =I (fungdo Identidade) :

Observagao 1:

fr=fofo...of, fol=Iof=f e f°=L

T vezes

. —
Exemplo 2 : Considere as fungdes f e g; definidas por: flz)=a" eg(z) = V= Pede-se, caso

existam:

. A
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(2) D(fog)efog (21) D(gof)egof

Solucdo 3 : E fundamental obter primeiro os dominios das fungdes, alguns textos do Ensino Médio,
induz que se pode fazer o contrario, ou seja, determinar a composta, para s6 em seguida, obter o

dominio. Estes exemplos esclarecem que, se fizermos o contrario, daria errado. Vejamos

D(fog) = {z€R: xeD(g)nIm(g) €D (f)}
= {z€R (z20)A(Vz)eR)}={z€R; = >0},
agora, (F09) () = f(9(2)) = f (V&) = (V&) = Va2l = |z| = z.

Note que: se por um momento de fraqueza, fizessemos fo Yantes de obter o D(feg) existiria

(fog)(-1)=F(a(-1) =fF(V=1) = (V=1) = /(-1)’ =L

Absurdo! visto que ¥ -1¢D Ifg].

Procedendo de forma analoga, obtemos:

D(gof) = {zeR zeD(f)AIm(f) € D(g)}
= {zeR (zeR)Az* >0} =R

Dai, segue-se que:

— — 2y — 2 —
(gef)(z)=9g(f(z)) =g {ﬂ: ) =va? =z Consequentemente, em geral se tem:

feag#99°f. ouainda, composicdes de fungdes ndo é comutativa.

Guarde bem e nunca esqueca! Obter a composta de duas fungdes fog e 9°f. antesé necessario,

obter o dominio de existéncia, caso sejam possiveis

SO 2 e . n .
31: Uma funcgao f:Q R, de classe c no aberto 2 C , diz-se harmonica, quando:

()= 2+ 2 =) 2=
j=1 ( Equagdo de Laplace );

. A
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w B0} —Ru@=py iy = VXD

para todo T e ﬂ-Mostre que: onde
harmonica.
Prova:
2 ' 2 2 2 )
Com efeito ”X” — {.X‘X} = +y +z 3 Dnde' X = (Izyz‘z]

o x| 9e = X =

dx 21X

aﬂ.z -3 —4 1

— = —|X 3z || X|| 7. 2 =

> — || X + 322 )
Oz® E(

Entdo, procedendo de forma andloga, tem-se:

du? _ —|IX|* + 3y @
o Ix|°
ut  —||X|* + 322 @
82 |x|°

Agora, decorre de (1) ; (2) e (3) que:

du?  u? ot

=0,
dx? - dy? ™ dz2 '

Au(z.y, z) =

Au(z, vy, z)=0

e, portanto, isto é, u é uma funcao harmonica.
32:( Teste da razdo para sequéncias )

z, >0, VYne Im == =L <1,
j:?L:I

. a ~
Seja ( n—foo TN entao,

Iim z,, = 0.

0

Prova:

. A
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Seja T € . tal que: L<r<1 ¢ fixemos £ =7—L >0, por definicdo de limite existe

o € M. tal que:

T
+1 ) .
T _Ll<r—L,¥Yn=mng (1)
ﬂ:ﬂ-
Decorre de (1) que:
Tnt1 L < L Wn = < - Y = 2
—L<r—L WVn>=ng=T,41 <7T, < T,, "n=>ng (2)
ﬂ:'i‘l-
< < = A e . .
Logo, 0<@nt1 <@, "0 2 mg e, portanto, a seqliéncia (x») é limitada inferiormente por zero, e
a= lhm xz,.
decrescente, a partir da ordem no, sendo portanto convergente. Seja n—+o0 se a fosse
positivo, entdo, teriamos:
. L1 (L
im 2T =_=1.
n—+o0 I, a
lim 2ot =1 < 1.
n—too Tn
Isso contradiz a hipdtese de ser |

Portanto, @& = 0.

Para ilustrar o teste, estude a convergéncia das seqiiéncias descritas a seguir:

(i) Observe que:

T+l (n+1)! n" n" B n n_ 1 1 "
T (n+1)"Prl T m+1)" \n+1) n+1/ °

i I 1 1
Como RETQC (1 '”"H) =<

( Verifique este fato! ), segue-se pelo teste da razdo que:

Iim =0
n—+oo 1t

33: ( Fungao continua )

. A
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Moste ou dé um contra-exemplo:

f-R—=R

Ndo existe continua que transforme todo numero racional num irracional e vice-versa

Queremos averiguar a existéncia ou ndo das seguintes funcoes
(a) f1 :RNQ —Q continua;
(6) f1:Q—=RB\Q continua.

Prova: Suponhamos que fR=R seja continua consideremos

glz)=z— f(z).
Endo, g é obviamente continua, visto que: f e x 0 sdo. Além disso, temos:

(2) zo € BNQ = [g (o) = 70 — [ (z0)] € INQ
(22) z1 EQ =g (z1) = [z1 — f(z1)] €RNQ.
Agora, dados que QeFEN\Q 530 ambos densos em K. entdo, existe keQ. ¢ que:

g(zo) =k = g(z1) Como g é continua, segue-se do teorema do Valor Intermediario que existe

T € (To,21) g que: 9(Z) = k. apsurdo! Visto que: g(zp) e RNQ para qualquer que seja
xR

Portanto, f acima descrito ndo existe.

34: Revisitando as densidades dos nimeros racionais e irracionais em R

1.a Qé "denso" em . isto &, dados ¥+ Y = R com & < ¥ existe T € Q, tal que; £ =T = V.
Prova:

Seja nc Nwal que:

— ny —nx > 1. (1)
y—x

Seja M € Z, tal que:

m—1< nx < m. (2)

. A
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(2) ne < m=— z < = Além disso, de (1) e (2)

Agora, decorre de que n ' temos:

~ m
m_..nx+1{ny:>n{ye,portanto, u

b, RIQ r.yeR

é "denso" em R, ou seja, dados om € = ¥ existe 2 irracional, tal que:

T <z Y.

Prova:

® Y

Basta usar o resultado do item anterior, destacando os numeros reais V2 e V2 obtendo um ndimero

ax - - _H
—= = T = —=.
racional T 7 0 tal que: V2 v2©

z: =12

Entéo, é irracional satisfazendo & = & < Y- [ |

35: ( Norma Euclidiana )

Seja ¥ = (z1.22,...,an) ER" , entdo, prove que:
|z;] < [lz]| < v/nM,

onde: M_: sup {[z1].[@al ... [2a[} para todoJ = 1.2.....n.

Prova: Basta notar que:

2

P< |z =2} +23+. +22,

|~T_f

tomando-se: M = sup {|z1] . |22, - -, |ﬂ:‘”'|}'vem:

n VeZes
e,

@) <z’ =al+as+.. +ai=) af <M +M+. . +M =naM’,

=1

paratodoj:]:-?,-..,n_

Portanto,

2] < llell < VM.

. A
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paratodo“rI| =12....n

Observacdo: Algumas Normas em K™ :

(i) Norma Euclidiana:
T
lzlls = 1] + |ea| + - +|za] = |z;]
i=1

(iii) Norma do maximo ( ou supremo ):

|z] oo = sup{|z1] . |22l -, |zal}-
( Em espacgos de dimensao finita todas as normas sdo equivalentes ), em particular, em 2™ temos:

1Zlloe = llzll < ll2lls < 7|2l -

36:( Condicoes de otimalidade de 12 ordem )
1 * Minimize f (z) 2 Min V() Az
| sujeito & Ax = b, ) Sujeito a AAx = 0.
Afirmacgao: Os problemas (1) e (2) sdo equivalentes.

zeER*=ker(A)&Im(A*) eseja f: QCE" — R™

Prova: Sejam Considere a funcao

Lagrangiana associada ao problema (1)
(1) £(z,A) = f(z) + AT (b— Azx).

Utilizando as condigdes de otimalidade de 12 ordem de KKT as quais sao necessarias e suficientes neste

caso, temos:

(22)
V€=V E) —ATX=10 e Vf(z) =A%) r
VL =b—Az=0 Az — b=0. )

Agora, de (I), vem: Vf (z)//Im(A?), entdao, tem-se:

Vf(z) LKer(A) = Vf(z) Az =0,

para 2% € Ker(4) pgm disso, AAz = 0.

. A
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De sorte que, o prescrito anteriormente produz o problema (2)

Observacao : KKK generaliza a otimizacdao usando os multiplicadores de Lagrange, aqui estamos

falando de aspectos matematicos da programacgdo nao-linear, destacando que N¢a regido aberta do

1

S
de uma regido interior viadvel, podendo ser inclusive = T,

R

37: ( Projegdo Estereografica)

Sdo necessarias duas cartas locais no minimo para cobrir a esfera. Além disso, tem-se: um

difeomorfismo local

P ={(z.v.2) R 2’ +97 + 22 =1

Considere © N (0,0, 1)

}e sejam ,2tal que:

.8 -R? — SN {N}
(w,v) — Ey (u,v) =(2,9,2).

—

—

A equacdo da reta & que passa por N (0; 0; 1) e P(u,v.0) n, direcdo NP, é dada por:
EX=0001)4{u—-0v—-0-1)r< X =(urvr,l—r). (I)

Agora, a interseccdo da reta £ com S2 é descrita por:

{ X-:{ur__’uir",l — 7

2,2, 3.2 2
B N +vri+(l—r)y =1

e, portanto,

r=0our=———— (11)

u? +v24+1
_ Do
T = Wi
_ Qv
¥=

= _ wite 1
Decorre de (1) e (Il) que: -1 (u,v) = (z,¥,2), , onde: = Wit
« o X (X7 =7) _ -
Observacdo 1: A aplicagdo inversa de “*1 1 é chamada de Projegao Estereografica.

X['=n S1{N}— R?
(@,v.2) — X' (z.v.2) = (u,v)

. A
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. ~ NFE=(zy z—-1
na dire¢do do vetor "~ ° (.0, )

N(0,0.1)e Py (z, v, 2)

(i) A equacdo da reta | que passa por

, € dada por:

v Xo=1(0,01)+(z,y,z—1)t= X =(zt, yt, 1 +(z—1)t).

(ii) A interseccio da reta 7 com o plano @ © % = 0 produz o seguinte resultado:
1+{3—1}t:l]:}t:1175, com z # 1.

Assim,

Logo,

T S {N}— R?
(xryrz}'_} W{I=y=z}:(]iz:135)-

B} 2
Observagdo 2: Revisitando a Algebra Linear: O R é isomorfo a qualquer subespaco vetorial U ge

T(z.y)=(z.y.0) trivial que T é um

0).

3
dimensdo 2 do R Sugestdo: Por simplicidade tome

isomorfismo. Vale ressaltar que: podemos fazer a seguinte identificacao (z,9) ~ (2,9,

C\{N}eR)

38: (Projeg¢do Estereografica £ & biunivoca entre é biunivoca entre Escreva as

N(0,1) , @(.0)

esquacgdes paramétricas da reta que passa pelos pontos no plano. Mostre que,

2 2 _
aléem do ponto N, essa reta corta a circunferéncia Cra+y _]no ponto

21 w—1
T onde r = ey =2y —. . o i
( ’y)’. i S YT gy seguida, escreva as equagOes paramétricas da reta que passa

or NV (0,1] Pz, y) C:z2+y* =1

da circunferéncia

— T—v", A funcdo £:C\{N} —R definida

e pelo ponto ‘Mostre que esta reta corta o

p

eixo das abcissas no ponto ¢(P)= (“‘0), onde u

por

§(P)=¢(z.y)=u=
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A C\{N}+e R, . .
estabelece uma correspondéncia biunivoca entre \ { } ‘cuja inversa

& 1 R—C\{N}
u — El(u) =(z.9).

tal que:

A funcao £ chama-se a projecdo estereografica de '\ {W} sobre R, e sua inversa fornece uma

outra parametrizacado da circunferéncia ( exceto o "polo norte" N) por meio de fungdes racionais.

Prova:

-1 5
Projecio Estereografica & e suainversa &  em K7

A equacdo da circunferéncia dada por C:z*+y?* =

(i) A equacdo da reta L que passa por N({0,1) e @ (u,0) , € dada por:

z(t) =0+ at

X ft} = {ft-" {ﬁ}l,y{ﬁ}}, [:I]df,‘:{ y',f;} =1+ bt,

—_—

Sendo ¥ = (@.0) =NQ = (u.—1) , direcdo de L:
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Logo, X (t} — {'T {t} Y (t}} — {’H.tl - t} :onde:

T (t) = ut
{20, M
y=1—1
] . LNnC= {P}
Afirmacao: onde:
2,2 12 _ 2 2 g
Com efeito, u't® + (1 t} B 1"ent§o, temos: (u T ]} t 2t =0. Portanto,
2
t=10 t = I
ot u? +1 (I

Agora, levando (ll) em (1) ; obtemos:

— _2u
T =141
¥y=117

2_
P(z,y) = (uf——hn—l :2+%) :

De sorte que:

2
N(0, 1 ep(—,,—?“_—i—“—l)  _ND
(i) A equacdo da reta que passa por (0.1) u +17 w41/ cyjo vetor diretor é Y0 = NP é

descrita por:

— 2u
L:{ Iﬂ—ﬂ+;52_|_—1t
Yvo=1- 75t

Agora, L corta 0 eixo &T €M @ (x0,0) .

Portanto, E(P)=¢(z,y) = (u,0),

z(t) = ut

=1t —y=l-i=e=(l-yu=u=.v#1

Onde L: {
Consequentemente, vem:

T 1 T
A Projecdo Estereografica £ é biunivoca entre C \'n {““'} € ]R=ou seja, c {H"' } e é um isomorfismo

R(C\ {N} ~ R) onde:

. A
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£ : C\{N}—R
(z.y) — E@y)=u=—
-y
Dai, segue-se que:
e rR—C\{N}

u — & (u)=(z,9),

Onde:

39: Seja fR*— Rdiferengével, tal que:

A priori, vamos mostrar que:

f(2} "~ 2 (hipdtese ) Suponha valido para n—1

f(zf—l) - ;{i}

De fato, para’* = Ltemos: ’ OU seja,

Entdo, falta mostrar para n: Vejamos

z\ (1 =\ _1f@ f@ .
f(;)—f(g-ﬁ)_?'gn—l  9m ,n21

Paratodo & € ™.

im disso, 1 (0) = f(5) =37 (0) = f(0)=0.
Além disso, 2 3
Agora, pela diferenciabilidade de f, temos:

DF(0) &= lim? QT —F(O) _ . 1)

+—0 t +—0 t

. A
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Portanto,
t, = o
Com ™ 2% “donde, obtemos:
fl& 1
Df{m-f:tli_% (i ) Zlﬂ.ﬁ:f{ﬂ:}ﬂffmﬁ:fff}
" ' P

De sorte que: f é linear.

40: Seja B-ExXF—G uma aplicacdo bilinear. Se B é uniformemente continua. Mostre que:

E=10
Prova:

To,yo) € E x F,

Suponha que B #0, entdo, existe ( , tal que:

ag = |B (x0,%0)| = 0.

I, = Ny e{yn:(n-’_;}yﬂ

. xrt =nx
Assim, tomando-se: { n 0

, onde:
vem:
- - - 1
||zﬂ- - ’?ﬂ,” — ”{ﬂ:ﬂ'- yﬂrj - {"'T'u,'- yu}” — nﬂ:ﬂ: n + E yﬂ - (ﬂﬂ:n, nyﬂ}
1
= (o) o

T

Agora,

* e 1
|B (2n.¥n) — B (. u,)| = ‘B (mn, (n + E) yn) — B (nxo, nyo)

Usando o fato de que B é uma forma bilinear, obtemos:

. A
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1 1
1B (2n,4s) — B(25,40)] = ‘B (n0. 730 | = [nB (0730
n n
1
= ”-EB(ﬂ?D,yu) = |B (xo0.%0)| =0
Logo,
| B (Zn,Yn) — B (%, y,)| 0.
Dito de outro modo, tem-se:
B =0, ou seja, B(xg,y) =07 (xg.4) € E x F.
[ |

41: ( Questdo: autor Prof. Dr. Marcos Crispino )

X =Cll=r.

L
Dado areta I e a esfera ~ mostre que o comprimento L da corda determinada por

TeL= zy-’rrﬂ —(d(C.T))%

S sobre
Prova:
Sejam

N X=P+tv, com|v|=1e
S:|IX-C|=|P+tv—C|=r= |P+tv—C|* =1
Dai, obtemos:
v’ +2(P-C)vt+||P—C|>—r* =0. (1)

Agora, o comprimentoL = || X1 — X5||, onde: X3 =P+tjve Xy = P+1tv.

Assim, L=[(P+tv)—(P+tv)| = [t1 — taf - [[v]| = [t1 —22].

Decorre de (1) que:

. A
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—2(P-C)v £ 1,‘f[z (P—C)v]* -4 (||P —C|? - r?)

2

[
t = —(P-C)vfri- [||P—c||2 —{(P-0C) .’u}i]_

Desta forma, temos:

]
L=t —ta] =2[r? - [||p |- {(P-0) v}ﬂ.

Além disso,

2
I1P—CIP —{(P—C) o] = |(P—C) xv|? = LE=Dell _ (Foc) el
= (d(C.T))".

Portanto,

_ 1, z€0)
“xj_{ 0, ze R\Q

44: Verifique se a fungao fFiR—=T gefinida por : é periddica sem

periodo fundamental.

Sugestdo: Basta notar que f (T +p) = f(z), Vxr ER. u

45: Dé exemplos de soma de fun¢des periddicas que ndo é periddica.

. A
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x) =sinx + sin (e . \
Escolha f( }.. - . { ) com &< R\Q (irracional ). Mostre que: f ndo é uma fungao
periddica.

Prova:

Por definigdo, temos:

fle+p) = f(=)

sin (x + p) + sin (ax + ap) sinz + sin (az) —

sin(x+p)—sinz = —[sin(ax+ ap)— sin (ax)].

sin(a+b) —sin(a—b) =2sinbcosa.

Note que: Assim,
sin(z+p)—sinz = —[sin(az+ ap)— sin(azx)]
2 sin (g)_c:}s (m—kg) = —2sin (%) . cOo8 (ax—l—%)
sin (g)_cns (:1:—|—g) = —agln (?) . COos (ﬂ:ﬂ:‘—k%)_
se ¥ 7 %:, entdo, sin () =0= F =kim = ap=2k7. ks € L.

por outro lado, temos:
Sear =3, entdo, sin (5) =0 =5 = kymr = p = 2kym. ky € L.

a2kym = 2kiT — o= £ com ky £ 0.

Dai, vem: fea 7 Absurdo! Visto que: ¢ é irracional.

De sorte que f ndo é periddica. L
46: Seja f uma funcdo dada por:
flz)=2"+=z
Prove que:
() |f (x) — £(2)| < 20.]c — 2| para 0 < z < 3;
(ii) f € continua em 2:

Prova:

. A
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Observe que:
f(z)—f(2)=|2"+z—-10| = |(z = 2). (2> + 22 +5)]|.

Agora'ﬁ£x£3:>|z|£3,

por conseguinte, obtemos:

(z—2).(z®+22+5)| < |z —2. ‘|:¢|2-|—2|:¢|-I—5‘ < 20|z —2|,

[|x|2+2|x|—|—5] <324+23+5=20.
Visto que:

Logo |f(z)—f(2)|<20. |z —2| para0 <z < 3.

Algumas Majoragoes:

lr—2<l=l<z<3=|z|<3e

|{z—?}|-[|x|?+2|x|—|—5] <Wlzg—2|<e=|z—2| < %_

d=min{l =
Assim, basta tomar 17220 }

Prova:
é’:min{l_,i} =0

20

Dado € = 0 existe " tal que:

2 =2 <1=la| <3=|a* +22+3| < ||’ + 2]z +5] <20
lt —2| <55 =20.|x—-2| <€

Assim,
20. |z —2||a* + 22+ 5| <20 e = |(z—2). (z* + 22+ D)| < e
Portanto,
|If (x)— f(2)] = |:r3+:t:—1{]l| < € desde que: |z — 2| < 4.

Ou ainda, f é continua em 2:

Observacao:

. A
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E um erro comum, de alguns livros de Célculo, dizer que: toda funcio continua é aquela que tracamos

o grafico de f sem tirar o lapis do papel. Toda fun¢do deste tipo é continua. Mas, nem toda fungao

X

continua é deste tipo. Seja Zum conjunto discreto ( um conjunto é discreto se todo ponto de

- X—=R

isolado ). Assim, toda funcdo é continua em ¥o € ). De fato,

(zog—d, 29+ ) NE = {xg}=|z—axp| <0, z€X:
x = xp=|f(x)— flzg)|=0<¢€ ¥e=0.
[ |
® o ®y . _ Zp -
= = = az....a K
47:Se ¥ ¥2 ¥n  num corpo ordenado K, prove que, dados #1, @2, ©3---:5n <
D e
i=1 _ 1
. a ..ta 0. > s
tais que: W1+ .-+ anln # 0, tem-se: =t
Prova:
Se EL =2 — =2 — g entdo, temos:
1 W Yn
T = alfn 1y = aq1aiy
Ty = als AaXs = A20Ys e =
) — ) — E a;xr; =a E Q.
: : j=1 i=l1
t I'ﬂp == a'y'ﬂ, t a’nﬂ:ﬂ == a’ﬂay?lr
Logo,
n
E Q;T;
= (3
E :a_,-y_.,
i=
[ |
48: Dividir um numero "a" em partes £1:%2:----%n proporcionais a: @1: @2 - - - 0n € Kt

que: T1 T T2 T ... T Tn = @ proye que:

ao] Gt 3 Gty

Tl = = . L2 =
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Prova:
. r1,La,...,T . . . = K
Com efeito, *1:%2:---:%n & diretamente proporcional @ @1:@2.....0: € K. om que:
Ty +Ty+...TTy =0 Eptio, tem-se: @1 92 @n Consequentemente,
temos:
|’ r1 = Baj
Iy = Bl’lg n " a
prm— E I_} e B E ﬂ'_r' e = B
b
i= i=1 .
E a
|\ z. = Ba, _ ’
J‘:
e g3 Led] ik
T1=—w—, T2=—w>—, € Tn o
D = > e > e
=1 J=1 =1
|

Dai, segue-se que:

49: Seja f:R—=R continua. Mostre que o conjunto

Z;={z €R; f(x) =0}

f.eg-R—R C={zeR f(z)=g(x)}

é fechado. Conclua que, se sdo continuas entdo
é fechado.

Fatos que ajudam:

(F1) S é fechado quando 95 C S onde 95 denota a fronteira de S:

— §=5§=5U88

(F2) S é fechado "onde S o fécho de S: Queremos provar que Zs é fechado.
Isto &, Z5 = Z5-
Prova:

1° caso: 27 C Z5
Seja ¥ = Eflentéo, como 27 = Z5 U azf,segue-se que: © € Zy.

Logo Ef - Ef

. A
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Seja ¥ = Ef, entdo, existe €29 com Tn € Ef, tal que: £n — -

Agora, por definicdo f(z.) =0. Como f é continua em . segue-se que:

0= lim f(z,) :f(lim zn) = f(z).

— 00 T—oQ

donde, vem fz)=0,, ainda, * € Zs e, portanto, 45 C Zs.

Combinando os casos (1) e (2), obtemos:
Z_f == E_f-
Consequentemente, facamos h=f- 9-entso,

Ch={zeRh(z) = f(a)—g(a) = 0},

pelo item anterior, kg fechado, isto é, C é um conjunto fechado.

|
50: Sejam VYo, & no corpo ordenado completo R,
tais que: £xlew# G:, tal que:
2
¥ — o| < min vo| £ |uol
) 27 2
yF i:]'“prove que:
‘ 1 1
—— —| <&
vy U
Vejamos alguma majoragdes antes de fazer a demonstracao:
1_ 1| _ lvo—yl oyl < |yn — y| < 2ol
v wo| = Tulfw] € lyo| — |¥| = |yo —y| < 7 —
. 1 . 2
|y|—|yn|}—%:’*|y|}|y—§:"mim-

Assim,

. A
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2
1 1 lvo—yl 2 2 Elwl
- —— < —= v —vl < —5 5~ = ¢
¥ W | |vol %o %o
‘1 1 .
= |-—-=| <t
Yy Yo
Prova:
2
- J:min{M,M}}D
Dado & = O existe 2 2 ,tal que:
|vo| 1 2
vy —w| < = — < —. (1)
2 vl vol
2
£ lyol 2 |y — yol .
|vo|

Agora, de (1) e (2) segue-se que:

L?|y—yn|{, 2
Wl |yol? Yo

De sorte que:

51: Sejam *: ¥ To. Y0.& no corpo ordenado completo R tais que: £>0

e
|z — x5 < min {;1}
2(Jyol +1)
ly — vol < S S
2(|zo| +1)
Prove que:

lzy — zovol| < £.

Alguma majoragoes:

. A
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|2y — zoo| = |2¥ — 2o¥ + ToV — ool
= |y(z—=z0) + o (¥ — vo)|
< |yl l(z — z0o)| + |zo| [(¥ — wo)| -

Além disso, temos:

lz| —|zo| = |z —mo| <1 = |z| < |zo| + 1
e
ly| < |wol + 1

Assim,

lzy —zowol = |yl|(z — z0)| + |zol (v — 2ol

£ £
= yo|l +1) ————————— + (|xo| + 1) —————,
T P E LA T PRy
e, portanto,
|2y — Toyo| < €.
Prova:
Faca a redacdo matematica da demonstracao.
|
52: Seja f uma fun¢do dada por:
1
flz)=a+ —.
x
Prove que:
(2) |[f(z) —2] < (1 —I—%).|:r—]| para = > 0:
() |f () —2| <3|z — 1| para & > §;
(i71) f(x) > 2. para todo = = 0.
Prova:
(¢) Com efeito, |f (z) — 2| = |z + 1 —2| = |%|
— mz_2“1' — |==1? ‘ = |m_—1| Je—=1] < —|m||+||1| Jz—1].

. A
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Como T = 0 segue-se que:

[f(z) -2 = (1+%).|$—1|_

1+1<3

.. xr = 1 ~ 1 = 92 - , . .
(i) Para 27entdo, = Dai e do item anterior, obtemos:

e, portanto,

F(@)—2 <3le—1].
(iii) Basta revisitar a desigualdade entre as médias: geométrica e aritmética, obtendo:

1 ,z—l—l

.\’:GEE ?*’,I}{}.

Logo,

1
fl@=z+=22
T
||
53: Se f10.1[—R é tal que: Ve €]0,1 ['-tem-se
1 1 x z+1
. _ ' A
r@l<zer@=5|7(3)+f(35)]
entao, verifique se:
P 1
|f ()] < 9on para todo D<zxz<len=1,2-.- . n..
Prova: ( Usar inducdo finita sobre n)
() Para n = 2, tem-se:
1 . 2y - 1 = =+1 -
—3<f(3) <3 “1<f(3)+f(5) <1
—z< (=) <3

(ii) Suponha valido para n. Entdo, falta mostrar para n + 1: Vejamos

. A
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—x < f(3) < —ow < f(3)+F(FF) <o
e p— |
— < () <5 g < 3 [F(3) + F(3F)] < r-
Logo,
1 1
~ 9n+l < flz) < In+1’
ou ainda,

54: Seja f:58—Ruma funcao limitada.
() =supf, Vo €5,

(i) Prove que: dado € = 0 existe *0 €5,

tal que:

f(zo) »a—e<=supf=nf{C; f(z) < C, Yz}
Prova:
flz)<C, vz €5,

Com efeito, * donde, C é cota superior para flx). @

Dai, vem: [ (z) =a<C,V2E€S5. pgm disso, dado € >0 existe L0 €5, ¢g que:
flzo) >a—e g, seja, * é a menos das cotas superiores. Logo,

o = sup f.
Por outro lado, temos:

a = C. VrelS— a=inftX, onde:
X = {C: f(z)=C, Vz}.

Agora, sabe-se que por defini¢do a = inf X.

De sorte que:
a = 1inf X,

ou ainda,

.’ A
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sup f = inf {C; f (z) < C, Vz}.

Define-se:

inf f :=sup{C; C < f(z), Vx}.

Observacgao: Vale ressaltar que: se trocarmos Ve e S por quase sempre (g.s.) a menos de um
conjunto de medida nula a Lebesgue ou em quase todo ponto (g.t.p.) estabelecemos assim, o chamado

Supremo Essencial

supess (f) :=1inf{C; f (z) < C, ¢.5.} .

T1,Ta,. ... T T1-Ty... &Ly =

1. -
Verifique se:

7

55: Sejam ™ ndmeros reais positivos, tais que:
(T+z). (1+z) ... (1+z,) =27

Prova: Basta notar que:

f vz < H;” f 2T < 141
Vi, < 122 2@z < 1+ 2

=
| VIz, < 2= | 2vZn < 1+ 2,
Donde, obtemos:
f-A;\

T1.Xa ... Ty = 1.
visto que 152 " Portanto,

(T4+ax). (1+x2) ... (1+z) =27
|

Observagao: O mesmo problema, poderia ser provado ou ndo, por indugao finita sobre n? Explique!

abceclR l<a<b<ece b—a=ec—b,

56: Sejam ( corpo ordenado completo ), tais que:

mostre que:

. A
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]

-

Inb In
Ina

=l

In

Prova: Basta observar que:
Vinalne < Ireflne — 228 —n (/ae) < In(2F2) =Inb
vina. lne < Inb.

Logo,

Ina.lne < (Inb)’* =

57: ( Isomorfismo e espago quociente)

Im (T) = U~ Ker (T)

Seja T:-U— Vyma transformacdo linear. Mostre que: , onde

U Ker (T') indica o espaco quociente de U por Ker (7).

Sugestao:

d: U,/ Ker(T)—Im(T)
[z] — @ ([z]) =T

(i) O esta bem definida

[21] = [22] = @ ([21]) = P ([22]) = T, = T2
(i2) & & injetora

(i21) & & sobrejetora por construcao.

-

58: ( Isomorfismo)

Prove que: C ([0; 1]) é isomorfo a C ([2; 3]), isto €, C([u-‘ 1]} =C [2’ 3]

"Vale destacar que:
C ([a,b]) = {f e, b = R yma fungdo continua :

23 =0<x-2<1, _
Prova: Com efeito, entdo podemos tomar

T: C([0,1])— C2,3]
f—  T(f)(x)=f(z—-2).

E facil ver que T é linear ( Verifique! )

. A
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Provemos que T é um isomorfismo, por simplicidade facamos o seguinte:

w: [2,3] — [0,1]
r— plz)=z-2,

de modo analogo, a inversa de ¥sera dada por:

el [0,1] = [2, 3]
(z—2)— @ l(z—-2)==x.

Além disso, observe o diagrama a seguir:

Afirmagdo 1: T é injetora

Seja fo € Ker (T), entdo, T [fol (z) = (foop) (z) =0, dai seque-se que: foop. Portanto,

(foop) o™ = 0.0~ =0.

Dito de outro modo, temos:

De sorte que: T é injetora.
Afirmacdo 2: T é sobrejetora

Yg € C([2,3]). 3p~t € C([0.1]) : gop~! € C([0,1]), tal que:

1

T (gop™") = go (¢~ lop) = g.

Portanto, T é sobrejetora.

Por conseguinte, T & um isomorfismo. Além disso, podemos escrever de outra forma:

C([0,1]) = C[2,3].

59:( Questdo: autor Prof. Dr. Marcos Crispino: Lugar Geométrico)

. 2
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A1, A A e R3S, M e R com M = 0.

Sejam Que lugar geométrico é o conjunto

3
S={XER™:Y [d(X, A4 =M 7

=1

Solugao:
Considere [d (X, 4;)]° com j = 1,2, 3, entdo, temos:
d (X, A)] = [|X = Ar||” = X" —2X.A; + || A
[d(X, 4)]° = [|X = A" = [|X]|" —2X A4 + || A, |
4. 45)]” = X — As* = | X — 2X A5 + | 4]
Logo.

31 X2 — 2X. (A1 + A2 + As) + || A1]]* + || A2))* + || As])® =

||_\rl|2 o %_Y, (‘41 +‘42 +A3) - % _ %

I
len’

2 , . Ai+A.+A45)° 2 j= Ar+Az+As|?
IXIP=2X. (A1 + Az + As)+1atAatAl® _ a | g=t _ JArkAs+ds)

3
> i1

X — % (A1 + Ay + A:;)”‘2 =2 X onde: A= 3= - =3 “"‘1"""3*-“9”2
1 2 M
X——(Aj+As+A — = X
” 3( 1+ Az 3) 3

3
D s

3 — =1 _[AitAa+45)°
=== 2 Q -

onde :

Dai, teremos trés casos, a saber:

(2) Se % — A < 0. entao, neste caso. S =a.
(22) Se % — A =0, entéo, S5 = {% (A1 + A2 + A3) } € um tinico ponto.
(227) Se & — X > 0, entdo, S descreve uma esfera de raio R = (/&L — A
E

60: ( Questao: autor Prof. Dr. Marcos Crispino )
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= | w
Dada a elipse descrita pela equagdo =« T = 1 e seja L o comprimento da corda da elipse que

contém a origem.Mostre que:

2b < L < 2a.

Prova:

Com efeito, um conjunto de equacGes paramétricas da reta S, sdo dadas por
r=mt
S 1
{ y=nt (1)

onde: V= (m,n)em? +n? =1

Consequentemente, tem-se:

2 (mt)®>  (nt)? o (m?  n?
2Ty T 1T o T ==t (En—a) =
sz 2.2 “+ab
— (D Tme) o ¢ . (2)
a?b? VM2 + n2a?
Dai, levando (2) em (1) ; obtem-se:
ab
(@) t = v’m2h2+n2a2:A(I1:y1]’

mab nab

onde 1 =

ey = .
vm2b? + n2a2 v vm2b? + n2a?

Procedendo de forma analoga, vem:

. A
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—ab
(b) t = Ny — B (z2,42),

—mab —nab

e Yy = .
Vm2Z tnfaz . J/m?bE + nla?

onde x5 =

Assim, o comprimento L, é descrito por:

L = d(AB)= flfm —9)? + (y1 —va)°

(2mab)” + (2nab)’ _ 2ab
(vm2oZ + nzaz)ﬂ C Vm2E +nla®

m?+n?=1

Visto que:
Logo,
2ab
L= :
vVm2b? + n2a?
Agora, observe que:
m*’ + (1 -m?)a® —a® = m?® —m’a®

= m?(b*—a’) < 0.

Donde, vem:

1 1
252 2,2 <« a2 — <
\/m + nea = a _;El_\/’m%ﬂ-l—nﬂaﬁ
— %< 2ab = A (3)
vVm?2b? + nla?

Analogamente, temos:

m252+{1—m2)a2—b2 = —bz{l—mz]—l—{]—mz}a?
= (1-m?) (a®—0*) =0

Portanto,

. A
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Vm2b? +n2a? > b= ] < 1
vm?b? +n?a® ~ b
2ab
Ny =L < 2a. (4)
Segue-se de (3) e (4) o resultado, ou ainda,
20 < L < 2a.
|
61:( Vestibular: COVEST 1999: Func¢do e majoragoes )
Seja frR=R, funcdo definida por:
r2™=
flx) = ;
=) (2= + 1)
- - 10n—28
entdo, verifique se: 0< f{]l]l]]l <10 )
Solugdo:
Com efeito,
3 x2®
f {I]I = 2 =
(£2)? (1+2¢)°
entao,
100 100
£ (100) = 100.2 _ 100.2 _ ]l]l].
(1+ 2100]2 2200 9100
EIUU - ]{}E’UI
Afirmacdo: De fato,

2190 =~ 107 <= 100.1log,, 2 > 30.log,, 10
— 1000, 301 = 30— 30,1 = 30

Por conseguinte, vem:

. A




Problemas A Nivel Do Mestrado Profissional Em Matematica

211]1] -~ 1']30 .

gluu < 1030°

Assim,

100 _ 10° _ 0o

D{f{lﬂﬂ]{w 0%

De sorte que:

0 < f(100) < 10725,

62: ( Maximo e Minimo do mdédulo de um complexo sobre certas restri¢cdes)

|z + 1] lz—=2| =1

Determine os valores maximos e minimos guando
Solugao:

Com efeito, seja T=T T Yleom TV E R, entao,

: /
Z—2=le—2)+vil=\/ (-2 +P=1=(@-2+’=1. (I)
A referida equacdo descreve uma circunferéncia de centro C; (2; 0) e raio r = 1: Além disso,
lz4+i=a=|z+(y+ 1) =a

Dai, procedendo de forma analoga, obtemos:

4+ (y+1)2 =a’.

Esta equacdo apresenta o lugar geométrico de uma circunferéncia de centro C (0. -1) e raio &

Agora, a distancia entre os centros C1 e Co, é dada por: d(Cy,C) = Vva Assim, os pontos

devem esta sobre a circnferéncia (1) e, portanto, max|z+i|=a; =5+ 1emin|z +i =a; =5 - 1.

(Veja figura descita abaixo )
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C1(2,0) e C5(0,-1)
63:( Representacdo matricial de um nimero complexo) A representagdao matricial de um numero

complexo # = & T Y% dada pela funcgo P : C — Mo (R), onde:

s 2

Yy
Sejam z;w dois nimeros complexos, entdo, mostre que:

(2) P(z+w)=D(2) +D(w)

(12) P (z-w) =D (z) - P (w)

(i11) z # 0, tem-se: @ (1) = [ (z)]”
(iv) P & injetora.

Vamos considerar (i) e (ii) como triviais.

(iii) Nesta caso, basta observar que

b (1) = (1+00) = [ 3] ” ~ 1L,

I, € M {R}I

onde: a matriz identidade do espaco de todas as matrizes de ordem 2 com entradas

em R: Desta forma é imediato que:

s=s (L) =0 (L) a2
. A
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. . . or > . .. , ; . /
O descrito acima nos diz que b(z) é uma matriz invertivel, sendo: “ 7 0. a1ém disso, nos da:

@ (%) =[®(z)]".

1
oy { —
Dito de outra forma, { : ) que é a matriz do complexo

i =

D (z).

é dada pela matriz inversa de

P

(iv) Afirmagdo: * é injetora.

De fato, Vzy =x1 + Y11 e V2o = 29 + Ya? , cOom 29, 25 £ C, temos:

T - T2 —Y2 I = T2
D) =D (22) = = = = 71 = 29.
(1) =@ (z2) [m T } [yz T ] {y1=yz T

De sorte que: P é injetora.

Observacdo 4 Poderiamos ter determinado o nucleo (kernel) do homomofismo @' a saber:

I

Ker (d) = {zu —xg+ Yot € T (z) = [ Fo Yo ] = [ g

Yo Iy

= o

ﬂ:nzﬂ e -
= {yuzﬂ 4,,3—{}4"]?-.

Portanto,

Ker (@) ={2p=0+0:} = @ & injetora.

|
= A -1 L N . . . S
64: Seja f2) = 2" 402"+ @12+, polinémio com coeficiente @n = 1.

.
Mostre que para 2| suficiente grande, temos:

i f’l |7
7 ()~ < 21l

Prova:

Basta escolher

. A
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> = i) ]
12 = 2n = | "’_|. < —
] 2" T 2n
onde:0 =7 =n—1
Senao, vejamos
[ .
a1l o~ 1
|,;|“_]- — In
5 =
|ﬂ"r1.—l| - L
\ |=| = on .
= 11 1
o] \  daal o ylenal o © 4 C o,y 1
{ =" R T :2n+2n+ +?n_2
Agora,
a a Qyp—
|f|:2}—7n| — |a|:n.—1"|z“_1+ —|—a1z+&n|=|z|ﬂ'. _::-: Tnl_l +_+ ﬂzl
n a a Ly —
< e |l el ]
CE |z
I(I, T 1.:9\2:!3 }
- z " — — "o — = — z’
- 2n  2n 2n 2
\
De sorte que:
Z)—z27| < = |z
£(z) = 2" < 5 12l
H
65. ( Olimpiada Brasileira de Matematica Universitaria )
Seja flz)=(z+1)" +2™ +1 com m inteiro positivo. Para que valores de m; se tem: /(@) é
— (2 2
divisivel por g(z)= {I TIT ]} ?
Solugao

_ =1, 3,
=3 T

Basta observar que “ b éraiz dupla de g (x), temos que & também é raiz dupla de f (x) :

Assim, temos que:

. A
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fla)=0 (1+‘I—Pi)m+(__1_|_v“_ﬁﬁ')m=_1
{fj';}:ﬂ - li—ﬁ'z " ;+;1‘ "o 1)
(2 2) (2 3 )

Dito de outro modo, temos:

cos (55) + cos (25%) + (sin (5) + sin (25%) §) — 1
cos (Em;”ﬂ) + cos (ﬂmgur - (sin (—[m;”ﬂ) + sin (zimgqu) i) = 0.

g — &;:E

Consequentemente, fazendo 3 obtemos:

[ cosa +cos2a = —1

sina+sm2a=0
{ cos -——-—("’;1)’7 + cos (——2["’;“”) =0 (3)
- —1)m . 2m—
sin Lm—sl—)—— + sin (M) =
\ <

Agora, da (1%) equacgdo do sistema (3) ; resulta que:

2
2cos"a+cosa = 0.

Logo,

-1
cosa =0 ou cosa = 5

e, por conseguinte, vem:

a:g+kﬂoua:ﬂ:%+?kﬁrkez= (4)
isto &,
n;ﬂ:%—i—k?rnu n;ﬂ:ﬂzzg—ﬂ—kﬁk?f,kez- ()
Portanto,
mZSEEk oum==24+6k kcZ (6)

.
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Dai, substituindo estes valores de m nas demais equacdes do sistema (3) ; vé-se que o Unico valor de

m que as verifica é:

m = —2 + 6k.
|

66: Um nimero Gaussiano é um nimero complexo cuja parte real e imagindrio é inteira. Denotamos

por
G=Zl]={m+in: mneZ}.

Mostre que: A soma e o produto de dois nimeros Gaussianos sdao Gaussianos. Ache uma condicdo
necessdria e suficiente para que um numero Gaussiano seja invertivel. Ache todos os numeros

invertiveis de G.
Sejam 1 = M1 + M1t € zy = My + Nal, V21,29 € G, entdo, facilmente, obtemos:

(21+ 20) EG e (27 -23) E G

Agora, seja® € G, @ 7= 0 ent3o, existe BeGyy que: - 5=1
Assim, a funcdo norma satisfaz
N(a)-N(B)=1=N(a-8)=N(1)=1,

AT — =+ AT — y — :
N(a)eZ N {ﬂ} =1 Escolha & $+w:temos:

e portanto, ‘segue-se que:

$2+y2:1:|

Cujas solucdes em 2 % Z sao (£1,0) e (0,£1).

Portanto,

ae{-11, -1}

n
(A) Aqui estamos caracterizando funcdo norma por:
N : C—R"
a+ bi —+ N (a+bi) = |a+ bi|* = a? + b2

. A
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(B) Em dalgebra abstrata G:Z[;‘]é chamado anel dos inteiros Gaussianos. ( Veja Colegdo

Matemdtica Universitaria: Curso de Algebra IMPA: Abramo Hefez )

67: Escreva a equagdo do disco unitario D(1) no plano pelos nimeros complexos, em seguida, calcule

0
max {|z* +1|:z€ D(1)}.

Basta notar que:

A
NI

D()={z=z+yi:zyeR|z|=1}={z=a+yi:zycR 2> +° =1},

Alem disso, 22 +1=(z+yi)’ +1 =22 + 2zyi —y2 + 1 = 222 + 2ayi

122 41| = \/(222)° + (22p)° = /(222)° + 422(1 — 2?) = 2 Ja.

Portanto.
max|z2—l—'l| _ min|zz—|—1|)__
{( 2 €D (1) )‘2 E( cep(1) )= 70

68: (Matrizes)

A B CelM, R o — .
Sejam ( }, tais que: BelSelCecA Prove que:

(i) M,(R)=S+A (i1) SNA

Notagdes: M,(R)=58A M, (R)=5+AeSNA= {l]}

dizemos que M. (I) é soma diretaSe A:

. A
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M (R) -Espaco das matrizes de ordem n com entradas reais.
S: Subespaco das matrizes simétricas.
A: Subespaco das matrizes anti-simétricas.

t . . s — . N P
Note que: B*=B (matriz  simétrica ) e ¢ =-C ( matriz anti-simétrica ).

BecE:BP=Be(CcA:Ct=—-C.

Observe que:

e e o
At =(B+C)f At = Bt + ¢t
( A+ At=(B+BY)+(C+C) A+A*=9B
— 4 e S e
| A-A'=(B-B)+(C-C) A—At=2C
f ."'1.-5.4.1: :B
— 9 e _ Assim, VA € M, (), tem-se:
A-—AF -
. 2 —
A_A—F:ilf_'_f—l—ﬂf
T2 2
Logo, - M. (R) =5 +A.
Seja I € SNA entdo, temos: [ €5 e K € A
Keb K=K
Ora, e = e — K =—-K —K=10
KeA R =K
L B —
Portanto, dﬂ&_{u}'
H
M, (R).

Afirmacdo 1: S é um subespaco de

De fato, A € . VB1. B2 € 5, tem-se:.
(Bi + AB»)" = Bj + AB; = (B1 + ABp) € 5.

Logo, S. é um subespaco.

. 2




Problemas A Nivel Do Mestrado Profissional Em Matematica

Procedendo de forma analoga, obtemos:
Afirmacgao 2: Agum subespaco de ML, (R}.
(ii) De fato,Ji ER. V(.G € S, tem-se:
(C1 + AC,) = Ct +ACL = —(C1 + AC,) € A

De sorte que: A é um subespaco.

69: (Matrizes)

J

Seja ¥™, a matriz ™ X 7 tal que todas as entradas s3o 1: Mostre que se 7' = 1, entdo, temos:

{E - Ju]_l — E_ﬁ;ﬂ-n

2 _ _ 2 _
Prova: Com efeito, 9n = dn, In =Jn e I =1

Basta mostrar que:

(I-71,)- (ﬂ—nljjn.) =1

Defato,
1 2 1 2 1
(I-J,) - [ I-———1Jn. = I'+—7J, — ——=1J, — J.I
n—1 n—1 n—1
1
n—1 n—1
= I+ ] nJ ( ! +1)J
o n—1 n—1 "
= H+—J,— —J,=I
n— 1 n—1
Portanto,

. A
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70: (Matrizes)
Sejam A Be Ml“{R} Se A+BeA forem invertiveis, entdo, mostre que
(A+B) '=a"'(I,+BA™)T

Prova:
(4)

AT (L, +BA™Y) T = [(L,+BA7Y) A]

—1
- [][ng + m{ﬁf%}] -
= (A+B)"!

A€M, (R)

71: O trago da matriz é definido por:

T
E a;; =011 + G + ... F0pp-

i=1
Prove que:
(2) tr (A £ AB) =trA £ AtrB, (u2) tr A* =tr A (222) tr (AB) = tr (BA), com
AER.

st ety am
(B) Sugestao: Mostre por inducdo finita sobre n que: (A7) = (A7) = A"

(iii) Basta observar que:
n ki ki

tr(AB) = Z Z AinBa: = Z iBm'Am = tr (BA).

i=1 a=1 a=]1 i=1

72: (Normas equivalentes em espagos de dimensao finita)

. A
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u=(zy) ER?

Seja , mostre que:

V2

- lull, = lull =

2

ull,

ou seja, a norma euclidiana é equivalente a norma da soma.

Observagao: Algumas normas:

S R
[uf = /=% +y ( norma euclidiana ),

lull, = |2 + ¥ (norma dasoma)e

[/ oo = max{]|x], |u[} ( norma do maximo ).

Prova:
A priori,
lull = V22 +3? = Jlu]l < Va2 + /42 = |a| + |y| = |lull, = [lull < |u].,.
Dai, vem:
ell = Ml - (1)
Além disso,

(121 = 91)? = 0 = [ + ly|? = 2Jal [y = 2 (Iel* + []*) = (| + o))’

; / 2 2
= ||ull, = ||+ |y = V2y/Iz|” + lv]" = V2]Ju]l-

Donde, obtemos:

= [l

1
7 lulfl, = (2)

Agora, combinando os resultados (1) e (2), segue-se que:

V2

- lull, = [lull =

2

ull, .
|
73: Esboce os grafico de = (v e R |lul| =1} B={u e R |jull, =1} eC={ucR?|ul,=1},

onde: ¥ = (z,¥)
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Graficos usando o Winplot

xx+yy=1
abs (x) +abs (y)=1
max{abs (x) ,abs(y) }=1

74: (Normas equivalentes em espagos de dimensao finita) Dé um contra-exemplo para mostrar que

as normas da soma e do maximo ndo satisfazem a identidade do paralelogramo.
2 2 2 2
Ju+ vl + flu = of* = 2 (Jlul® + lo]I°)

Basta tomar €1 = (1.0) e e2 = (0,1) .Sen3o, vejamos:

lex]l, = [I(L.0)[|, = 1 e flezfl, = [[(0, )|, = 1
ler +ez2f[, = (L), = 2. [ler —eof, = I(1. =1)]l, = 2.

Procedendo de form andloga, obtemos:
leillo =1, leallo = 1. ller +eafl, =max {|1],[1[} =1e

lex — ezllog = max {[1], |-1]} =1.
|

Az = ||z|

72: Seja AeM, (R}, tal que: A é ortogonal. Entdo, prove que: | , para qualquer

z € B conclua dai que: (Az,Ay) = (z,y) A ¢ ortogonal, isto &, AA" = A'A =1
Considere a base canénica @ de 1"

“Assim, temos:

0,...,0)+ ... +z,(0,0,_...0.1).
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Desta forma, a matriz de coordenadas do vetor u na base candnica é dada por:

iy |
La ; Lo
— — LI T —
[u], = : ER™ . zle= (a1 22 - Tn ), :
Tn nal Tn nxl

Dai, vem:
|Az|® = (Az)’ (Ax) = zt(AtA)z = 2tz = ||z|”.
Logo,
[Az|| = [|=] -
|
Decorre do delineado acima que:
2 2
[z =" = llz—yl
2 P . 2 2 ' 5 2
|Az]]” — 2 (Az, Ay) + [Ay]]” = |lz]” =2 (=, y) + [l¥]]"-
De sorte que:
(Az, Ay) = (z,y)
|

3 ASPECTOS HISTORICOS (WIKIPEDIA).

FracGes simples foram usadas pelos egipcios por volta de 1000 a.C.; o védico "Shulba Sutras" ("As
regras dos acordes") em, cerca de 600 a.C., incluiu o que pode ter sido o primeiro "uso" de nimeros

irracionais. O conceito de irracionalidade foi implicitamente aceito pelos primeiros matematicos

indianos desde Manava (750 - 690 a.C.), que sabiam que certos nimeros como ‘-@ e V61 n3o

podiam ser exatamente determinadas. Por volta de 500 a.C., os matematicos gregos liderados por

Pitagoras perceberam a necessidade de numeros irracionais, em particular a irracionalidade da 1’@

(raiz quadrada de 2.)

. A
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A |dade Média trouxe a aceitacao de numeros zero e dos nimeros negativos, inteiros e fracionarios,
primeiro pelos matematicos indianos e chineses e depois pelos matematicos arabes, que também
foram os primeiros a tratar nimeros ir- racionais como objetos algébricos, o que foi possivel gracas ao
desenvolvimento de algebra. Os matematicos drabes fundiram os conceitos de "numero" e
"magnitude" em uma ideia mais geral de nimeros reais. O matematico egipcio Abu Kamil (850-930
a.C.) foi o primeiro a aceitar niUmeros irracionais como solucées para equac¢des quadraticas ou como
coeficientes em uma equacdo, geralmente na forma de raizes quadradas, raizes cubicas e raizes

quartas.

No século XV I, Simon Stevin criou a base da notacdao decimal moderna e insistiu que ndo havia
diferenca entre nimeros racionais e irracionais a esse respeito. No século XV Il, Descartes introduziu

o termo "real" para descrever as raizes de um polindmio, distinguindo-as das "imagindrias".

Nos séculos XV Il e XIX, houve muito trabalho sobre nimeros irracionais e transcendentes. Johann
Heinrich Lambert (1761) deu a primeira prova falha de que _ ndo pode ser um nimero racional;
Adrien-Marie Legendre (1794) completou a demonstracao e mostrou que 7 n3o é a raiz quadrada de
um numero racional. Paolo Ru¢ ni (1799) e Niels Henrik Abel (1842) construiram provas do teorema
de Abel-Ruffini: que afirma que as equac¢des gerais de grau cinco ou superior ndo podem ser resolvidas
por uma férmula geral que envolve apenas operacdes aritméticas e raizes. Evariste Galois (1832)
desenvolveu técnicas para determinar se uma determinada equacao poderia ser resolvida por radicais,
0 que deu origem ao campo da teoria de Galois. Joseph Liouville (1840) mostrou que nem "e" nem
"e2" podem ser a raiz de uma equacdo quadratica inteira e, entdo, estabeleceram a existéncia de
numeros transcendentes; Georg Cantor (1873) estendeu e simplificou bastante. Charles Hermite
(1873) provou que e é transcendente e Ferdinand von Lindemann (1882) mostrou que T é

transcendente. A prova de Lindemann foi muito simpli.cada por Weierstrass (1885), sendo ainda mais

por David Hilbert (1893) até que, finalmente, foi tornada elementar por Adolf Hurwitz e Paul Gordan.

O desenvolvimento do cdlculo no século XV Il usou todo o conjunto de nimeros reais sem defini-los
de maneira clara. A primeira definicdo rigorosa foi publicada por Georg Cantor em 1871. Em 1874, ele
mostrou que o conjunto de todos os numeros reais é ndo enumeravel, mas o conjunto de todos os
numeros algébricos é enumeravel. Ao contrario das crengas amplamente difundidas, seu primeiro

método nao foi seu famoso argumento diagonal, publicado em 1891.
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4 ESTRUTURA, ORDEM E COMPLETEZA DE R

Adigio: T - RxR—-R | Multiplicagdo: " - E x E — It

(z.y) — z+y (z,y) — -y
Axiomas
1. Associatividade: (1) z+ (y+2z)=(zx+y)+2z e (i) z(y.z)=(zy)2
2. Comutatividade: (1) z+y=y+z e (11) zy=yzx
3. Elemento Neutro: (1) zx+0=x e (1) z1==x
4. Elemento Inverso: (i) 4+ (—z)=0 e (i) zax '=1 comz #0

5. Distributividade: z (y+z2) =z.y +x.2

4.1 ALGUMAS CONSEQUENCIAS DO CORPO R
1) Ve,y, 2z, e R:(a)e+y=y+2z2—=x=2 (B)ry=yzcomy#0—
o=z
1) VeeR: (a)z0=0 (b) Vz,y e R: (—x).(—y) = xy.
m) Vo,yeR:zy=0=—=ax=00uy=0.
1v) As equacoes

a+x=b e ax=00,

. a=0 . ..
esta ultima com a 7 tem solugdo Unica.

Prova:

4.2 AXIOMA DE ORDEM

. . + . .
Existe em & um subconjunto E™ com as seguintes propriedades:

(2) Yo,y € BT, tem-se: (zx+y)eER T e (zy) cRT,
(ii) Dado * € R. Entdo, tem-se: & € RTouz=0o0u—zcRT ( tricotomia)

+ _ T - _ ) +
onde: R _{zc]R_ z”D}ER _{:EER' —zeR } sdo respectivamente, os

conjuntos dos numeros reais positivos e negativos.

. A
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Observacgao:

R=RTU{0JUR".

430RDEM: T <Y< (y—z) ERT

Propriedades
(i) Transitiva:
r<yey<z—zx<z
(i) Monotonicidade:
(a)x <yeparatodo z e R —=ax+2z<y+=z

(blz<yez>0=x2z < y.z
(c)z<yez<0—=z2z>yz

Prova:

2 - ot
Exercicio: "¢ €. 2 #F Otemse: ¥ © R (prove!) :

Observacao:
1. (C.+.) € um corpo ndo ordenado. De fato, i? = —1;

Lo, +.-) ~ . 7.7 —0
2. (Za. +. ) é um corpo n3o ordenado, visto que: 1 +1=10.

5 SUPREMO E INFIMO

5.1 SUPREMO

1. Seja ¢ # X C R pizemos gue X é "limitado superiormente", quando:

| % < | Y &
Existe *u“-]Rtalque:z—"w‘ TEX.

Uma tal constante M é denominada "cota superior de X" e a menor delas é o "supremo de X",

representado por: sup X.
Seja & = sup X

1 < ‘o = , .
(1)z<a VreX (¢ é uma cota superior de X))

. 2
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(i2) Se 8 < @ entgo, existe T € X, tal quer § < z.
Observagao:
(A) A condicado (ii) é equivalente a:
Ve>0 doeecX: x >supX — g <z >a—-¢.
(B) O maximo de um conjunto X é por definicdo, um elemento tal que:

X

im

T < Iy, VT

Para efeito de ilustacdo, vejamos um exemplo de supremo, considere:

() xz <1, VexeX

o " _ - 2—x . .
ii)DadOG}n’Onlﬁmerol £ =3 e —supX =1.

5.2 INFIMO
2. Seja pFXCR Dizemos que X é "limitado inferiormente", quando:
Existe M €E R, tal que: m < z, Vo € X.

Uma tal constante m é denominada "cota inferior de X" e a maior delas é o "infimo de X", denotado
por: inf X

se & =1fX antz0, temos:

(i) B<zxz. VzeX (,5,

€ uma cota inferior de X))

v < 3

(ii) Se 7 = Z-entdo, existe T < X, tal que: v <=z

Observacgdo:

A condicdo (ii) é equivalente a dizer:
Ye=>0 dreX: z<sinfX+s+—=r< B+=
3. X é limitado quando for inferiormente e superiormente, isto é, existem m; MecR , tal que:

m=zx <M, Vx €

. A
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Exercicio

—3JC>0,CeR: |z|<C,VzeX.

im

X é limitado
2Axioma da Completeza ( Postulado de Richard Dedekind )

Todo subconjunto ¥ FXCR, limitado superiormente tem supremo.

Teorema:

() N nao é limitado superiormente;

(12) inf {L, n e N} =0;

7

(iii) Dados ¥+ ¥ € BT oxiste € N, g que: * =~ V-

( A condig3o (iii) caracteriza R como um corpo arquimediano3? ).

Prova:
(i)Seja @ =suPMN. a2 n "n EN gisg o > n+1, Y1 € Nopasorte que: @ — 12 n. ¥ne .

1

Contradigdo! Pois, © — ' é uma cota superior para N menor do que &.

0<

. 1 Ao =
(i) Eclaroque: 0 = 7. "R €N

e, portanto, ™ = 0 ¢ uma cota inferior para X ={1.n € N}. Além

1
"donde, vem: @ é cota superior para

B =

>a,VneM Zn,VneN

3=

disso, suponha que " isto é,

N, por conseguinte, temos: N é limitado superiormente.

0= 3 <8 4oe inf X=0.

3=

Logo, N tem supremo em R. Absurdo! e, portanto,

(iii) Como N n3o é limitado superiormente, existe € Notal que:

Y
n>——nt >y
H A

4 Qé"denso" em R, isto &, dados x;y € F com ¥ = ¥ existe T € @r, talque; £ =T < U

Prova:

. A
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Seja * € M, tal que:

Seja ™M € Z. tal que:
m—1< nx < m. (2)

nr < m—T <

Agora, decorre de (2) que % Além disso, de (1) e (2), temos:

m
mnr+l<ny—— <y
n

e, portanto,

< —<uy.
|

ryeR

5. ]RFU é "denso" em R, ou seja, dados com & = ¥ existe z irracional, tal que:

T < z<Uy.

Prova:

¥

o=
Basta usar o resultado do item anterior, destacando os nimeros reais v2 e V27 obtendo um niimero

racional 7 7 0- tal que:

T
— =T

LY
Vit Ve

~ -— , . . . T < Z < Y.
Entdo, < -— T%/Ee irracional satisfazendo ¥

6 LOGICA DA DEMONSTRAGCAO POR REDUCAO A UM ABSURDO:

( Esta abordagem se deve ao matematico Daniel Cordeiro de Morais Filho -UFCG, no texto Um

Convite a Matematica SBM, 2012).

. A
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"...Como o valor légico de uma sentenca do tipo” QAQN e F, &g ver que:
H=T<(HAT) =(QANQ)

para uma sentenca Q qualquer. FerQ): chama-se absurdo ou contradi¢do] Antes de
comecgarmos a demonstragdo de que V2 é irracional, vamos discorrer um pouco sobre a importancia

histérica deste fato. E provéavel e indicios histéricos de que V2 foi o primeiro nimero irracional

descoberto.

Mas acredita-se também que possa ter sido ‘--/E ([Boyer, 1974] p. 54). J4 na Antiga Grécia, a descoberta

da irracionalidade de 1It/zgerou a primeira grande crise da Matematica. Diante do que entendemos
hoje por numeros, os pitagéricos, devotos de um misticismo numérico, acreditavam que todos eles

eram racionais.

Na Grécia daquele tempo, os nimeros eram considerados como comprimentos de segmentos de reta;
eles entendiam que dois segmentos quaisquer eram sempre mensuraveis, isto &, existia sempre um

terceiro segmento, do qual esses dois eram multiplos inteiros. Mas parece que a Matematica, pregou-

Ihes uma peca: \/Izé um numero que aparece naturalmente ao se usar o Teorema de Pitdgoras, por

ser a diagonal de um quadrado de lado medindo 1, e ndo é niumero racional!

Diz a lenda que foi um pitagdrico quem descobriu a irracionalidade de V2 (ou seja, que a diagonal e
o lado de um quadrado nunca sdo mensuraveis) e que seus companheiros o afogaram para nao
divulgar esse fato que punha por terra toda crenca pitagdrica. Outra histdéria, menos tragica, reza que
foi o pitagorico Hipa sus de Metaponto quem descobriu a irracionalidade de sze gue os pitagoricos
o teriam expulso da seita. Mas qualquer que tenha sido o fato real que ocorreu, os pitagdricos ndo

conseguiram manter essa descoberta em segredo.

V2¢Q

Theorem 5

Demonstracdo: Suponha por contradicdo que, \/E € Q. Logo, existem existem p.q € Z, tais que:

De £ =4/2
qj 7 .9 f Podemos considerar, sem perda de generalidade, que p e q sejam primos entre

si, ou seja, que ndo possuam divisores comuns além da unidade. D4 ultima igualdade, temos:
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2
2, =2 2
p

; 2 — 942 . . s . s D
e, dai, vem: P~ = 29"~ Como 2 divide o lado direito da dltima igualdade, ele divide
garantindo que este Ultimo numero é divisivel por 2. Por conseguinte, vem: p é divisivel por 2

(verifigue este fato!). O absurdo tem seu valor! (As demonstracdes por reducdo a um absurdo)

portanto, da forma p = 2k, para algum numero k inteiro. Substituindo p por 2k e fazendo a devida

. e s 2 _ 2 . L . .
simplificagdo, encontramos 2k =g . Aplicando o raciocinio anterior para essa nova igualdade, se

conclui que g é divisivel por 2:
Mas isso contradiz o fato de p e g serem primos entre si. Portanto, ﬁ ndo pode ser escrito na forma

P .
acom P €4 7 0. Assim, nossa suposicao inicial de que ﬁ €Q é falsa, ou seja. Vﬁ ¢ Iﬂ:}'( Esta
abordagem se deve ao matemadtico Daniel Cordeiro de Morais Filho -UFCG, no texto Um Convite a

Matematica SBM, 2012)

6.0.1 OUTRA DEMONSTRAGAO DA IRRACIONALIDADE DE V2

6.0.2 USANDO O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

A seguir, daremos um roteiro de outra demonstracao da irracionalidade de V2 bem mais curta

(i) Do Teorema fundamental da Aritmética, deduza que, se n for um numero inteiro, entao os fatores
de 2 que aparecem na decomposi¢cdo de n2 é em numero par de vezes. (Em verdade, o resultado e

valido trocando-se 2 por um nimero primo qualquer!)
(ii)) Do item anterior, prove que, para p e g inteiros, ndo pode ocorrer uma igualdade do tipo
(ii) Agora dé uma nova demonstracdo da irracionalidade de V2.

Nesta demonstracdo, ndo é preciso supor que "p e q sejam primos entre si.

6.0.3 PAUSA PARA UMA PEQUENA ANALISE DO TEOREMA 1:
Analisando atentamente, perceba que no teorema anterior apenas provamos que V2 n3o é um
numero racional. Nossa demonstracdo n3o garante que V2 existe, ou seja, que exista um ndmero x tal

2 _ 2 _ o o , . .
que =~ = 2. provamos apenas que, se L = 2, entdio x n3o é um nUmero racional. Nada foi

comentado sobre a existéncia de um nuimero x que satisfizesse a equacao x? =

. A
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( A prova passa pelo o assim chamado corte de Dedekind : conjuntos limitados superiormente e

inferiormente que ndo nem o supremo e nem o infimo que vive nos racionais)."
H

(Doutor em Matematica na UNICAMP/Campinas-SP-Brasil, 1994;Pés-Doutor em Matematica na
Rutgers University/New Jersey USA, 1998 Areas de Interesse/Linhas de Pesquisa: Equacdes

Diferenciais Parciais Elipticas)

flz) =anz™ +---+a1x + ao

75: Seja um polindbmio com coeficientes inteiros.

5 Zemde (p.g)=1
(i) Se um numero racional ¢ p.gqeZemde. (p,q)

B
(p e g primos entre si ) é tal que: s (q) , prove que:

P/ ao € g ar p divide ao e g divide an).

(ii) Conclua dai que @&n = 1, as raizes reais de f sdo inteiras ou irracionais. Em particular, examinando

(g = . . . ~ . , . .. . ~ n
© a 0 conclua que, se um numero inteiro a >0 Nnao possui h-esima raiz inteira, entao, ‘\‘/E

é irracional.

=2+ 72

iii) Use o resultado geral para provar que é irracional.

Prova:

(i) Com efeito, flr)=1 (%) = G, entdo temos:

n n—1
a, (E) +a,—1q (E) + aq (E) +ag = 0,
] q q

ou ainda,
a.?Lpﬂ — aﬂ_lq?]ﬂ,—.l . — aipqﬂ,—l _ ﬂ.ﬂqn {-l}
ou
agq" = —anp" —---—a1pg” L. (2)

Agora, observe que:

. A
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q divide 0 2°membro de (1) : Logo, q divide a, ou q divide p: Como -d-C. (P, g) = 1. segue-se que:
E;’/a’-’?ﬁAnangamente, mostra-se que: P/ G-

(p divide ao : p/ag. = 3k € L:ay = kp). u

_ 7l 7
76: £ = V/? ‘“/E+ V/? + ‘*’/E é racional ou irracional? justifique.
Solugao:

Se:r:{/?—x/——l— {/?—I—ﬁ entao, temos:

2 =2-5+2+5+3{/( ZVTH\/T (245 2_
=4+37/-1(2- )+3{f 1(2+/5)

_—3( 2~ Vo+ V2+V5) +4.

Donde, vem:

2 +3x—4=0.

Dai, as possiveis raizes racionais, se existirem, sdo: =1,+2, =4

A luz do algoritmo de Briott-Ruffini, temos: & = 1¢ raiz. Assim, a equacdo toma a forma:

(z—1).(z"+z+4)=0.

r=1

Portanto, é 0 Unico racional admissivel.

Ou ainda,

V2-va+i2+va=1
n

’ . - = . . ~
77: Se um numero real "a" é tal que: 0=a< €, para qualquer nimero positivo €, entdo,

— _ - 'l,l_.- . . "
a=05ea—e<b Ve>0, 502 =0
Prova:
. D<a<ce€ €= 5 , D<a<2
Cm efeito, = — ‘para a=>0 , tome 2 logo teriamos = — 2

Absurdo! Portanto, & = 0.

. A
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Sea_'E = 'b: Ve = D,enté(), a< b+e Ve =0
Suponha @ = b.entso, a—b > 0= (a —b) € BT Tomemos € = a—Db. Entso, tem-se:

a<bt+te=bt+ta—b=a— a < a.

Contradigado!

<
De sorte que: & = 0- .

. - , e e s I .
78:Seja £~ 0 um ndmero real dado. Construa uma familia infinita {[”} de intervalos abertos com

as seguintes propriedades:

(i) Cada intervalo L. contém o natural n;

(ii) A soma dos comprimentos de todos os intervalos da familia é = €

1

£

4
. . . . E T [] . 1A . ]In_ ey

Seja o natural n do item (i) e seja € =~ Y. Construamos a seguinte familia de intervalos ~™, admitindo

P -}

0= i

—(n— = £ =
L=(n-% n+3) cujo comprimento é 2

L=(n—%,n+%) . . ,
; cujo comprimento é

]

|

- . £
p— — = = . . , Ao
]IE (” 187 n-+ 16) Ccujo Comprlmento e 2

=(n—z7, n+=2) . . L —.
L. { an e r ) cujo comprimento é 2m—1

Agora, a soma dos comprimentos é descrito por :

. A
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€ € € € .
§+2—2+2—3+...+2ﬂ_] = €

Observagao 6 Poderiamos ter tomado qualquer

Vale ressaltar que: este tipo de argumento é fundamental para se provar o seguinte resultado Todo

 ECR

subconjunto enumerave tem medida de Lebesgue zero. ( Veja questao 94)

79: Determine para que valores de "a" a equacao

1+ sin? (az) = coszx.
admite alguma solucdo ndo-nula.
Solugao

a1 2 -2 _ -2
Com efeito, = (az) = G-‘entéo, temos : SN~ (az) = 0 ou sin” (az) > 0.

-2 :
Afirmagdo: N3o ocorre #111 (azx) > 0.

sin® (ax) > 0

De fato, se , entdo, €02 > 1. Apsurdol!
) ain(ax) =10 ar = nqm
. sin’ (ax) =0 (az) _ 1
Aszsim, — e — € . desde que:
cosx = 1
cosx =1 T = 2n.7

ni,ne €Zeny F0 ( pois, buscamos solugbes ndo-nulas ).

Consequentemente, obtemos:

T
ar =mT = a(2nam) =T — a= —,
Mo
e, portanto, a é um numero racional.
L
Observagao: No corpo ordenado completo R para todo XeR ‘temos: X =0
neEMex) xa, . .. .T,€ Y. Y2, ..

-+ ¥n 30 nimeros reais, entao, prove que:

. A

80:. Sejam
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(Z1Y1 + Tay2 + Tnvn)” < (@i + 23+ +22) - (B +v3+ ... +v])

( Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

Prova: Ponha f (i) = z (z; — ty:,-]z__ entdo, temos:

flt) = Zz —th:c y_,—I—t?Zy

i=1 j=1

= At* —2Bt+C =0,

onde: 4 = ZygB Zzy_,e(? ZI

i=l1 i=1

f(t)=At? —2Bt 4+ C > 0= B? < AC.

Portanto,

e s
- 2 2
Sa | = (X4 (2
i=1 i=1
H

81: Um conjunto G de nimeros reais é chama-se grupo aditivo quando 0eGe GCR um grupo

G—F

aditivo de numeros reais .| indiquemos com o conjunto dos numeros reais positivos pertencentes

— -+ +
a G. Excetuando o caso trivial G= {I]} G € ndo-vazio. Suponhamos pois G # {D} Prove que:

entdo, G é denso em R
. =+ —_
iy se INFGT =a > 0.gnezo @ € GTeG={0+a 2a,. .}

Prova:

(i) Suponhamos por absurdo que G nao seja denso em R. Entdo, G 7‘4‘ R, pois, G CR, donde, existe
zr € R tal que: ¥ ¢G Observamos que: nfGT =0= [+ (—z)] €C pois (G, _Hé um grupo

r e G, . . = i @:R G CE,

aditivo, entdo por conseguinte, vem: & = ItI;'-Contradlgao! Logo, e como

segue-se que G é denso em R.

. A
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(i) Suponha por absurdo que @ £ G pelo item anterior G =R, entio, @ € G comoGT C G C R
segue-se que; @ ¢GTNGNCG. Dai, obtemos: @ & (G.+)e0&€G. ponde, vem:

0=[a+(-a) €EC—=acG. Contradicdo! e, portanto, @ £ GT C G.

Agora, note que:

O=la+(— a}]EG—#ﬂEG
—a={-a+[a+(-a)]} EG= —a €G,
+2a={-2a+[a+ (—a)]} €G= £2a € G.

Dai, continuando com o processo, obtemos:

G ={0,+a, +2a,. ..}

. 2 . A
82: Qualquer que seja a norma adotada em ®° mostre que: a circunferéncia

sl = [z e R ||z|| =1}

€ um conjunto infinito. Generalize para R".

Prova: Fagamos no caso geral: Qualquer que seja a norma em Rn a esfera unitaria
={z e R™ |z =1}

€ um conjunto infinito.

] en—1
Existe €1 € R™ com @1 7 0 e [z # L entso, Tl S

x2 oin—1
z e Rr T2 FEOe ||z #1 Y

Seja , entdo,

Dai, continuando com o processo, vem:

Tn_ £ Su—'l_

z, €R” com Fn #F0e |lz,| #1. -entdo, ==l

Tn+l € R™ Tpn+1 # De ||$n—|—l ” # 1

Tome agora com

. A

, entdo,
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Lrn+1 ~ mmn—1
T L
121l
onde: Tn+1 Fhiz;, 2=1,2, . . n
. . . e — 1 . .
Isso nos diz que E™ ¢ um conjunto infinito e, portanto 5™~ também o é Devo ressaltar que:

dimE"®* =n . . o ~
se a esfera estiver em espaco de dimensdo infinita ndo é compacta ( fechada e
limitada).

( Faca os casos particulares ™t = 2,3)

83: Prove que:

Prova:

D(z) = e

Considere ¥ 2 [0,2] — & yma funcdo definida por: entdo, temos:

P (z) = e *(2zx—1)
1
() = U:‘;I:EE({}__E}
( ponto critico ).
- @ (1) = 1
DO)=1d(2) =e v (3) =+

2
Agora, ( maximo absoluto) e (minimo absoluto ), por

conseguinte, obtemos:

< d(x)= e ~*dz < 2%

f_/E_

Dai, integrando e aplicando o teorema fundamental do calculo, vem:

2
2 2
{,‘_r"E < /em ~Tdr < 2.

0

. A
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84: Sejam @- b,c € (0, 1}, Prove ou dé um contra-exemplo:

Vabe++/(1—a)(1=0b)(1—¢) < 1.

Prova: Basta notar que:

mgﬁg‘*f (1)

e, analogamente, tem-se:

Vi—a(-0(-9<Vi-aa-5< =900

Agora, de (1) e (2), segue-se que:

Vabe+ /(1 —a)(1=0)(1—¢c) < 1.

85: Dados % beRep= 1ent:?lo, prove que: entao, prove que:

o + 8" < 27 (|a|” + [5]7) .
Prova:

Com efeito,
la+b| < |a| + [b] < 2max{|al,|d|}.
Por conseguinte, temos:
a+ b < (a| + [o])” < 2”(max {Ja] ,[5[})? < 2 (Jal” + b]").
Logo,

la+ 8" < 27 (|a|” + []") .

86: (A) Use translacdo de eixos para esbogar o grafico da fungao f, dada por:

f(z) =|1—2ig x|

. A
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(B) : Sejam * 1+ 72 "™ ndmeros reais positivos prove que:
n ~ Tt Tt ...,
>~ Vﬂzl-xi---xu‘i‘ -
mi_|_L_|_____|_L n
1 e

n

& - =
Sugestdo: Use o fato de que: e*zl+z. 220 ( Prova trivial )

Prova: Basta observar que:

F_oq . Xy
e 4 ! i’ _jr
A
- A — TlT®Es+... 4=
com J =1.2,....n EA_—l—a—uﬂ
Vejamos
(2%
eF1 > T = =3 z
—a{(ea_l).(ea_I) E_.qu"_l;”%%l
(el >
(2
l‘-.1.':|+.'r3+ +@y o
: E A b 3 "-} m:.s;g;..mn )
Logo,

A= Yrixe .z

A primeira desigualdade é imediata, de fato:

1 1 1
“f“ T 1 _(m—l+;+---+a)
Vare, z, = n '
Logo,
n =<
= T1.%a...T,.
=+t o

De sorte que:

L

. A
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n - T — Ty txt+ ...t T,
R iy ] . .. .
EL-FL—F. +L_V12 n n
1 2 n
|
87: Sejam T1:%2: - Tn numeros reais positivos, entdo, prove que:
1 1 1 2
(w1 +ax2+ .. Fan)- | —F+—+... + >n°.
| Ia Tn
Prova: A luz dadas desigualdades entre as médias geométricas e aritméticas, temos:
M +I2+...+T
“$1.$2._.:1:ﬂ,£.{ ! 2 ﬂ} “]‘
mn
e de forma andloga, vem:
1 1 1
T (ml +L 4+ +E)
11‘].“' R : (2)
T $2 Tn n
Agora, multiplicando membro a membro (1) e (2) e destacando que
1 1 ,
vr.x . — =1,
e V Tz z,
obtemos:
5 1 1 1
n"Z(z1t+T2+. A+ ) |+ —
T1 T T
n

1 /3 —4

88:Se ¥ T Zini0° ~ =e=10°, entdo, verifique se: ¥ —
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_ 1 V3 _ cos10°—+/3sin10°
Y T Sni0°  cosio® I sin 20
(% cos 10° — “”Tﬁ sin ll]")
= 4 _
sin 20°
_(cos60°cos10° —5in60°5in10°)
B sin 20° =
cos(60° + 107)
= 4 =4
sin 20° '
visto que: cos(70°) = sin (20°) .
[
— = o o o B I
39:5e ¥ = 51N 10% cos 20° cos 40 entdo, mostre que: ¥ = 5-

Prova: Analoga a questdo anterior. ( Faca!)

90: Sejam 41,42, - -, 8n ¢34 constantes dadas,

1
f{g;}:ms{m-|—:c}—|—§c05[az—|—:r]-l—...-l— cos (an + ),

En—l
~ L )= flxa) = 0. _ — L
Prova:
Com efeito,

cos(a] +x) =cosajcosT —sinaj sinx,

1 _1 1. :
zcos(az + ) = 5cosacosx — 5 sinassine

i,n—l_-l— cos (a, +x) = 2,—1_-; cosa, CosT — 2“—'_1— sin a,, SIn .

Entao,

1
flz) = (msm —I—§cnsa2 + ...+

Qu—l Cos &n) Cos I

: 1 : :
— (sm ) + Eﬂlﬂﬂz + ...+ s1n aﬂ) SN .

2?1,—1

Agora, fazendo

. A
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A :cnsm—!—E cosas+. ..+ cosa, e B =sin a1+§5inag—|—...+ 81N Gy,

Eﬂ-—l Qn—l
segue-se que:

flz)=Acosx — Bsinzx.

C=+vA?+ B?

Além disso, tomando-se: , obtemos:
A B
r)=C|—cosz— —sinx

Dai, existe @ € . ge modo que:

A B

cosg = — & sIng =
q c g
: cos?¢ +sin? ¢ =1 :
visto que: ¥ - Assim,
flx) =Clcosdcosz —sindsinz].
Dito de outro modo

flz)=Ccos(od+x).

Consequentemente, vem:

f(z1)=Ccos(d+21)=0 ¢+z1 =% +mm
e _— e
f(xg) ZCCOS((_:")-';-JTQ) =4 ¢)+x2 :%—*—7227"

ni,Nq € Z.

Com De sorte que:

Ty —x1 = (ns —nq)m=mm, onde m = (ny —nq) € Z,

para algum m:

91: ( Um exemplo de Corte de Dedekind )

. A
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Mostre que A={zcQ|lz=0ez* < 2}330tem supremo em Q.
Majoragoes:

. = 2 - ~ . . ~
Considere & = 0 € 2 < 2, 154 havers problemas, uma vez que: s6 queremos provar que A n3o tem

. - . 2 - o
supremo em Q. Escolha um racional T = 1, dai,vem: '™ = T'- Além disso, observe que:

(+r)=a+2zr+r <2+ 2er+r=a24+ 224+ 1)r<2—

—0<r< g;j: — (2z+1)r <2 —2?

2—x
2xz+

: . 2 :
Vreh comr<lel<r< 7= (z+71) €A

Queremos mostrar que:

De fato, {I+T}2:I2+2$?‘—|—?‘2 <22+ 2x+N)r<z?+2-22=2

2
Ou ainda, (z+7)" <2

Portanto, {a: + T]' €A

— oy - 2 .
Procedendo de forma analoga, se mostra que B= {y €Qly>0ey” > 2}néo tem infimo em

o) |

oo
92: Sejam a; b; c; d elementos de R, onde b e d sdo positivos. Prove que b+ estd compreendido entre

o
b e

[=
0 menor e o maior dos elementos a4 Generalize:

Algumas sugestGes e comentdrios saindo da forma sucinta da estética na escrita matematica:

Ndo iremos provar, o caso particular n = 2, vamos admitir como trivial, antes porém, vejamos alguma

notagdes que facilitara a escrita

Y aj=a1+ar+...+a,

i=1 , de formas andlogas, temos:

P
i=1

bytbat.. by ki )

.'?-=1 E flj

i=1 Agora, estamos munidos

Zb.r' —by+bo+.. . +b, e2iiorrtan —

de ferramentas para iniciar nossa busca de solugdo. Vale ressaltar que:
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Se houver dificuldades; ndo deixe em hipdtese alguma, de particularizar, vejamos:

E

> e

3 2
L — o altastaz _ =1
E a; = {1 + s + agz, E IEil‘_r —b1+h‘2 +b3E by tbrtby

I
_-;:1 _}:1 ij

=t  Neste caso, queremos

mostrar que:

I

a;
—

mi,_ﬂil-l-ﬁz-l-fls:: <M,

b1 + ba + bz ’

> b
i=1

o) @ aF

Onde m e M sdo respectivamente, o menor e o maior dos numeros %17 b2 7 b2 " que para facilitar a

redacdo matematica, escolhemos escrever na forma

: a1 @z ag o a1 a9 Gag
m=min4g —.,—, — e =max+4 —. —. —
b]'bg:‘bﬂ bl.bQIbG‘

b

desde que 1,b € bg sejam positivos.

(Conseguimos enunciar de forma clara paran=3), é assim que se da o processo da descoberta, mesmo

gue modesta: conjecturar, particularizar, enfraquecer hipoteses e vé se satisfaz a conclusao).

Deixemos de prosopopeia e passemos a agao

Prova:

Com efeito,
m= 3§ =M mby < a; < Mb;
m:':—fffwﬂl _— mbgiﬂ-?ﬂmlbg —
m{:%:i’.ﬂ-ﬂl mbs < az < Mbs

m(by + by + b3) < a1 + az +ag < M(by + by + b3)

. A
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3
P
a1+ as +a i=1 _
<1727 B M —m < ? <M.
by + by + by 3
> b
i=1
|
93: Mostre que
a) +as + ...+ ay
by +by+. .. +b,
a1 @z Sn
Estd compreendido entre o menor e o maior dos nimeros 17 #2777 bn” desde que: b1,b2,. .. bn
sejam todos positivos.
Prova:
A generalizacdo, se processa de forma inteiramente analoga:
Sejam 0 = 0 com 7 =1.2,....nea;,b; €R entso temos:
m< 3 =M mby < aq < Mby
m <2 <M mby < ay < Mb,
B — —
(m<e=<M ( mb, < an < Mb,

a : no _i= _
m < e T EM:;»maJni < ML
by +by+...+b,
>_b
i=1
|

94: Todo subconjunto enumeravel E C E tem medida de Lebesgue zero.

E={x,2s,. . .2, ...}

. A
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E={z1,%2,...7 =0

Com efeito e sem perda de generalidade seja ny - - '}enumerével e seja €

L = (2n = 3. 20 + 5%)

dado e " Ent3o, tem-se:

(i) I € enumeravel;

(ii) med ﬂﬂ] =Tn + ZLF‘ - (‘T’n - 2i“) = 2“.5__1;

[e o
EC | JL.
(iii) n=1

Assim,

oo o0 o0
0 < med (E) < med (U En) <Y med(l) =Y 55 =€ Ve > 0.

n=1 n=]1 n=1

Portanto, med (E]‘ =0 31uzde Lebesgue.

95: Sejam A, B conjuntos de nimeros reais positivos. Definamos “-B = {zy; r€AeyeB}

Prove que se A e B forem limitados entdo,
(i) A:B é limitado, sendo

(i) supA:B =supA: supB

(iii) inf A:B =inf A: inf B

Prova:

(i) Com efeito, VI, € A VY € Bleyistem @1-02. 01,02 € B 56 que:

al
b1

r =
¥ = ba

— {a1b) < 21y < asbs.

Logo, A:B é limitado.
|
(i2) Ve € A Vy € B, tem-se: z <suph ey <supB — z.y < suph. supB.

Isto é, supA: supB é uma cota superior para o conjunto A:B e, portanto,

. 2
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supA B <supd supB.

Agora, dado € 0. existem %0 € A € yo € E, tais que:
A < B ‘
Tp > sup A— e yp = supB— )
0~ Stp (sup & + sup B) vo P (sup & +supB)’
Dai, obtemos:
. (sup A+supB) € 2
Tp. = sup i supB-— €+ =
0-Yo P P (sup A +supB) (sup & + sup B)
2
€
Tp. = supA supB—e+ —
0-Yo P P [lfsupﬁﬁ—!—ﬂup]ﬁ]]
> A supB : < "0
Zo- > supi supB—e. pois. =)
o-Yo P P . Pols, (sup A + sup B)

Dito de outro modo, supA: supB é a menor das cotas superiores para o conjunto A:B. Logo,
sup A B =suph supB.

96: ( Envolvendo a reta real, pensando como um .o inextensivel, sobre o circulo trigonométrico S?!

imaginado como um carretel )
Mostre que:
R/Z~S' ondeS' ={z€C:|z| =1}
A priori, vamos apresentar algumas das notacgdes:
(2) R/Z Espaco quociente de R por Z
(i) =-Isomorfismo
(iii) RZ ¢ isomorfo a sl:a? +y’ =1
Seja ¥ R— 81,2 p(2) = €27 4o €27 = (cos (272) . sin(27z))

Afirmacgado 1:¢ esta bem definida

De fato, 1 = T2 = €¥ = €2 — ¢ (21) = o (z2).

. 2
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Logo, ¢ esta bem definida.

Afirmacdo 2: ¢ é um homomorfismo Com efeito, 7% ¥ € ., tem-se:
@ {'I + y] — Eﬂ?rl:n:—l—'y}i — E??r:x:é . e:!'rrysi = {I} @ {y] )

Ker(yp)=2Z ( o nicleo de p & Z.)

e, portanto, ¢ é um homomorfismo Afirmacgao 3:
Por definicdo, temos:
Ker () = {zo ERip(zo) = €1, €1 € ‘Sl} __

(a,b) - (1,0) = (a.1 = b.0,a.0 + b.1) = (

Note que: a,b) Assim, (1; 0) é o elemento neutro para

(C, '}.Por conseguinte, obtemos:

w(xg) = (cos(2mzy),sin(2mzg)) = (1,0) = ey

_ { cos (2mzg) = 1

sin(2rzy) =0 — 2P0 =T =zo=n neEL
0 —_—

Ou ainda, Ker (p) =Z.

Y . T S N S
Afirmagdo 4: ¢ é sobrejetora vz e C. tal que: |[z[=1=2"+y" =1 onde: z = (z.,y).

Além disso,

<2l yl=1=|z|<1l=-1<z<1.

Entdo, existe Pelk (A luz do teorema do valor intermediério ), tal que:

6 ] g
r=cos| — | ey=sin| —
2T 2

Assim,

ﬂ : : )
@ (2_) — 273t — ¥ — (cos@,sin@) = S1.
T

Ditode outro modo, vem: ¢ é sobrejetora.

Agora, pelo teorema do homomorfismo, temos:

. A
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R,/ Ker(p) ~Im(p) = R/Z ~ 5.
97: ( Elementos de Aritmética)

YmeZL

Prove que " tem-se:

m? =0 (mod4) ou m? =1 (mod4)

Prova:

Com efeito, m = 4g + r, onde: 0 < r < 4. entao, temos:

1 caso: r = 0= m? = (4q)° =4(4¢%) = m? =0 (mod 4).

Qcaso: r=1=m?=(4g+1)°>=16¢>+8¢+1= m?2 —1 =4 (4¢* + 2¢)

— m?—1=0 (mod4) —= m? =1 (mod4).

Zecaso: r=2=m?=(4g+2)" = 16¢2+16g+4 — m? =4(4¢ +49+1)

— m” =0 (mod4).

4caso: r=3=m?=(4g+3)° = 16¢% +24g + 9

— m?—-1=4(4¢>+6g+2) = m?*—1=0 (mod4) = m? =1 (mod4) .
|

98: (ELEMENTOS DE ARITMETICA )

Ache x inteiro que satisfaz simultaneamente as congruéncias:

) r=2 {fnnd&} 3z
(4) { 3z=1 (mod8) (B) { T

Fatos que ajudam:
Se m.d.c. {a,, m) =1 existe solucdo inteira x para a congruéncia
az = b(modm)
Mais ainda, se xo € uma solugao , o conjuntog de todas as solu¢des da congruéncia é dada por:
E=wxo+Zm={zo+km, keZ}.

(A) 1o Passo: £ = 2 (mod 5)

Uma solugso particular é £0 = 7- | ogo, a solucdo geral sera dada por: © = xo + mk = 7 + dk.

2° Passo: 3z =1 (mod8) = 3 (7 +5k) =1 (mod8) = 21 + 15k. =1 (mod8) = 15k. =-20 (:;nodS).

. A




Problemas A Nivel Do Mestrado Profissional Em Matematica

Cuja solugdo particular é ko =4 ( Visto que: 8, (1544 20) — 8 780 — 3p; : 80 = 8p, ).
Dai, segue-se que © =4+ 8p, p € Z.

Portanto,

= T+0k=T+5(4+8p)=27+40p. pe L
= 27+40p, pc Z,

é a solucdo do sistema.

[
_ . z =2 (mod5)
Solucao a_lternatlm.{ 32 =1 (mod$)
r—2 =5k Sr—16 = 40k,
{ 3z — 1 = Sks :"{ 152 — 5= 40k, oM F1R2EZ
— {232 — 21 = 40 (ky + ky) = 40p = {23z — 21 = 40p
— 23 =21 (mod40) . Note que: x5 = 27 é solucao particular. Portanto,
c=27T+40k, ke Z,
¢ a solugdo do sistema.
|

(B) Basta proceder de forma analoga!

<y < o
L =7 <P, 1 inteiro. Mostre que

( P )Eﬂ (mod p)

99: (i) Seja p um numero primo e

n
(i) Prove que: se p € um numero primo, entao,
xz+y)f =2 +y* (modp). Vo.,y € Z.

Prova:

) p! __prlp-1-2)...(p—n+1) pan
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Como \ ™ Jéinteiro, segue-se que n! n3o divide p, donde, vem: nl/a,.

Logo, existe k€Z, que: @n = !k e sorte que:
P\ _ pan pnlk . P\ _
( - ) =TT = pk — ( o ) =0 (modp).

(22)
P

. ):np_""y*'—i—...—i—y?’.

(z+y}?’::ﬂ°+...+( :

( z ) =0
Pelo item anterior (mod p) : Portanto,

(x+vy) — (2P +v°)=pk, ke Z—= (z+y)" =2 +v® (modp).Vz.y € L.
[ |

100: Sejam K e L corpos. Uma fungdo f : K ! L chama-se um homo-morfismo quando se tem

fle+y)=Ff(z)+f(y) e flzy) =7f(z).f(y)

quaisquer que sejam Z.¥ € .

(i) Dado um homomorfismo f:K—1L, prove que: f {l]] = G.

(ii) Prove também que, ou § (z) =0 paratodo & € & oy entsio, F)=1q4¢ injetora.

Prova:

FO0+0)=f(0)+F(0), sz, F(0) =0.

(i) Com efeito,

n
f(iy=0
A=) f() =Y -7f(1)]=0= ou
(i) Note que: f()=1

Assim, teremos dois casos a considerar.

. A
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flz)=f(z1)=f(z) (1) =f(z) 0=0

1° Caso: [ (1) =0, neste caso:

Portanto,

20 caso: /(1) =1gt¢ injetora.
Afirmaggo: f é injetora: T¥1.%2 € A : flz)=f(z2) =21 = 2. Suponhamos *1 7 T2,
entdo, existe ? € I 20 F 0, ¢4 que:

(x1 —x2) . b=1

Agora,

=0

Fl@1 —22) B = f (21— 22) £ (8) = [ (1) — f (@) F(B) =0. (1)

Por outro lado, temos:

fller—=2) 0] =f(1)=1 (2)
Consequentemente comparando (1) e (2), segue-se o absurdo!

Visto que supomos £1 7 £2 ¢, portanto, £1 = L2
Isto é, f é injetora.
|
101: Seja f:Q —Q ym homomorfismo. Prove que, ou f (2) =0 paratodo € Q ou f (z) ==
paratodo ¥ € Q.
f(1)=0
fO=rFOr= { ou

Prova: fy=1 ( problema anterior ).

Assim, teremos dois casos a analisar.

Lo case: F @) = F@l)=f(2) f(1)=F(2) 0=0,Yz€Q.

2° Caso: f {” = ], neste caso, teremos:

. 2
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(2) x=n,neM n>0Eéficil ver que: f(0)=0e Z

fo)=f+1+...+1)=Ff)+f(1)+...+ f(1)) =nf(l)=n

1 vezZes T VeZes

(i) z=m=-nn>0meck
0=fn+(-n))=Ff(n)+f(-n)=n+f(-n)= f(-n)=—n=m.
Logo,

f(m)=m, Yz e
(iii) Observe que:

1 vezZes n vezes

(@) (de D) mr ()= s ()2

T Vezes e VezZes

De sorte que:

f:R—=R é uma funcio continua, dado 0 € R existe uma sequéncia de racionais

Observacao: Se
(T“} da densidade de QeNQ em R, tal que:

Tup—&p € f {Tﬂ-} =Thn.

Agora, passando o limite e pela continuidade de f, temos:

. 2




Problemas A Nivel Do Mestrado Profissional Em Matematica

f {.‘I’u} = Ty, l"-:"r"..t.-"ﬂ e R.

102: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

Seja G um grupo e seja & € G- Mostre que: Ord (o) =mg
Deduza dai que: Ord (a™) =q.
Prova:
Seja T — Ord (a™), entdo, vem:
(@™)" = e=—= Ord (a) /mr — mgq, mr — q./T. (1)

Por outro lado, temos:

Ord(a)=mg—=a™ =e—= (&™) =e—= 0rd(a™) /g=—=1r"q (2)

Logo, de (1) e (2) segue-se que: | — 9 ou seja, Ord (™) = ¢.

103: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

Seja f:G—=G um isomorfismo de grupos. Entdo, prove que:

Ord(f(z)) = Ord(z) .

Prova:

Suponhamos que Ord(z) =ne Ord(f(z)) =k Ent3o, queremos mostrar que 1t = k.

se Ord(z) = n, entdo, tem-se:

$HZEG:>EG1:f(EGJZf(-Tﬂ}:f(I---vT)

Decorre dai que:

n vezZes

e e,
ey = f(z)... f(z) = e, =[f (z)]" = Ord(f (z)) /n=k/n. (1)

. 2
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Por outro lado, temos:

C'Td'[f fﬁ]}' = k= [f {x}]k = e, — I (5'«"&:1 =€z, — fleg) =
injetividade de f

e,

* = e = Ord(z) k= n k. (2)

Agora, de (1) e (2) segue-se que: n = k:

Portanto,

Ord(f (x)) = Ord (z) .

104: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

— b __ -1 2
Seja G um grupo e sejam @ b € G diferentes da identidade, tais que @ = €. aba” =b" e bFe.
Prova:

-1 _ ;2
Com efeito, aba™" =b entdo,

ab=ba
Analogamente, temos:
a=a(bb') = (ab)b~" = (b%a) b~ = blad™ .
Agora,
a® = (B%ab™1)? = (b%ab™ 1) (b*ab™") = b7 (ab) @b~
Assim,
a® = b? (ab) ab™ ! = b* (b%a) ab™! = b*a?d L.

Pocedendo como no caso anterior, tem-se:

a® = ad’a=(v*a""") (b%ab ') = (ba) (ab) ab™’
(b*a) (b%a) ab~' = b* (ad) (ba®) b~ = b* (b%a) (ba?) b~
= 5% (ab)a®d ! =0° (b%a) a®b7 = b%a" .

. 2
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Dai, procedendo como nos casos descrito anteriormente, vem:
at = pl6atp—1
e finalmente, temos:
e—a® = p32a%0 1 = p32ep1 = 71

Ou ainda, obtemos:

Bl — e
Afirmacgo: Ord (b) =31
De fato, se b =e. entdo,
Ord (b) /m.
Ou ainda,
Ord () ~31.
Ord (b) = 31 ( visto que b # e ). -

De sorte que:
105: PROFMAT( Pensando um pouco mais )
Mostre que:

GL,(C)  SL,(C)=C"
Fatos que ajudam:

1 GL, (C) ={A €M, (C) : det A # 0}
2 SL,(C)={A€M,(C):detA=1} C GL,(C).

Prova:

Considere

v: GL,(C) — C*
A — p(A)=det A

. 2
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1.1. 7 esta bem definida De fato,

A=B—detA=detB— @ (A)=¢(B).
De sorte que ¥ descrita acima estd bem definida. L

A

1.2. 7é um homomorfismo Com efeito,

w(AB) =det(AB) =det A det B = (A) ¢ (B).

Portanto, ™ é um homomorfismo.

1.3: Ntcleo de *
N(p)=FKer(p) ={A€GL.(R) : ¢ (4) =1}.
Vejamos
p(A)=detA=1= A SL, (T).

Dito de outro modo, temos:

N (¢) = Ker(yp) =SL,(C).

13: ¥ ¢ sobejetora De fato, mostremos que:
YX eC':3BGL,(C) tal que: ¢ (B) = X.
A priori,

w(B)=X —= ¢(B)=detB=X, com X =a+ b

Assim, basta tomar

[ a+b1 0 ... 0O
B= : b s lear .
0 .1
- [} 1 -
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Donde, obtemos:
w(B)=a+bh=X=detB, com X =a+ k.

Ou ainda, IM (p) =C".
Logo, ¢ é sobrejetora.

Agora, pelo teorema do homomorfismo, vem:

GL, (C)

Ker (9) >~ Im(p) <

106: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

R Z = S! onde:
S'={zeC:|z| =1}

Prova:

A priori, vamos apresentar algumas das notacdes:
(2) R/Z Espaco quociente de R por Z
(i) =- Isomorfismo
(ii)R_Ze
el

S S S
isomorfoa = % Ty =1

Seja ¢ ' R— Sl z — ¢ (z) = €™, onde: e2™** = (cos (27z).sin(27z))

Afirmagao 1: ¢ estd bem definida

De fato,

2mwxie

2mxat a
—

By =2y = €7 = ¢ (21) = ¢ ().
Logo, ¢ estd bem definida.
Afirmagdo 2: ¢ um homomorfismo

Vz,y € R,

Com efeito, tem-se:

. A
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e, portanto, ¢ é um homomorfismo.

Afirmacio 3: Ker(¢)=Z ( o micleo de @ & Z.)

Por definicdo, temos:
Ker(p) = {@mo € Rip(zo) = €1, €1 € sl b

(@,b)-(1.0) = (a.1 —0.0,a.0+b.1) = (a.b).

Note que:

(C.-)

Assim, (1; 0) é o elemento neutro para Por conseguinte, obtemos:

w(xze) = (cos(2mze),sin(2mz)) = (1,0) = ey

{ cos (2mxp) = 1

— sin(2mxy) =0

— Mg =2nT —= g =n, n € L.

Ou ainda, 7X€7 (¢) =Z.

Afirmagdo 4: ¢ é sobrejetora Yz e C, tal que: |z =1 = z>+3* =1, onde: z = (z,v).

Além disso,
2 - .2 2 _ 1 L e
rr<rt+y=1l=z|sl=-1<z<1
Entdo, existe Ui R,( A luz do teorema do valor intermediario ), tal que:

T = cos 4 e ¥y = sIn 4
- 2w y= 2o /-

Assim,

4 i _ G : 1
i - — TL-ETFE: 1: E‘ H Eﬂ;‘ .
G(EW) € e (cosf.sinf) € 5

Dito de outro modo, vem: ¢ é sobrejetora.

Agora, pelo teorema do homomorfismo, temos:

. A
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107: PROFMAT( Pensando um pouco mais )
Loppe 2Ly, x E,,5e mde (n,m) =1.

Prova:

WL =Ly X L,z — p(a) = (&,:&)
Seja

Afirmagao 1:¢ esta bem definida

De fato,

a] = b — (51,;1) = (51_;) = pa1)=p(h).

Logo, ¢ esta bem definida.

. ~ (7 2 . . hvi =
Afirmagdo 2: ¥ é um homomorfismo Com efeito, 7%-¥ € K. tem-se:

pla+bd) = (a+b__=a=—=|—=h=) = (&__ﬁ) + (Ej) =p(a)+@(b),
e, portanto, ¢ é um homomorfismo.

Ker (@) =nm Z( o micleo de ¢ é ., Z.)

Afirmacao 3: Por defini¢do, temos:

Ker (p) = {a: EZyp(z)= (ﬁ__ E)}

Vejamos

. A




Problemas A Nivel Do Mestrado Profissional Em Matematica

B _ =0 z = 0(modn)
p(z) = (:EE) = (ﬁ,l]) — e = e
z—0 z = 0(modm)
z—0=ng, nei T € ni
— e — e
z—0=mqgq, meZ T eEmi
L z € nZMNmi.
0go,
Fato:
SejareEnmZ —z=knm —=z=(kym)n enZ ez = (kyn)m € mZ
—x € nZNmi.
Portanto,

nm& C nENmaE.

Falta mostrar que:

nZmE C nmZE.

Seja & € NZNML, entio, tem-se: * < nZex € mi.

mdc (nm)=1=3r sz,

Agora, tais que:
mr + ns=1.
Dai,
z = zl1=gz(mr+ns)=(ms)(ns)+ (nr’)(mr)

mn (g's +rr’) = mnk € nmZ.
De sorte que:
nZNmzZ = nmi.

Isto é,

Ker (@) =pm Z.

. 2
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Ou ainda, Ker(p) =17

Afirmagao 4: ¢ é sobrejetora

Y (:ED_, Eﬂ) E L, X Ly, 3 xg € £, tal que:
¢ (o) = (En,;u) :

Logo, ¢ é sobrejetora.

Agora, pelo teorema do homomorfismo, temos:

Z

Z
—— =~ Im(yp) = ~ 7 /-
Ker(p) ~ )= g = X B
|
Observagao:
E o a=a a = a(modn)
Ja € Z; (c’z.'d) = (6,3) = g . =¥ e =N
=8 a = 3(modm)
B a:ae+n<11
i — \ a=8+mg: =t —a=nn -5

a—B8=m =
‘ = Q.2 €EZ.

108: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

Z[V2?]={a+by2abeZ} CR

Seja " Considere
w: Z [@ — N
a+by2 — @(a+by2) =|a®— 207
Z V2] ,¢
Mostre que: ( [ﬂ ' \3) € um D.E. ( Dominio Euclidiano )
Prova:

A =
Com efeito, Vo, B €L [Jﬂ existem g.r €L [\/ﬂ , B#0, tais que:

. 2
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a=F8g+rcomp(r)<g(8) our=0.

a=a+b/2eB=c+dvV2em L [‘/ﬂ — {0}, entdo, temos:

Sejam
a a—|—b\_/§_(a+b\/§)_(c—dﬂ}_ac—?bd_'_{bc—ad}ﬂ
B e+dy2 e — 2d? T2 — 242 2 —2d2
Facamos
Dai, vem:
o

Escolha e; fek [\‘/ﬂ * tais que:

1

1 .
|~T_€|:§E |y—f|:2-

(1) Suponhamos que r #0, entdo, queremos mostrar que:

p(r) <e(8).

Como

a:,i?q-l—r::-?“:cx—_ﬁq:ﬁ(%—q),

segue-se que:
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p(r) = w(.ﬁ)-$°((x+y\/5)—(e+fx/§))
= ¢(8)¢((z-e)+-1)V2)
= ¢(8)|=-e* -2 1|

= ¢(8)|lz—el’ —2ly— £|.

De sorte que:

Logo,

(2) Queremos mostrar que:
vla) <@ (af).

Sejam & — @ +bv2ef=c+dy2emZ [\/ﬂ o {ﬂ} ent3o, temos:

aB = (ac + 2bd) + (ad + be) V2.

Por conseguinte, vem:

@) = ¢ ((ac—l- 2bd) + (ad + be) \/5) .
elaB) = l(ac-{— 2bd)* — 2 (ad + bc)z‘
¢(aB) = |a®(c® —2d%) — 20 (c* —2d°)|
p(aB) = |(c®—2d%) (a® —20°)]

p(aB) = | —2d%||a® — 207

0 dl |a2 —2b2| =p(a).

Logo,

. 2
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¢ (a) = ¢ (af).

Isto &, (E [\/ﬂ ! ip) ¢ um D.E. ( Dominio Euclidiano )

H
109: PROFMAT( Pensando um pouco mais )
Os numeros reais p; q e _ sao, tais que: p>0.g>0ea>1 Prove que:
p+a’q p
— o= — < .
pPTq q
Prova:
Basta notar que:
p+a’q 2
_— > /== pt+ag > po+ g
pPTq
— p(l—a)>ga(l—a), a>1
— E < k.
q
H

110: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

Descreva as classes de equivaléncia e o conjunto quociente em relacdo a ~ induzida pela seguinte
funcao: fR R definida por:

f(z)=z* — bz +6.

f: X —Y

F1) E facil ver que: uma funcdo Fatos que ajudam: satisfazendo a
Vrizs € X, 2~y <= f(x1) = f(x2) = T1 = %5.

de.ne uma relacdo de equivaléncia no conjunto X ( Neste caso, dizemos que ~ é uma relacdo de

equivaléncia induzida por f ).

F2) Uma fungﬁof :A—B. Y CB quando Y = {y}; f v} = 1 (¥) é chamado fibra
de f sobrey.

. 2
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Solugao:

r ~ a<= f(z)=f(a)=2>—-bz+6=0a’>—5a+6
— (z—a)(zt+a)—5(x—a)=0
— (z—a)(zx+a—5)=0

“— T=Qagoux=2>a—a.

— 2
Fazendo um esbogo do grafico da fungao f descrita por: fla)==z 9z +6, claramente fazendo

uma varredura dos pontos isolados formamos as classe de equivaléncias que sdo as fibras, desta forma

vem:

R=U{ab—a}=Ua= U 5—a Uf_l{a}__
acR atR aCR acR

Onde:

- _ . _‘I _ . _ =

a={reR:z~a}ef '(a)={reR:z~a}=a ( A imagem inversa s3o fibras de f
sobre a).
Observagao:

flla)={ceR:z~a}=a

( As classes de equivaléncias sdo as fibras de f)

R/ ~ ={f ). ). f (), = Ua
- u‘ai‘;‘:{a,‘a‘:;‘}:R
acR
ou ainda,
Ua=f""(y,) ou U d5—a =f'(pn)
acR ack
|

111: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

Sejam a; b e c pertencentes ao corpo ordenado completo R: Prove que:

a® + 0%+ ¢ = ab+ be+ ac.

. 2
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Prova:

Com efeito, para todo - b.c€ ]R,’ temos:

(a—b)° >0 a? + b2 > 2ab
(b—c)’ >0 =< b4+ = 20 (I)
[’C—EI-}EE{} C2+GQEQC&.

Agora, somando membro a membro as desigualdades de (I) obtemos:
2(a®+b"+c%) = 2(ab+be+ac).
De sorte que:

a® £ b L& = ab+ be+ac

112: PROFMAT( Pensando um pouco mais )
Mostre que: & = 1+, 7= > 0. peduza dai que:

Iﬂ

Iim — = 0.
r—o0 %

Prova:

i - ! oo J— t
A priori, considere ¥ - [05 m] R a fungio dada por . () = €.
(i) @ é continua em [D’ m] ,
(ii) @ é derivavel em (03 m),tal que:
x 0
emf’ze © — " =1+ xe™®
x—10
o
Como & = 13 segue-se que:
e’ = 1+ax, Vo = 0.
Agora,

. A
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. - T . - In—l—l I:-z—l—'l
En—l . :- E - —
n+1 (n+ 1}"""’+1 A
Portanto,
,  x"t] e® =z A
e” = — — > — =0 — < —.
A xm A e* x

Dai, passando ao limite , a luz do teorema do confronto, obtemos:

ooz
hm — = 0.
rx—o0 et

Observacgao:

plx)=apz™+ . ‘a1z +a,, a, #0,

Se tivermos entao, tem-se:

tim P& _ i P2 —

r—oo e¥ z—oo Tt e

=a,.0=0.

113: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

Sejam ., be e R ( corpo ordenado completo ), tais que:] <a<b<ce

b—a=c—b )
“mostre que:

Inbd Ine
[ } _—
Ina Inb

Prova:

Queremos mostrar que:

Ina.lnc < (In b}z .

l<sa<b<ceb—a=c—5b

onde: sendo a; b; ¢ no corpo ordenado R.

De fato, pela comparagao entre as médias geométrica e aritmética, temos:

. A
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1 1
Vina.lne < natine = In+/ac < ]n(a+c

5 ) =1Inb,

e, portanto,

lnc Inb
V]nalnc-::‘lnbiz}lna]nc{(]nb} = — _
In E} Ina
]
114: PROFMAT( Pensando um pouco mais )
Dados %> 0-€ no corpo ordenado R, prove que:
la—bl <e= |b| —€e < |a| <|b+e¢
Conclua que
la—bl <e=a < |b|+¢€
Prova:
Basta notar que:
la] —|b] = |a—b| < la| < [b] +€
e — e — |b| — € < |a| < |a| < |b| + ¢,
b] —la| < |a—b| < 0| — e < |a]

além disso, vem:

a=lal <|b|+e=a<|b+e

115: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

Para determinar o valor de "a" de uma grandeza foram feitas, em laboratério, n medicdes. Os valores

encontrados foram £1; £2; - - - ; Tn- Resolveu-se adotar como estimativa de "a" o valor para o qual

a soma dos quadrados dos erros das medidas fosse minimo. Que valor é esse?

Solugao:

. A




Problemas A Nivel Do Mestrado Profissional Em Matematica

Seja
2 2 2
Pla)=(a—z1)" +(a—z2) " +. ..+ (a—z,)",
Entdo, fazendo as manipulacdes algébricas necessarias, obtemos:
_ 2 2 2 2
P(a) =na” —2a(z1 +x2+ ... +x,) + (2] +25+... +x,,).

De sorte que, a abscissa do vértice produz

rt+xo+ ...+,
- i

a_\.__r =

116: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

Sejam a; b; ¢ > 0 no corpo ordenado completo R, entdo, prove que:
(a+b) (b+c).(c+a) = 8abe

Prova:

Basta notar que:

a+bb+ca+c
2 2 2

> VabVbeJac = (a+b).(b+¢).(a+c) > Sab.c.

117: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

ABCR A4-B={z+y, z€AeycB}

Dados ndo-vazios e limitados, seja

limitado: Prove que:
sup (A +B) =supA+supB

Prova:

— < <
Para 7L € A Vye B,temos: r=supAey= sup B; donde obtemos:

x+y < sup A+ supB.

Logo, sup A + sup B é uma cota superior para o conjunto A + B por conseguinte, vem:

. A
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sup(A+ B) < supA+supB.

E=0 zo e Aeyy € B

Agora, dado existem , tais que:

:.r{]'::=-supA—gey{]}supB—g:>3:g—|—y[};r-supA—|—supB—§_

Portanto, sup A + sup B é a menor das cotas superiores, ou ainda,

sup(A+ B) =sup A+ supB.

118: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

_ 1 . — ok

Seja keNea>0 Sea=z,=n para todo n; ent3o, verifique se:
Im /z,, = 1.

Prova:

Basta observar que:

Va < 3z, < Unk.
Ya=1elim VnkF =1

Como lim ( prove! ) segue-se do Teorema do Sanduiche que

Im yz, =1.

119: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

1—n —1

Intl: Ln 7 T3 -

(z,), com x, = 5

Use a definicdo para provar que:

Majoragoes:

. A
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1 _ |d=n 1] _|2=2n+2n+1
Tr, D) N ?n—l—] 2 2(2n+1)
_ 3 o3
- ?(2”+1) 22n+1) = 2n+1
— = 3
n _—
2e
0 = =
Desta forma, basta tomar — 2e
Prova:
is 3
Dadoe}[}exlate ng (€) = 52, ng €N, —
n > n n > — — <€ =
0 2¢e 2n ?n—|—1} 2(2n+1)
. 3 3 1 1-n 1
< )l = 4+ =
- ?n—|—1_2n 2 n+1 2
_12=2n+2n+1 3 3
B 2(2n+1) 2(2n+1) 2(2n+1) = 2n+1
< 3 .
= 5. <€
A~ < Iy 1
Portanto, |xn ( 2)|*~;Ej Vn > ng. Isto é, z, — 5.
|

120: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

o X . . N
Prove que: Se (‘r”) converge, entdo, ( ”} limitada. Em seguida, dé um contra-exemplo para

reciproca.

Prova:

Suponha que In — @, entdo, dado € = 1 existe "o (1) € N,tal que:
z,| — |a| < |z, —a| <1, ¥n = ny,

. A
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dai, segue-se que:

zn| =14 a|, ¥n = ng.

Assim, tomando-se M = max {|~T‘1 | ’ |$?| 2o [Fno—1 1+ |a|} , obtemos:

lz,| < M, n

Portanto, (:E“) é limitada. Quanto a reciproca, escolha (:{:”} com
Ln = (_UH

é obviamente limitada. Mas, sabemos que a mesma nao tem valor limite.

121: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

Prove que:

1 1 1
Iim + +. . +—— | =1
n—oc (\ﬁnz +1 Vn24+2 vn? —|—n)

Prova:

A priori, temos:

n 1 1 1 n
< + + ...+ < ;
vni4n ~ VvnZ+1l  Vn24+2 vnZ4+n = vn?24+1

\

lim( n )zlelim( n ):1
2 afgp 2
Como < nitn n—0oo n®+1 , segue-se a luz do Teorema

do Sanduiche que:

1 1 1
Iim + + . .+ ——|] =1
n—oc (\;’nz +1 Vn24+2 vn? —I—n)

122: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

. A
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Use indugao finita para provar que:

2™ < nl para n > 4 inteiro.
Prova:

2 < 41

(i) Para T = 4, temos:

n(2® <n!)

(ii) Suponhamos vaélido para entdo, falta mostrar para n+1:

De fato,
Ml = 9m 9 < nl2=nl+nl <nnlt+nl=(n+1)nl

e, portanto,

ontl < (n+1)!

123: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

E Y Inn
Tp),cOM Iy, =2+ —5, T, — 2.
Use a definigdo para provar que: (n), n n? 1 m

Majoragoes:

Inn - n»n _ 1 1
F—QF—?{:{E:‘*H} E-

2 —2| = [2+ 22 — 2| =

ng = \/;
basta tomar .

Prova:

In n |
no

Dai,

Faca a prova com redacdo matematica!

124: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

x . _
Se ( n) é n3o-decrescente, entdo, *n @5 onde @ = sUp A ¢

A={z,; z, <zni1, ne N}.

Prova:

. A
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Ty — Q.

125: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

Sejam Tp < Xe f X—=R uma funcgao, sdo equivalentes:

(A) f é continua em *0

(B)se (#rn) C X, tal que: Tn — 0, entso,
f(zn) — f (20)-
Prova:
(A= B)
Dado & = 0 existe 9 (Z0,€) > 0

z —xo| < 0= |f(x) — f(zo)| <2 & () CX, 2, — 2o, ta],talque:

|y — x| < 6,Yn > ng = |f(zn) — f(x0)| <2= f(xn) — [ (o).

(B = A)

Se f n3o fosse continua em L0 existiria £0 =~ 0 tal que: vo=0 existe Tn = K: n e 1D\q:tal

Tp —xp| < 0 mas |f (z,) — f(z0)| = =0,

que: ou seja,

f(zn) = f(z0) .-

Absurdo!

. 2
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126: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

0,0)?

Verifique se: f é continua no ponto { , onde:

T sin (1 x
f(:-.’ij}z{ ( +y}0 (x) j;r:#{?

rl

Observe que: f (ij} - UF Hy? em particular, tem-se: f ('U; 0} = 0.

Queremos mostrar que:

[f (z,y) = F(0,0)| = |f (z,9)| < & desde que: [|(z,y) —(0,0)] <o.

lim ysin (1;) =0e lim  xsin (%) =0
Afirmagdo 1: (.y)—(0.0) (z.y)—(0.0)

De fato,

< |y < |yl

) b2
= (g)\ <l

"(2) =
ysin| — | <y.
i

Dai, obtemos:

Y|

IAN <=

—

Agora, sin (E) ¢ limitadae ¥ — 0.

Logo,

. A
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1
hm  flz.y) = Iim [a: sin ( ) + ysin ( )]
(z,y)—(0.0) (x.y)—(0.,0)

= Iim (z+y)sin ( ) = £(0,0).
0.0)

(z,9)—(

Majoragoes:

1
@+vysn ()| <le+vl <lel+lvl <

e

I(2,9) — (0,0) = \/(z — 0)> + (3 — 0)> < VaZ + /5% = || + |y| < £

assim, basta tomar 0= <S > D, onde 0=09 (gu (D: 0)) > 0.
Afirmagdo 2: ¥ at+bd= \/E+ V/E_L va,b =0

a b>0

Sejam -2 ¥ — * entdo, temos:

(V&) = lal=a, (V) =Ppl=b

e

Wab > 0= (\/E+v’5)22a+b_

_ .2 _ .2
Por conseguinte, tomando-se: a=z"eb= Y obtemos:

@9 = V&®+y?<Va+Vy? =+ |yl = (=),

= |l(z,y)ll = ll(z,y)l, (Norma da soma )

Deixemos de tantos detalhes e passemos a acao.

Prova:

Dado {3- >0 existe 0=0 (‘51 ('U; D}} >0, tal que:

. A
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I(x.y) = (0,0) = va*+y?><|a|+]yl<d=¢
(z +y)sin (i) — (DIU)‘

< |e4yl <z + |y <&

Portanto,

Iz, y) = (0,0)]| <0 = |f(z,y) = f(0,0)] = [f (=, )] <&

Isto é, f é continua em (0; 0) :

127: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

Uma fungao f:]]—ﬂﬁ' derivavel no intervalo ][, satisfazendo a condicdo de Lipschitz

lf ('T) - f (E}N =c |"T B yl para T,y < ][, quaisquer, se, e somente, se, |f? ('rﬂ}l =
para todo To € Jl.

Prova:

(:") Com efeito, pela condi¢do de Lipschitz, temos:

£Z) — Iy
f@) - f)|_,
Tr — I
Agora, passando ao limite quando z To e sabendo-se que f é derivavel em todo To € ][, vem:

|[f7 (@) = c,

para todo L0 < I

(:) reciprocamente,

fz)— f(zo)

e

| (zo)| =ce f'(z) =

Ou ainda,

. A
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'f(»’ﬂ}— f (zo)

e

— [ (z0)

< & desde que |z — xg| < § (20, &) .

Dai, obtemos:

LB ) < (L0 g (o) < ¢ quando Jo a0l <5
Tr — Xy Io
Agora, pondo c=[f (o) +¢& segue-se que:

|f(z) — f(zo)| € clz— 20|, Va,20 € L.

De sorte que: f é de Lipschitz.

]
128: PROFMAT( Pensando um pouco mais )
seja f uma fungdo continua, tal que: f(as)=a’f(s) Sabendo-se que:
1 30
/f (s)ds = 1. Caleule: f 61 (2t) 4 2] dt.
0 0
Solugao:
A priori, observe que:
F(a) = s ().
Assim,
30 30 30
f[ﬁf(?t}—i—?]dt: f (627 f (t) + 2] dt = *24/ [f (t) dt] + 60.
0 0 0

Calculos auxiliares:

. A
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30 1 1
sf—uff(%)dSfo(u)dHfo(S}dSZ1-
0 0 0
{ L 0<s<30
-5 !
du = z5ds 0<u=2 <1

E, consequentemente, vem:

30 30
] [6f (2t) + 2] dt = 24] (f (¢) dt] + 60 = 24.30° + 60.
0 0 |

129: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

Sejam f? g - [{11 b] — R fungdes continuas, tais que: f (a} < g (a’) e f (b} -9 (b) Prove

To, @ < xg < b

que: existe ’ de modo que:

f(z0) = g (z0)

(llustre graficamentefeg)

Prova:

a, bl = R

Consideremos H : [ uma funcao, definida por:

H(z)=f(x)—g(z).

a, b] : Pois, f e g 0 sdo;

(i) H é continua em [
(#6) H(a) = f (a) —g(a) < 0 e H(b) = £ (b) =g (b) > 0. se5im H (a) .H () < 0. py,

zg € (a,b)

conseguinte, pelo teorema do anulamento, existe tal que:

Hzg) =0+= f(xg) —g(x0) =0+ f(20) =g (x0)-

130: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

. A
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iad - x . I .Seai.as....a
(A) Seja FoI—=R fungdo convexa no intervalo "’ 1,925 - -2 0n

0.1]e) t;=1,

al ti1,ts,. ...t =1

Pertemcem a 1 pertencem a prove que:

f Zf;‘ﬂj Eztjf{ﬂj}
i=1

Prova:
Vejamos, basta usando indugdo .nita sobre n:

(i) Para n =2, temos:

fltiar +t2a9) < tif(a1)+t2f (az)

=

Pl

2
f Z tja;

=1

2
) tifla;).
=1

(ii) Suponha valido para n ( hipétese de indugao) :

FLD tiai | =D tif(ay).
i=1 i=1

Entdo, falta mostrar paran + 1:

De fato,

ﬂ,-l—'l

f Zt.?&.f = f Zt.f&i + tﬂ+1ﬂ-n+1
i=1 Ji=1
< > tif(a5) | +tns1f (ans1)
hipdteze de inducao -1

ﬂ-+l

= ) tif(aj).
i=1

. A
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Portanto,
n+1 n+1
f Z tja; Zf f(a
i=
|
(B) Sejam *1-%2,---,%n € 1,82, .t ngmeros ndo-negativos, com

=i Prove que:
i T
i < t;ix;
J = P
i=1 i=1

onde o produtdrio e somatdrio sdo, descritos respectivamente por:

L

H:r-‘—scl zﬁ :r

=1

e
Frd
Zt3$J = t]ﬁ] + tgﬂﬂz + ...+ ﬁﬂfﬂn.
Prova:
— -
A luz do problema (A), tomando-se fle)=e “temos:

ftial +t2‘a2 + ... +tna'n t]f{l'l'l} +t2‘f {QZ} + ... +tﬂf {aﬂ}

t]_ﬂ:-]_ +tg ﬂ3+...+t“ﬂ-“

€ t1e%t +tqe™? + .+ 1, e%"

(Em_}tl_{Eaz}*z_n(enn}tn tleal _|_t2enz —I—...—|—tne““

. “j = - —
Dai, fazendo © zj,comjg=12...n obtemos:

. 2
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< Pe*t + et L+ 1 e
T
< fxy+taxs+ ...+ .7,

De sorte que:

n i
i
I I I‘J-‘] = E t;jxz;,

131: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

- :I:z '&Iﬂ
. N . : + =1 To.
Verifique se: a equacdo da reta tangente a curva St (%o, )

, no ponto é dada por:

X, | YYo

2 b2 1.
Prova:
= vl _q —
Com efeito, dada a curva 2T T3 e derivando implicitamente y=flz) , obtemos:
bz,
Ia, ] — T -
(e ) a? Yo

Assim, a equacdo da reta que passa por (2o, o) e é tangente a & é dada por:

v o )
— Yo = ——.— (T — Ts),
y—y i .

decorre dai com algumas manipulagdes elementares que:

bz;ma + azyya = bzxi + azyga (1)

232
Agora, dividindo em (1) a igualdade por & b*#0 segue-se que:

T, | Yo T | Y2

a? b2 a? b2
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portanto,

Ty Yo

a? b? =1,
|
132: PROFMAT( Pensando um pouco mais )
o flz)==z* _ .. . . .
Seja entdo, use a defini¢do para provar que f é continua em 1:
Majoragoes
f@)—fFf()] = |zt -1 =lz-1].|c° +2*> +2+1]

I ."'"

2 =1 |2l + [al* + 2] +1]

Observe que: lz| —1<|z—-1| < 1= |z| < 2.

Agora,
f@)—f1)] = |zt =1 =lz-1].]2° +2* + 2z +1]
< Jo—1[lef + ol + |o| + 1]
< Jz—1]84+4+2+1] <&
|I_]|{i_ d:min{l__l—‘%}
segue-se dai que 1537 Assim basta tomar .

faca a redacdo matematica da prova!

133: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

f(0)=0,g(0)=1

Sejam f e g funcdes definidas e derivaveis em R: Suponhamos que e que para

todo x

filz)=gl(z) eg (z)=—f(z).
Mostre que, para todo x;
(f (z) — Sf’mﬁ}i + (g (z) — cnsz}z =0.

Conclua dal'quejlr (z) = senz e g (z) = cosz.

. A
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Prova:

2 2
Basta escolher H(x) = (f (z) — senz)” + (g (z) — cosz) usar a regra da cadeia, vem:

H(x) = 2(f(x)—snz)(f (z)—cosz)+2(g(x) —coszx) (g (x)+sinz)
2(f(z)—sinz)(g(x) —cosz)+2(g(x) —cosz) (—f (x) +sinzx)
= 2(f(x)—snz)[g(x) —cosx — (g(x) —cosx)] = 0.

Mostrando que

H(z)=0VzceR=—=H(z)=C

Agora,
H(z) = (f(z)—senz)’+ (g(x)—cosz)’=C
H(0) = Ef (0) — sen0)® + (g (0) — cos0)* = 0.
Logo, C=0:

Por conseguinte, vem:
(f (z) — senz)® + (g (z) — cosz)® = 0.
Dai, concluimos que:

flx)=senz e g(x) = cosz.

134: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

Calcule ( sem usar L.Hopital ):

z—2 r—2

Solugao:

flfﬁ:l = 1% = E:x:]n:zr

Seja * entdo, derivando obtemos:

. A
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filz)=z%[Inz+1], (1)

em particular, temos: fi(2)=4[In2+1].

Por outro lado, usando a defini¢ao, tem-se:

f’{?}:limf(xj_f(?}: m &4 (2)

x—2 r—2 x—2 r— 2

Comparando (1) com (2) obtemos:

r* —4

5 =4[n2+1]

Iim
—2 J —

135: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

Seja f uma funcdo continua e positiva no intervalo [a; b] e derivavel em (a; b)

Mostre que: existe *= € (a,0), ¢y que:

Prova:

Escolha H - [{l,b] — R definida por E {T»j =In Iff {I}}

£ (a,b)

e aplicando o Teorema do Valor Médio

existe ¥eo , tal que:

Portanto,

. A
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136: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

ac R/, sena = —1 +a.

Mostre que existe tal que:

Prova:

Basta considerar f- [ﬂ’ %] —R definida por:
flz)=smz—az+1
( A fungdo f foi construida fazendo esbogos dos graficos de ¥1 = sinzeys=x—1)
(i) f € continua em [ﬂ‘ %] ;
(22) f£(0).f [%) <0, dai, a luz do teorema do anulamento, vem : existe as {G’ %}’tal que:

fla)=0<—=0=sma—a+1< sena=—-1+a.

137: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

f110.1] = [0.1]

Seja - uma funcdo continua. Prove que existe 0 €0, 1], tal que: f(zo) =z (

Teorema do ponto fixo de Brouwer em dimensdo 1 ). Dé um exemplo de uma fung¢do continua

f:00.1) = [0.1)

_ sem ponto fixo.

Prova:
Com efeito, | (0)=0ef(1)=1 ( caso trivial.)

Consideremos f(0)>0ef(1)<1 e seja ¢g:[0.1]—-R uma funcdo, definida por:

(i) g é continua em [0; 1] : Pois, f e a identidade o sao;

(ii)g{l‘.}}:f(l]}—l]}Geg{l}:fﬂ}—] < {}_Assim'g{l'}] g(1) <0

. A
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(0.1)

Dai, a luz do teorema do anulamento, existe “® = , tal que:

g(ze) =0 = f(z0) — 2o =0 = f(z0) = zo.
Basta considerar as fungdes /- 9 * [0, 1) = [0, 1) gefinidas por:
flz)=1 e g{:ﬂ:%z—k%

para todo * €10, U'( Faca os esbogos dos graficos )

138: PROFMAT( Pensando um pouco mais

Seja f:X—=R derivavel no ponto @ € XX g (z) e |[?"'”'}séo sequéncias de pontos em X,

tais que: mz, =lmy, =aez, <a<y, paratodo 7. £ M prove que:
. el -I'n .
fm £ ) = F (@) _
Tn — Un
Prova:
Basta notar que:
f{yn} - f {mn} :tﬂ_f(y'n} - f{&} + [1 _ ﬁﬂ] .f{xuj - f If&:l ?
Tn — Un Un — 0 Ty — 0
Onde
n -
t, =2 0<t, <1
Yn — Tn
H
Observacgdo:
< < 1 =N =
Paracada ™ € N seja 0=t, =1 mz, =hmy, =a,

E facil provar que:

Im [tn-"rﬂ + (1 - tn] -yn] =a

n—00

. A
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Veja o texto Lima, Elon Lages, Curso de Andlise, vol. 1- Projeto Euclides,SBM, 212, IMPA, 2019.

139: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

Seja f:I=R continua no ponto @ interior a E-Suponha que existe LeR ta que:

f(yn) — f (zn)

Iim =L,
Ly — Un
A - - Imz, =limy, = a.
para todo par de sequéncias de pontos em L:com Zrn < & < Un o n Yn Prove
. Na) .. . , L ,
gue existe f(a) e é igual a L: Mostre que: a hipdtese de f ser continua no ponto a é indispensavel.
Prova:

A priori, temos:

nt Ty nt T 4] L) — a n— O
flyn) = f( }:tu_f{y} f }—l—[l—tﬂ]_f{ )—f( ]_ onde t, = ¥
Ly — Un Yo — 0@ I, —a Un — Tq
Basta notar que:
| — Ty n) — a Ln) — a
@)= f(@n) _, fm)=f(@) o, f@n) =1 (@)
-Tfn_yn yn_a' Ly — QA
onde:
b= 7% o <1
Yo — Tp
Agora, passando ao limite; a medida que = % obtemos:

f I:ynj - f I:Iﬂ-}
m

Ly — Un

L=nh

= f({a)limt, + f(a) Im(1 —t¢,) = f(a).

Observacgao:

. ; e | ~
Vale ressaltar que: se f é continua em a € i (I), entao, temos:

m f (z,.) = f (limz,) = f (a)

. A
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e de forma inteiramente analoga, vem:

hm f (y,.) = f (a).

Além disso,

f(yn) — £ (zx)
m

Lp —Un

L=nh

=f(a).

140: PROFMAT( Pensando um pouco mais )

Uma funcio / - I —E. derivavel no intervalo I. Se existe @ = 1 tal que: [f (@) = f )] = |z~

para quaisquer *:¥ S Erent:Z\o, f é continua e possui derivada nula em todos os pontos de L
Consequentemente, f é constante.

1° Parte: Majoragoes

1f (x) — f(z0)] < |z — 20| < &= |z — 20| < VE

Desta forma basta tomar 0= {‘/E

Prova:

Dado £ = 0 existe 9 = Ve=0, tal que:

segue-se que:

Isto é, f é continua em £0-

22 Parte:

Basta observar que:

o—1

el

‘f{ﬂf}—f{rﬂn]

T — g

L — Lo, obtemos:

. A

Dai, passando ao limite a medida que
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(=) Com efeito, pela condic¢do de Lipschitz, temos:

<c

‘flfff} — f (@)

E—Ip

Agora, passando ao limite quando € — €0 e sabendo-se que f é derivavel em todo <0 € ]I:, vem:

f(z0) =0, Yao € int (I).

De sorte que: flz)=C ( constante).
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APENDICE A

Teorema:
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Sejam f : X — E continua em a e g : & — & continua em b = f (a). Entao,
gof - XZ—=©1R

& continua em a.

Prova:

Seja (z,) CX, x,, — a. f écontinua em a, entdo, f (z,,) — f(a) =b. Como
g é continua em b segue-se que g(f (x,)) — g(f(a)), ou seja,

(go f)(zn) — (g0 f)(a).
u

Teorema: ( Localizacao de zeros de uma funcao

continua )
Seja f : [a,b] — B uma funcao continua. Se f(a)_f (b) < 0, entdo, existe
zg € (a,b), tal que: f(xy) = 0.

Prova:
Sejay = 2L Se f () = 0 tomamos o = 7 e a demonstracao esta concluida.
Se f () < 0, entdo, tomamos x1 =y e y1 = b. Se f () > 0 escolhemos

1 = a ey = 7. Em quaisquer dos casos, temos:

h—
fle) <0< f(u).y1—z1 = 21[1

Seja v, = m—‘gm entdo, temos: f (7v4) =0, a demostracao esta concluida.
Se f(v) < 0, pomos y2 = y1 e T2 = 74, caso contrario, f (7;) = 0 e neste
caso, tomamos x2 = 1 e Y2 = 77, dal tem-se:

y1—x _b—a
2 - 922

flze) <0< flyz),v2 — 22 <
Continuando com o processo, obtemos uma seqiiéncia de intervalos
[@, 8] D; 21, D .. . I, D ...
onde I, = [z,,, v,], com

_ b—a
U — Ty = En—l'

oo

Seja xp £ ﬂ I.. entao, a luz do Teorema do Sanduiche, vem:

]‘1:1
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Além disso, z,, < ¢ < Y., ¥V 1 e mais.
0<29—Tpn < Yn — Tn, "N = Tp, — Zo. (2)

Como
U= (Un.—Tn) +Tn (3)

segue-se combinando (1), (2) e (3) que:

Yn — Zo-

Agora, pela continuidade de f temos:
flx,) — f(xo) e f(y.) — f (o). por outro lado, tem-se:

nli_{Tgof(xn)SO F(zo) <0
flzn) <0< f(yn) = - :{ e
{ Jim f(v.)=0 flzo) =0

De sorte que: f (o) =0.

2
Observacao:
E fundamental destacar que: o teorema de localizacao de zeros ( ou anula-
mento ) de uma funcédo continua é um teorema de existéncia.

Teorema do Valor Intermediario:

Seja f : [e,b] — R uma funcao continua, tal que: f(a) < k < f (b), entao,
existe g € (a.b), tal que: f (xg) = k.

Prova:

Basta considerar g : [a,b] — R, definida por: g (z) = f (z) — k. Entao,
temos:

(2) g é continua em [a, b] ( por qué?);

(22) gla)=f(a)—k<0eg(b)=f(d)—k >0.
Logo, pelo Teorema do anulamento segue-se que: existe

Zo € (a,b) - 9(Zo) =0 f(Zo) = k.
B

6.1 Maximo e Minimo Local ( Relativo )

Seja f : X — R uma funcao. Dizemos que:
(2) f(x0) € maximo local, quando: existe § > 0, tal que:

f(z) < flwxo), Ve (XNVs(xo)).
(22) f (o) € minimo local, quando: existe ¢ > 0. tal que:

f(@o) < f(z), Ve (XNVs(xo)).

. 2
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Observacao: Ao maximo ou minimo local ( relativo ) chama-se:
extremo local ( relativo ).

Teorema:

Seja f : X — R uma funcao, tal que:

(2) f é derivavel em zg € int (X);

(22) f admite um extremo local em z¢ € int (X). Entao, f'(zo) =0.

Observacao:
Antes de passarmos a demonstracdo, vejamos que a reciproca do teorema
é falsa. Basta escolher. f (z) = 2°. Além disso. f'(zp) =0 = 27 =0. No
entanto, f (0) = 0 nao é extremo local.
Demonstracao: ( Maximo Local )
Com efeito.

f(z) < f(zo), Ve (XNVs(xo)).

Entao. temos:

fx)—f(zo) [ <0, 2>z
T — Tp >0, z <z
entao, vem: f.'(29) <0e f_’(z9) = 0 e como f é derivdavel em z, segue-se

que: f'(zg) =0.
o

Teorema de Weiertrass:
Seja f : [a,b] — R uma funcao continua em [a, b]. entdo, existem
z1,%9 € [a, b]. tais que:

fz1) < f(x) < f(22), Yooy, 22 € [a,b].

Prova:
Veja o texto de Guidorizzi, Hamilton Luiz. Um curso de célculo.6 ed RJ:
LTC, 2018. Apéndice B 4 pagina 449

Teorema de Rolle:

Seja f : [a,b] — R uma funcao. satisfazendo as seguinte condicoes:

(z) f é continua em [a, b];
(22) f é derivavel em (a.b):
(22) f(a) = f(b). Entado. existe zq € (a.b), tal que: f'(zy) =0.

( Interprete geometricamente o resultado do teorema )
Demonstracao: Faremos a prova em duas parte, a saber:

12 Caso: Se f(x) = c, entdo, f'(zg) = 0, para todo zg € (a,b). Admita
agora, f nao constante.

. 2
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2° Caso: Se f nao é constante, entao, f atinge o maximo e o minimo em
[, b] ( Via Teorema de Weierstrass ) e como f (a) = f (b), segue que o
ma&ximo e o minimo de f ocorre no interior do intervalo [a,b]. Além disso.
como f é derivavel em (a, b) segue-se que: existe xg € (a.b), tal que:
f'(@o) =0.

jual

Teorema do Valor Médio:

Seja f : [a.b] — R uma funcao, satisfazendo as seguinte condicdes:

(2) f é continua em [a, b ;
(22) f é derivavel em (a,b). Entdo existe zy € (a.b). tal que:

)= f(a)

b—a

fwo) =
( Interprete geometricamente o resultado do teorema )

Demonstracao:
Consideremos & : [a, ] — R definida por:

b@)= (@)~ @) - (LO=LY) @ -a).

Entao, temos:

(z) @ é continua em [a, b] ;

(22) ® é derivavel em (a,b) ;

(222) @ (a) = @ (b) = 0, entado, pelo Teorema de Rolle existe zy € (a,b). de
modo que:

(])(xo):0<:>‘f(xo)— (f

e. portanto.
_f®)—f(a)

f(zo) T

Teorema: (Regra da Cadeia )

Sejam L e J intervalos da retaesejam f:I—Re g:J = f(I)— R funcoes
continuas. Se f é derivavel em x = xp e g é derivavel em yp = f (29), entdo,
go f é derivavel em o

e vale

(9o f) (xo) =9 (f (o)) -f (z0) -

Prova:
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gly)—glyo) y#y
Consideremos G : J — R dada por G (y) .= v—uo ’ O entdo,
g (%) Y=o
< é continua em J.
) . gy gy
Iim G (y) = lim @) o) =g (o) = G (%)
[ g T ¥y W — o
Logo, G é continua em J.
Agora, para y # yo, temos:
g(v) —9(w) =G(y) (v —vo),
ou ainda,
g(f(z))—g(f(zo)) flz)—f(z
T T T Iy

G o f é continua e, portanto, passando o limite em (1), obtemos:

lim g(f(x)) —g(f(zo)) —  im G{f{x}}_f{ir}—f{ﬁu}

T r— Iy B Ir — Iy

= G(f(z0))-f (z0) =9 (f (0))-f (x0)-

H
Teorema: ( funcao Inversa)
cejam f ;I — B derivavel e estritamente crescente com inversa
g:J=f(I)—= &, com f'(xzy) # 0. Entao, tem-se:
/(40) = ——v0 = £ (0)
Sugestao:
Com efeito, sendo f(xg) # 0 segue que f(xp) > 0 ou f(zg) < 0, em
qualsquer dos casos f é inversivel. Além disso. temos que:
¢ () = fim 9W-9w)) _ . 9(f(z))—g(f(x0))
v—w Y~ Yo =—=zo  f(x) — f(@o)
_ oy 1 1
T ole T@=IGED) P (zg)
z—xp
H
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6.2 A Dedugao da equagao do 2° grau por Viete e Um
pouco de Historia

(2) Vamos descrever o método de Viéte para a resolucao de equacao do 2°

grau. Seja
ax’ +bx+c=0, a #0. (1)
Fazendo » = u+v. onde u e v sao incégnitas auxiliares, e levando na equacao
(1), vem:
av? + (2au +b)v +au® +bu+c=0. (2)

Viete transformou essa equacdo (2) numa equacao incompleta do 2° grau,
anulando o coeficiente de
b

v, isto €, escolhendo u = 5. Obteve assim a equacao:

-5\’ —b
av2+a(%) +b(%)+c=0, (3)

e fazendo algumas manipulacoes simples em (3). obtemos:

b — 4ac

‘)

O e _ 4
E 4a2 (4)

Se b2 — 4ac > 0, entdo, decorre de (4) que:

G +vb2 — 4ac (5)
o 2a ¢ ‘
e. portanto,
—b Vb2 —4dac —-bEVb? —4dac
T=u-+7v o — :

5 2 2a 2a

Que é a " formula de Baskara " o que parece ser exclusiva do Brasil.
B

6.3 Fungoes Convexas e Condigoes de Otimalidade de 1¢
e 2¢ ordem

Seja f : X — R uma funcao definida no intervalo X. Dizemos que f é convexa.,
quando:
F1—2t)z1 +txy) < (1—1) f (1) +2f (x2),
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paratodozj, 2z, €EXe 0 <t <1.

Teorema: ( Condicao de 1% ordem )
Seja f : X — R uma funcdo, f € C, entdo, temos:
f €& convexa se, e somente se,

f(z) = f(zo) + £ (xo) (x — z0) ,

para todo z, 2y € wnt (X).
Demonstracao:
(=) Suponha que f é convexa, entdo. temos:

FIA=t)zo +tx) = (1 —1) f (z0) +1f (2),
ou ainda,
f(zo +t(z —0)) — f(20) < t(f(z) = f(20)),
dito de outro modo, vem:

f (zo +t(x — 0)) — f (z0)
t

< f(z) = f(20)- (#)
Passando ao limte, quando ¢ — 0. obtemos:

f(zo) + f (o) (z — 20) < f(2).

(<) Reciprocamente,
f(z) = f(2o) + [ (0) (x — 20) ,

para todo z, zp € int (X).
Agora, fixando x1,2, €t (X) e 0 < a < 1, temos:

af (x1) =z af (zo) + f (z0) (az1 — awzo) (1)
e analogamente,
(1-a)f(z2) = (1 —a)f (zo) + f'(®o) (1 — )22 — (1 —@)z0),  (2)
Decorre de (1) e (2) que:
af (z1) + (1 —a)f (z2) = f(zo) + ' (=0) [az1 + (1 — @) 23 — 7],
como 2o = ax1 + (1 — @) za segue que:
af(z1)+ (1 —a)f (z2) = f(az1 + (1 —a)z2).

Logo, f é convexa. ®

. A




Problemas A Nivel Do Mestrado Profissional Em Matematica

Ohservacao: Na demonstracao fazendo os detalhes de (#). obtemos:

flzo+h)— flzo) _
- =

x—xp

lim f(xo +t(x —2x0)) — f(20) g
t—0 t h—0

f (o) (x — 20) -

Teorema: ( Condicao de 2¢ ordem )
Seja f : X — R uma funcao, f € C2. Entao,
f € convexa se, e somente se,

7 (z) = 0,
para todo x € int (X) .
Demonstracao:
(—==) Com efeito. f7(x) > 0. entao. a luz do desenvolvimento de Taylor,
temos:

f7 (o)
2!

f(z)=f(xo) + f (20) (x — z0) + (x—z0) +..., (A)

ou ainda,
f(z) = f (o) + f (o) (x — @0)
Visto que, L,(_,—’fﬂl (x — :130)2 > 0, portanto,

f(z) = f(zo) + f(20) (x — o) (B)

e pelo Teorema das condicoes de otimalidade de 1¢ ordem. segue que: f é

convexa.
(=) Por hipétese f é convexa. Suponha que f7(z) < 0 para algum
z € it (X) . temos também que existe zg € nt (X), de modo que:

f7 (o)
2!

(.’Z‘ —330)2 < 0.

Além disso. pela expansao de Taylor, vem:

f7 (zo) 2

f(z) = f (o) + f(@o) (z — @o) + T (&%) +-.., (4)
conseqiientemente,
f(z) < f(zo) + f(@o) (x — o) - (B)
Logo, A = B.

Portanto. f nao é convexa. Absurdo! Pois, supomos f7(z) < 0 .
De sorte que: f7(z) > 0.
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Alfabeto Grego:
A a(alfa)

B 3 ( beta)

I' v (gama)

A 4 ( delta )

€ ( epsilon )

—AT oD NM

=

N
O
IT
P
z
X
Y

¥ ¥ ( phi)
Q w ( omega )
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NOTAS

Nota 1

Pierre Simon Marquuis de Laplace (1749 & 1827) Um notdrio matematico, fisico e astronomo, Laplace
foi chamado por alguns dos seus contemporaneos de " o Newton da Franga". Embora Laplace tenha
usado a transformada integral (1) em seu trabalho sobre teoria da probabilidade, é mais provavel que
a integral tenha sido descoberta por Euler. Publicagdes importantes de Laplace foram os tratados
Mecanique Celest e Theorie Analytique des Probabilités. Nascido de uma familia pobre, Laplace se
tornou amigo de Napoledao, mas foi elevado a aristocracia por Luis XV Il apds a Restauragao.

Nota 2

Este postulado pode ser apresentado como teorema, com o seguinte enunciado: Se @7 £ CE ¢
limitado superiormente. Entdo, X tem supremo em R.

Nota 3

Na realidade, o item (iii) é devido ao matemadtico grego Eudoxo, que viveu alguns séculos antes de
Arquimedes.

Nota 4

Francois Viete foi um matematico francés que nasceu em Fontenay no ano de 1540 e morreu em Paris
no ano de 1603. Na sua juventude, estudou e exerceu Direito e tornou- se membro do Parlamento da
Bretanha. Ndo era, portanto, um matematico por profissdo; porém o seu lazer era dedicado a
Matematica, dentro da qual desempenhou um papel central na transicdo da época Renascentista para
a Moderna. Fez contribuicdes a Aritmética, Algebra, Trigonometria e Geometria, mas sem duvida foi
na Algebra que ocorreram suas mais importantes contribuicdes, pois aqui Viete chegou mais préximo
das idéias modernas.




