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Resumo: Neste trabalho estudamos problemas em diversos níveis de compreensão e diversas áreas 

da matemática: de temas básicos como trigonometria a, números complexos e construções de 

subcorpos, congruências, teoremas de homomorfismo, álgebra linear, análise matemática, 

geometrias analítica e diferencial, em alguns casos, Cálculo Avançado, Álgebra Abstrara e Aritmética. 
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INTRODUÇÃO 

O propósito deste pequeno texto é apresentar algumas questões a Nível do Mestrado Profissional em 

Matemática PROFMAT ( Pensando um pouco mais ), frutos das experiências de décadas de conversas, 

a priori, informais com meu amigo, por quase quatro décadas, o grande mestre Olavo Otavio Nunes ( 

mais conhecido como mestre lambe-lambe: ao se deliciar com um problema desafio até conseguir 

resolver) e com os amigos e professores da UPE-Poli Willames e Sérgio Galdino. Devemos ressaltar 

que: O público alvo são: Professores de matemática, alunos do PROFMAT, graduação, bacharelado em 

matemática e Áreas Afins. 

Neste trabalho, estudamos problemas em diversos níveis de compreensão; tentando colocar um 

letramento de Mentalidade Matemática Crescente, Criativa e Flexível e diversas áreas da matemática: 

de temas básicos como trigonometria a, funções periódica sem período fundamental, funções trigono- 

métricas cujas somas são não-periódicas, funções definidas na reta contínuas apenas num único 

ponto, números complexos, corpo, subcorpos, congruências, teoremas de homomorfismo, álgebra 

linear, autovalores e auto vetores, transformações lineares, formas bilineares, análise matemática, 

geometrias analítica e vetorial, geometria diferencial, número mínimo de cartas locais que cubra a 

esfera, em alguns casos, Cálculo Avançado, exemplo função diferenciável à Gateauxde que não é 

contínua, da Álgebra Abstrara e Aritmética. 

PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

1: Seja M uma matriz invertível ,prove que: 

 

Prova: 

Com efeito, 

 

então, 
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Daí, não esquecendo que a série converge uniformemente e 

 

( É fácil ver por indução finita sobre n ), segue-se que: 

 

 

Com  

Prova: 

então, derivando ambos os lados, temos: 

 

Agora, derivando novamente e fazendo t = 0, obtemos: 

 

Logo, 

 

então, é fácil ver que: 

 

satisfaz ao problema de valor inicial (p.v.i) 
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(Verifique!). Então, pela unicidade da solução temos: 

 

De sorte que: 

 

Observação: 

Se A é nilpotente de indice k, temos:  

 

Todos estes fatos básicos serão de fundamental importância para a Forma Canônica de Jordan. 

2: (O.B.M. -Olimpíada Brasileira de Matemática) 

Prove que, para todo n natural, vale a desigualdade: 

 

Afirmação 1 Para todo ,prove que: 

 

Sugestão: 

Basta fazer algumas manipulações básicas para obter: 
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Agora, voltando ao problema dado usando indução finita sobre n, temos: 

 Para , tem-se:  

   Suponha válido para n. Isto é, 

 

(Hipótese da indução) 

Então, tem-se que: 

 

À luz da afirmação 1, 

 

segue-se que: 

 

Portanto, Pn é válido via indução .nita sobre n: 

3.Seja T : uma transformação linear dada por: 

 

Pede-se: 
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i) Ker(T) e dimKer (T) ; 

ii) Uma base β para a Im (T) : T é sobrejetora? Justifique. 

Solução: 

Seja T : uma transformação linear dada por: 

 

i) Afirmação: T não é injetora. De fato, o núcleo de T é descrito por: 

 

 

Com efeito,  

 

Segue-se daí que: T não e injetora. Além disso,  

    (ii) Agora, pelo teorema do núcleo e da imagem, temos: 

 

, portanto, T é não é 

sobrejetora. 

Vamos determinar os geradores para Im (T) : 

 

Daí, vem: Como 

dim Im (T) = 2; segue-se que β =  é uma base para Im(T): 
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4: Considere uma transformação linear  se  

Prove que existe um vetor não nulo  tal que vetor nulo de V) 

Prova: 

Suponha que  então, dim  

Agora, pelo Teorema do núcleo e da imagem, temos: 

 

Absurdo! Pois, supomos  

De sorte que: existe  

5: Seja  uma transformação linear satisfazendo a seguinte propriedade: Se 

uma base de U, então, 

 

é L.I. em V. Prove que: F é injetora.( por definição ). 

L.I. =linearmente independente 

Prova: 

Queremos mostrar que: F é injetora, isto é, 

 

Com efeito,  é uma base de U, então, existem 

 

 

Além disso, 
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Daí, substituindo (1) em (2), obtemos: 

 

Como  são linearmente independentes, segue-se que: 

 

Logo, F é injetora. 

 

6: Seja  uma transformação linear, definida por: 

 

Pede-se:  

(i) Ker (T) e dimKer (T) : 

(ii) dim Im (T) e uma base para Im (T) : 

Solução: 

Seja  uma transformação linear dada por: 

 

i) De fato, o núcleo de T é descrito por: 

 

Com efeito,  
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 Portanto 

 

Segue-se daí que: T não e injetora. Além disso,  

( Hipótese de indução ) 

Então, falta mostrar para n + 1. 

Basta notar que: 

 

14:Mostre que se qualquer vetor-coluna não-nulo de então a matriz   dada por: 

 

é ortogonal e também simétrica. 

Definição: Dizemos que uma matriz é ortogonal, quando:  

Queremos provar que: 

(i) A é uma matriz simétrica, isto é,  

(ii) A é uma matriz ortogonal, isto é,  

Prova: 

(i) Com efeito,  
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Logo, A é uma matriz simétrica. 

(ii) A priori, como  tem-se: 

 

De sorte que: A é uma matriz ortogonal 

 

  

15:  Sejam  números reais positivos. Prove que: 

 

Generalize. 

(b) Sejam ( corpo ordenado completo ); com para todo  
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Mostre que: 

 

Prova: 

Não faremos o caso particular ( Fica como exercício!) 

1º modo:  

(b) Sejam   com , para todo façamos por simplicidade 

 

Além disso, veja que resultados lindos e elegantes, usando a norma euclidiana e o produto interno 

usual, temos: 

 

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos o belíssimo resultado: 

 

e, portanto, elevando-se ao quadrado, ambos os membos da desigualdade, vem: 

 

2º modo: 
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À luz dadas desigualdades entre as médias geométricas e aritméticas, temos: 

 

e de forma análoga, vem: 

 

Agora, multiplicando membro a membro (1) e (2) e destacando que 

 

obtemos: 

 

16: (i) calcule de modo que:  onde: 

 

(ii) Use o resultado do item anterior, para obter as soluções não-nulas do sistema homogêneo 

 

Solução: 

(i) Com efeito, temos: 
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Daí, vem: 

 

( Posteriormente, estes  serão chamados de autovalores ou valores característicos que estarão 

associados aos seus respectivos autovetores ou vetores característicos que são as soluções não-nulas 

dos sistemas homogêneos). 

Observação: 

(A) Notação: 

 

Produtório de , variando de  

tal que: é chamada matriz triangular superior. Neste 

caso, 

 

dito de outra forma, o determinante da matriz triangular superior é igual ao produto dos elementos 

da diagonal principal. 

(ii) Para obter as soluções não-nulas do sistema homogêneo 

 

que corresponde aos autovetores associados aos autovalores obtidos no item anterior, teremos três 

casos a considerar, a saber: 

1º Caso:  
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Logo, com  um autovetor associado ao autovalor  isto é, o 

espaço solução  é dada por: 

 

isto é, (1; 0; 0) gera Significa que qualquer solução não-nula é múltiplo escalar do vetor (1; 0; 0) : 

2º Caso:  

 

Logo, , com  é um autovetor associado ao autovalor , ou 

ainda, a solução é dada por: 

 

ou seja, (0; 1; 0) gera . 

3º Caso:  

 

Logo, , com  é um autovetor, ou ainda, a solução é dada 

por: 

 

ou seja,  gera                                                         

17: Sejam , prove que: 

 é linear. 
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Observação: 

 é o espaço de todas as transformações lineares de em  

Prova: 

Sejam G e T transformações lineares, então, queremos mostrar que: 

 

é linear. 

 

 obtem-se: 

 

Logo,  é linear. 

18: Seja ,tal que: dim  Então, prove que: 

 

Prova: 

Basta notar que: ,onde  

Assim, usando o teoremado Núcleo e da Imagem, obtemos: 

 

Portanto, 
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19: Sejam lineares, definidas por: 

 

Pede-se: 

 é sobretejora? 

 

 

Prova: 

 onde: 

 

É o traço da matriz A: 

Núcleo de  

 

(ii) Com efeito,  
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então, tem-se: dim Im   

 

De sorte que:  é sobrejetora.   

(iii) Decorre do Teorema do Núcleo e da Imagem que: 

20: Seja   espaço de todos os polinômios e sejam 

transformações lineares, definidas por: 

 

Então, verifique se: 

 

Com efeito, 

 

Procedendo de forma análoga, temos: 

 

Agora, de (1) e (2), obtemos: 

 

De sorte que:  

 

(ii) Consideremos, a priori, 
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Agora, continuando com o processo, vem: 

 

Assim, 

 

Além disso, temos: 

 

Consequentemente, de (3) e(4) ; obtemos:: 

 

De sorte que: 

 

Observação: 

é um espaço vetorial sobre  de dimensão infinita, ou seja, dim  Vale ressaltar 

que em dimensão finita, não vale. 

Conjectura: 

Este resultado continua válido em espaço de dimensão finita? A resposta é não, o que seja delineado 

no problema a seguir.  

21: Não existem matrizes ,tais que: 

 

Suponha válido, então, usando o traço da matriz identidade, vem:  

Por outro lado, tem-se: 
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Assim, 

 

Absurdo! Visto que  

Portanto, tais matrizes não existem satisfazendo  

 

22: Seja uma transformação linear, definida por:  

 

Mostre que: 

 

Conclua daí que: T é contínua em  Generalize. 

23: Seja uma transformação linear, prove que:: 

 

Conclua daí que: T é contínua em  

Prova: 

Seja  então, tem-se:  

 desta forma, vem: 
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Assim, 

 

por conseguinte, obtemos: 

 

 

Como T é linear, temos: 

 para todo ,segue-se daí que 

 

( T é Lipschitziana ).  

Agora, dado  tal que: 

 

Portanto, T é contínua em   

24: Prove que: O espaço das transformações lineares de U em V, tais que:  

isomorfo ao espaço das matrizes de ordem m X n com entradas reais, ou seja,  é isomorfo a 

 e, denotamos por: 

 

A fixação das bases  determina portanto uma transformação 
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Prova: 

Afirmação 1: é linear 

 

Portanto,  é linear. 

 

De sorte que:  é sobrejetora. 

Por conseguinte, obtemos:  é isomorfo a . 

25: Sejam U e V dois espaços vetoriais sobre R tais que:  

Então, o espaço tem dimensão m: n 
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Prova: 

Sejam  e   as bases respectivamente de U e V:  

                          

 

26: Prove que: 

 

Prova: Basta notar que: 

 

27 Sejam  funções contínuas. Mostre que: 

 

Prova: 

Considere   então, temos: 
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Por conseguinte, obtemos: 

 

28: ( Função Diferenciável que não é contínua )  

Seja  uma função definida por:  

 

Prove que: 

(a) f é diferenciável à Gateaux em (0; 0) ; 

(b) f não é contínua em (0; 0) : 

Prova: 

(a) Com efeito, 

 

Logo,  

(b) Basta escolher a sequência 
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Portanto, 

 

Ou ainda, f não é contínua em (0; 0) :                                                                                       

NÚMEROS COMPLEXOS 

Nos textos do Ensino Médio, em geral, são apresentados os números complexos a forma 

ou algébrica com  onde:  é necessário fé, para aceita a 

identificação 

 

Problema: 

A equação não é solúvel em R. Construir um corpo C que contenha um subcorpo 

 onde  seja isomorfo a R e a equação   seja solúvel. 

Lema 1: Seja  onde: 

 

 onde : S é isomorfo a R. 

De fato,  é fechado 

 

De sorte que: S é fechado.  

  

Consideremos  definida por:  

 

Afirmação 1:  é um homomorfismo Basta notar que: 
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Portanto, um homomorfismo. 

  

Afirmação 2:  injetora. De fato, 

 

Usando uma equivalência tautológica, temos: 

 

Logo,  é injetora. 

Afirmação 3:  é sobrejetora. Com efeito, note que: 

 

ou ainda,  é sobrejetora. Por conseguinte, vem :   é um isomorfismo.  

   

Note que: 

 

1        Subespaço dos polinômios de grau menor do que ou igual a 1; com entradas 

reais. 

 

Desta forma, temos:  Dito de outro modo, no subespaço  temos 

todos os casos particulares de a saber: 
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 ( polinômio identicamente nulo ). 

 ( polinômio constante ou de grau zero) ( neste caso ) 

 polinômio 

( a rigor seria função polinomial na indeterminada x) passando pela origem, também chamado de 

função linear no sentido da álgebra linear; não por ser reta, , dito de outro modo, 

temos: 

 

onde: é um subespaço de  ( Prove! ) e finalmente o subespaço  

 

englobando todos os casos anteriores e mesmo sendo uma reta,  

 

Conhecida no ensino médio como como fução afim, com  O matemático, Elon 

Lages Lima, aborda 

 

Olhando como um subespaço  de polinômios de grau no máximo 1: 

29:Seja a transformação  , definida por: 

 

Mostre que: 

(A) T é linear (b) T é injetora por definição.(c) T é sobrejetora por definição. 

(B) T é bijetora ( prove!) 

(A) (i) Afirmação 1: 

Queremos provar que T é injetora: 
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De sorte que: T é injetora por definição.   

   

De sorte que: T é injetora por definição.  

Observação: Outro modo de provar a injetividade seria mostrar que o núcleo  

(ii) Afirmação 2: 

Queremos provar que T é sobrejetora: 

 

Com efeito, ,daí, obtemos: Im  ou seja, o 

contra-domínio  é igual a imagem de T: 

Logo, T é sobrejetora, consequentemente, T é bijetora. 

Obtenha a 

 

 

( Exercício!) 

Observação: Poderíamos ter usado o teorema do núcleo e da imagem para provar a sobrejetividade 

de T: 

Exercício 

(A) Considere 
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Pede-se: 

(i) Provar que:  um subespaço; 

(ii) Determinar uma base  e dê a dim  

(iii)  é uma base para Justifique! 

(B) Mostre que a função  dada por:  satisfaz: 

 

 Isto é, T é linear. 

Observação: 

Cuidado! não se pode afirmar, como alguns textos do Ensino Médio, função do 1º grau, 

 

Vale ressaltar: a função não é f (x) a função é f; f (x) já é o resultado da lei. Além disso, função não tem 

grau.( salvo no tocante a ser homogênea aí é outra coisa: é grau de homogeneidade de uma função). 

30: Seja a transformação , definida por: 

 

onde:  polinômiosg : 

Prove que : T é linear 

Observação: 

 

Prova: 
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Portanto, T é linear. 

   

2 COMPOSIÇÕES DE FUNÇÕES 

Onde: 

(i) Im (g) : Imagem da função g 

(ii) Im (g)  A imagem da função g está contida ou é igual ao domínio da função f:  

 (função Identidade) : 

Observação 1 : 

 

Exemplo 2 : Considere as funções f e g; definidas por:  Pede-se, caso 

existam: 
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Solução 3 : É fundamental obter primeiro os domínios das funções, alguns textos do Ensino Médio, 

induz que se pode fazer o contrário, ou seja, determinar a composta, para só em seguida, obter o 

domínio. Estes exemplos esclarecem que, se fizermos o contrário, daria errado. Vejamos 

 

Agora,  

Note que: se por um momento de fraqueza, fizessemos antes de obter o  existiria 

 

Absurdo! visto que . 

Procedendo de forma análoga, obtemos: 

 

Daí, segue-se que: 

 Consequentemente, em geral se tem: 

, ou ainda, composições de funções não é comutativa. 

Guarde bem e nunca esqueça! Obter a composta de duas funções  e .  antes é necessário, 

obter o domínio de existência, caso sejam possíveis 

  

31: Uma função  de classe  no aberto , diz-se harmônica, quando:  

 ( Equação de 1Laplace ); 
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para todo Mostre que:  onde:  é 

harmônica. 

Prova: 

Com efeito,  

 

Então, procedendo de forma análoga, tem-se: 

 

Agora, decorre de (1) ; (2) e (3) que: 

 

e, portanto,  isto é, u é uma função harmônica.  

  

32:( Teste da razão para sequências ) 

Seja    então, 

 

Prova: 
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Seja tal que:  e fixemos  por definição de limite existe 

 tal que: 

 

Decorre de (1) que: 

 

Logo, e, portanto, a seqüência (xn) é limitada inferiormente por zero, e 

decrescente, a partir da ordem n0, sendo portanto convergente. Seja  se a fosse 

positivo, então, teríamos: 

 

Isso contradiz a hipótese de ser  

Portanto,  

Para ilustrar o teste, estude a convergência das seqüências descritas a seguir: 

(i) Observe que: 

 

Como ( Verifique este fato! ), segue-se pelo teste da razão que: 

 

33: ( Função contínua ) 
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Moste ou dê um contra-exemplo: 

Não existe  contínua que transforme todo número racional num irracional e vice-versa 

Queremos averiguar a existência ou não das seguintes funções  

 contínua; 

 contínua. 

Prova: Suponhamos que  seja contínua consideremos 

 

Enão, g é obviamente contínua, visto que: f e x o são. Além disso, temos: 

 

Agora, dados que  são ambos densos em  então, existe  tal que: 

 Como g é contínua, segue-se do teorema do Valor Intermediário que existe 

 tal que: Absurdo! Visto que: para qualquer que seja 

 

Portanto, f acima descrito não existe. 

  

34: Revisitando as densidades dos números racionais e irracionais em  

1. a é "denso" em  isto é, dados  com  existe  tal que;  

Prova: 

Seja tal que: 

 

Seja  tal que: 
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Agora, decorre de (2) que temos: 

e, portanto,  

b.  é "denso" em R, ou seja, dados  com  existe   irracional, tal que: 

 

Prova: 

Basta usar o resultado do item anterior, destacando os números reais  e  obtendo um número 

racional  tal que: . 

Então,  é irracional satisfazendo  

35: ( Norma Euclidiana ) 

Seja  , então, prove que: 

 

onde: para todo  

Prova: Basta notar que:  

 

tomando-se: vem: 

 

para todo  

Portanto, 
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para todo  

  

Observação: Algumas Normas em : 

(i) Norma Euclidiana: 

 

(iii) Norma do máximo ( ou supremo ): 

 

( Em espaços de dimensão finita todas as normas são equivalentes ), em particular, em  temos: 

 

36:( Condições de otimalidade de 1ª ordem ) 

 

Afirmação: Os problemas (1) e (2) são equivalentes. 

Prova: Sejam  Considere a função 

Lagrangiana associada ao problema (1) 

 

Utilizando as condições de otimalidade de 1ª ordem de KKT as quais são necessárias e suficientes neste 

caso, temos: 

 

Para . Além disso,  
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De sorte que, o prescrito anteriormente produz o problema (2) 

  

Observação : KKK generaliza a otimização usando os multiplicadores de Lagrange, aqui estamos 

falando de aspectos matemáticos da programação não-linear, destacando que é a região aberta do 

de uma região interior viável, podendo ser inclusive . 

37: ( Projeção Estereográfica ) 

São necessárias duas cartas locais no mínimo para cobrir a esfera. Além disso, tem-se: um 

difeomorfismo local 

Considere e sejam ,tal que: 

 

A equação da reta que passa por N (0; 0; 1) e  na direção  é dada por: 

 

Agora, a intersecção da reta com S2 é descrita por: 

      e, portanto, 

 

Decorre de (I) e (II) que:  , onde:  

Observação 1: A aplicação inversa de  é chamada de Projeção Estereográfica. 
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(i) A equação da reta que passa por na direção do vetor 

, é dada por: 

 

(ii) A intersecção da reta com o plano  produz o seguinte resultado: 

 

Assim, 

 

Logo, 

 

Observação 2: Revisitando a Álgebra Linear: O  é isomorfo a qualquer subespaço vetorial de 

dimensão 2 do  Sugestão: Por simplicidade tome  trivial que T é um 

isomorfismo. Vale ressaltar que: podemos fazer a seguinte identificação  

38: (Projeção Estereográfica  é biunívoca entre é biunívoca entre   Escreva as 

esquações paramétricas da reta que passa pelos pontos  e  no plano. Mostre que, 

além do ponto N, essa reta corta a circunferência no ponto 

 Em seguida, escreva as equações paramétricas da reta que passa 

por  e pelo ponto da circunferência Mostre que esta reta corta o 

eixo das abcissas no ponto ,  onde  , A função  definida 

por  
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estabelece uma correspondência biunívoca entre cuja inversa 

 

tal que: 

 

A função chama-se a projeção estereográfica de  sobre  e sua inversa fornece uma 

outra parametrização da circunferência ( exceto o "polo norte" N) por meio de funções racionais. 

Prova: 

Projeção Estereográfica e sua inversa  

A equação da circunferência dada por  

 

(i) A equação da reta L que passa por , é dada por: 

 

Sendo  a direção de L: 
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Logo, onde: 

 

Afirmação:   onde: 

Com efeito, então, temos: Portanto, 

 

Agora, levando (II) em (I) ; obtemos: 

 

De sorte que:  

(ii) A equação da reta que passa por  cujo vetor diretor é  é 

descrita por: 

 

Agora, L corta o eixo  

Portanto,  

Onde L :  

Consequentemente, vem: 

A Projeção Estereográfica é biunívoca entre ou seja,  e é um isomorfismo

onde: 
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Daí, segue-se que: 

 

Onde: 

 

39: Seja diferençável, tal que:  para todo Prove que: f é linear. 

A priori, vamos mostrar que: 

 

De fato, para temos:  ( hipótese ) Suponha válido para  ou seja, 

 

Então, falta mostrar para n: Vejamos 

 

Para todo  

Além disso,  

Agora, pela diferenciabilidade de f , temos: 
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Portanto, 

 

Com  donde, obtemos: 

 

De sorte que: f é linear. 

40: Seja  uma aplicação bilinear. Se B é uniformemente contínua. Mostre que: 

 

Prova: 

Suponha que  então, existe , tal que: 

 

Assim, tomando-se: , onde: 

vem: 

 

Agora, 

 

Usando o fato de que B é uma forma bilinear, obtemos: 
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Logo, 

 

Dito de outro modo, tem-se: 

 

41: ( Questão: autor Prof. Dr. Marcos Crispino ) 

Dado a reta e a esfera  mostre que o comprimento L da corda determinada por 

S sobre  

Prova: 

Sejam  

 

 

Daí, obtemos: 

 

Agora, o comprimento  

Assim,  

Decorre de (1) que: 
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Desta forma, temos: 

 

Além disso,  

 

Portanto, 

 

 

44: Verifique se a função  definida por :  é periódica sem 

período fundamental. 

Sugestão: Basta notar que     

45: Dê exemplos de soma de funções periódicas que não é periódica. 
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Escolha  com ( irracional ). Mostre que: f não é uma função 

periódica. 

Prova: 

Por definição, temos: 

 

Note que: Assim, 

 

Se , então, sin  

por outro lado, temos: 

 

Daí, vem:  Absurdo! Visto que: é irracional. 

De sorte que f não é periódica.     

46: Seja f uma função dada por:  

 

Prove que: 

 

(ii) f é contínua em 2: 

Prova: 
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Observe que: 

 

Agora,  

por conseguinte, obtemos: 

 

Visto que:  

Logo,  

Algumas Majorações: 

 

Assim, basta tomar  

Prova: 

Dado  existe  tal que: 

 

Assim, 

 

Portanto,  

 

Ou ainda, f é contínua em 2:  

 

Observação: 
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É um erro comum, de alguns livros de Cálculo, dizer que: toda função contínua é aquela que traçamos 

o gráfico de f sem tirar o lápis do papel. Toda função deste tipo é contínua. Mas, nem toda função 

contínua é deste tipo. Seja  um conjunto discreto ( um conjunto é discreto se todo ponto de 

isolado ). Assim, toda função  é contínua em De fato, 

 

47: Se  num corpo ordenado K, prove que, dados  

tais que:  tem-se:  

Prova: 

 

Logo, 

 

48: Dividir um número "a" em partes  proporcionais a: tais 

que:  Prove que: 
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Prova: 

Com efeito,  é diretamente proporcional  com que: 

 Então, tem-se:  Consequentemente, 

temos: 

 

Daí, segue-se que:  

49: Seja  contínua. Mostre que o conjunto 

 

é fechado. Conclua que, se  são contínuas então  

é fechado. 

Fatos que ajudam: 

(F1) S é fechado quando  onde  denota a fronteira de S: 

(F2) S é fechado  onde  o fêcho de S: Queremos provar que Zf é fechado. 

Isto é,  

Prova: 

1° caso:  

Seja  então, como ,segue-se que:  

Logo   
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Seja , então, existe  com , tal que:  

Agora, por definição  Como f é contínua em  segue-se que: 

 

donde, vem  ou ainda,  e, portanto,  

Combinando os casos (1) e (2), obtemos: 

 

Consequentemente, façamos então,  

 

pelo item anterior,  é fechado, isto é, C é um conjunto fechado. 

   

50: Sejam no corpo ordenado completo  

tais que: , tal que: 

 

prove que: 

 

Vejamos alguma majorações antes de fazer a demonstração: 

 

Assim, 
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Prova:  

Dado existe ,tal que: 

 

Agora, de (1) e (2) segue-se que:  

 

De sorte que: 

 

51: Sejam  no corpo ordenado completo ,tais que:   

e 

 

Prove que: 

 

Alguma majorações: 
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Além disso, temos: 

 

Assim, 

 

e, portanto, 

 

Prova: 

Faça a redação matemática da demonstração. 

  

52: Seja f uma função dada por: 

 

Prove que: 

 

Prova: 
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Como , segue-se que: 

 

(ii) Para  então,  e, portanto, Daí e do item anterior, obtemos: 

 

(iii) Basta revisitar a desigualdade entre as médias: geométrica e aritmética, obtendo: 

 

Logo, 

 

53: Se  é tal que: tem-se 

 

então, verifique se: 

 para todo  

Prova: ( Usar indução finita sobre n ) 

 

(ii) Suponha válido para n. Então, falta mostrar para n + 1: Vejamos 
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Logo, 

 

ou ainda, 

 

54: Seja  uma função limitada. 

(i)  

(ii) Prove que: dado  existe  tal que: 

 

Prova: 

Com efeito,  donde, C é cota superior para  

Daí, vem:  Além disso, dado  existe  tal que: 

 ou seja,  é a menos das cotas superiores. Logo, 

 

Por outro lado, temos: 

 

Agora, sabe-se que por definição  

De sorte que:  

 

ou ainda, 



 

 

Problemas A Nível Do Mestrado Profissional Em Matemática 

                                                                                                   57 

 

Define-se:   

 

Observação: Vale ressaltar que: se trocarmos  por quase sempre (q.s.) a menos de um 

conjunto de medida nula à Lebesgue ou em quase todo ponto (q.t.p.) estabelecemos assim, o chamado 

Supremo Essencial 

 

55: Sejam números reais positivos, tais que: Verifique se: 

 

Prova: Basta notar que: 

 

Donde, obtemos: 

 

visto que Portanto, 

 

Observação: O mesmo problema, poderia ser provado ou não, por indução finita sobre n? Explique! 

56: Sejam  ( corpo ordenado completo ), tais que: 

mostre que: 
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Prova: Basta observar que: 

 

Logo, 

 

57: ( Isomorfismo e espaço quociente)  

Seja uma transformação linear. Mostre que: , onde 

 indica o espaço quociente de   

Sugestão: 

 

 

58: ( Isomorfismo) 

Prove que: C ([0; 1]) é isomorfo a C ([2; 3]), isto é, C Vale destacar que: 

 uma função contínua : 

Prova: Com efeito,  então podemos tomar 

 

É fácil ver que T é linear ( Verifique! ) 
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Provemos que T é um isomorfismo, por simplicidade façamos o seguinte: 

 

de modo análogo, a inversa de será dada por: 

 

Além disso, observe o diagrama a seguir: 

 

Afirmação 1: T é injetora 

Seja  então,  daí seque-se que: Portanto, 

 

Dito de outro modo, temos: 

 

De sorte que: T é injetora. 

Afirmação 2: T é sobrejetora 

 

Portanto, T é sobrejetora. 

Por conseguinte, T é um isomorfismo. Além disso, podemos escrever de outra forma: 

 

59:( Questão: autor Prof. Dr. Marcos Crispino: Lugar Geométrico) 
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Sejam  Que lugar geométrico é o conjunto 

 

Solução: 

 

Daí, teremos três casos, a saber: 

 

60: ( Questão: autor Prof. Dr. Marcos Crispino ) 
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Dada a elipse descrita pela equação  e seja L o comprimento da corda da elipse que 

contém a origem.Mostre que: 

 

Prova: 

Com efeito, um conjunto de equações paramétricas da reta S, são dadas por 

 

onde:  

Consequentemente, tem-se: 

 

Daí, levando (2) em (1) ; obtem-se: 

 

Procedendo de forma análoga, vem: 
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Assim, o comprimento L, é descrito por: 

 

Visto que:  

Logo, 

 

Agora, observe que: 

 

Donde, vem: 

 

Analogamente, temos: 

 

Portanto, 
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Segue-se de (3) e (4) o resultado, ou ainda, 

 

61:( Vestibular: COVEST 1999: Função e majorações ) 

Seja  a função definida por: 

 

então, verifique se:  

Solução: 

Com efeito,  

 

então,  

 

Afirmação: De fato, 

 

Por conseguinte, vem: 
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Assim, 

 

De sorte que: 

 

62: ( Máximo e Mínimo do módulo de um complexo sobre certas restrições) 

Determine os valores máximos e mínimos quando  

Solução: 

Com efeito, seja com  então, 

 

A referida equação descreve uma circunferência de centro C1 (2; 0) e raio r = 1: Além disso, 

 

Daí, procedendo de forma análoga, obtemos: 

 

Esta equação apresenta o lugar geométrico de uma circunferência de centro  e raio  

Agora, a distância entre os centros é dada por:  Assim, os pontos 

devem está sobre a circnferência (I) e, portanto,  

(Veja figura descita abaixo ) 
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63:( Representação matricial de um número complexo) A representação matricial de um número 

complexo  dada pela função  

 

Sejam z;w dois números complexos, então, mostre que: 

 

Vamos considerar (i) e (ii) como triviais. 

(iii) Nesta caso, basta observar que 

 

onde: a matriz identidade do espaço de todas as matrizes de ordem 2 com entradas 

em R: Desta forma é imediato que: 
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O descrito acima nos diz que  é uma matriz invertível, sendo:  além disso, nos dá: 

 

Dito de outra forma, que é a matriz do complexo  é dada pela matriz inversa de  

  

(iv) Afirmação :  é injetora. 

De fato,  

 

De sorte que:  é injetora. 

Observação 4 Poderíamos ter determinado o núcleo (kernel) do homomofismo a saber:  

 

Portanto, 

 é injetora.  

  

64: Seja  um polinômio com coeficiente 

Mostre que para  suficiente grande, temos: 

 

Prova: 

Basta escolher 
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onde:  

Senão, vejamos 

 

65. ( Olimpíada Brasileira de Matemática Universitária )  

Seja  com m inteiro positivo. Para que valores de m; se tem: é 

divisível por ? 

Solução 

Basta observar que   é raiz dupla de g (x), temos que  também é raiz dupla de f (x) : 

Assim, temos que: 
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Dito de outro modo, temos: 

 

Consequentemente, fazendo , obtemos: 

 

Agora, da (1a) equação do sistema (3) ; resulta que: 

 

Logo, 

 

e, por conseguinte, vem: 

 

isto é, 

 

Portanto, 
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Daí, substituindo estes valores de m nas demais equações do sistema (3) ; vê-se que o único valor de 

m que as verifica é: 

 

66: Um número Gaussiano é um número complexo cuja parte real e imaginário é inteira. Denotamos 

por 

 

Mostre que: A soma e o produto de dois números Gaussianos são Gaussianos. Ache uma condição 

necessária e suficiente para que um número Gaussiano seja invertível. Ache todos os números 

invertíveis de G. 

Sejam  então, facilmente, obtemos: 

 

Agora, seja   então, existe  tal que:  

Assim, a função norma satisfaz 

 

e portanto,  segue-se que:  Escolha  temos: 

 

Cujas soluções em  

Portanto, 

 

(A) Aqui estamos caracterizando função norma por: 

 



 

 

Problemas A Nível Do Mestrado Profissional Em Matemática 

                                                                                                   70 

(B) Em álgebra abstrata é chamado anel dos inteiros Gaussianos. ( Veja Coleção 

Matemática Universitária: Curso de Álgebra IMPA: Abramo Hefez ) 

67: Escreva a equação do disco unitário D(1) no plano pelos números complexos, em seguida, calcule 

o 

 

Basta notar que: 

 

 

68: (Matrizes) 

Sejam , tais que:  Prove que: 

 

Notações:  

dizemos que  é soma direta S e A: 
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Espaço das matrizes de ordem n com entradas reais. 

S: Subespaço das matrizes simétricas. 

A: Subespaço das matrizes anti-simétricas. 

Note que:  (matriz simétrica ) e  ( matriz anti-simétrica ).  

 

Observe que: 

 

Logo,  

Seja  então, temos:  

 

Portanto,  

 

Afirmação 1: S é um subespaço de  

De fato,  

 

Logo, S. é um subespaço. 
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Procedendo de forma análoga, obtemos: 

Afirmação 2:  é um subespaço de . 

(ii) De fato, , tem-se: 

 

De sorte que: A é um subespaço. 

                                                                     

69: (Matrizes) 

Seja , a matriz  tal que todas as entradas são 1: Mostre que se . então, temos: 

 

Prova: Com efeito,  

Basta mostrar que: 

 

Defato, 

 

Portanto, 
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70: (Matrizes) 

Sejam  Se  forem invertíveis, então, mostre que 

 

Prova: 

 

71: O traço da matriz  é definido por: 

 

Prove que: 

 

(B) Sugestão: Mostre por indução finita sobre n que:  

(iii) Basta observar que: 

 

72: (Normas equivalentes em espaços de dimensão finita) 
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Seja , mostre que: 

 

ou seja, a norma euclidiana é equivalente a norma da soma. 

Observação: Algumas normas: 

 ( norma euclidiana ), 

 ( norma da soma ) e 

 ( norma do máximo ). 

Prova: 

A priori,  

 

Dai, vem: 

 

Além disso, 

 

Donde, obtemos: 

 

Agora, combinando os resultados (1) e (2), segue-se que: 

 

73: Esboce os gráfico de  

onde: . 
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Gráficos usando o Winplot 

 

74: (Normas equivalentes em espaços de dimensão finita) Dê um contra-exemplo para mostrar que 

as normas da soma e do máximo não satisfazem a identidade do paralelogramo. 

 

Basta tomar .Senão, vejamos: 

 

Procedendo de form análoga, obtemos: 

 

72: Seja , tal que: A é ortogonal. Então, prove que:  , para qualquer 

 conclua daí que: .  é ortogonal, isto é,  

Considere a base canônica  

Assim, temos: 
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Desta forma, a matriz de coordenadas do vetor u na base canônica é dada por: 

 

Daí, vem: 

 

Logo, 

 

Decorre do delineado acima que: 

 

De sorte que: 

 

3 ASPECTOS HISTÓRICOS (WIKIPÉDIA). 

Frações simples foram usadas pelos egípcios por volta de 1000 a.C.; o védico "Shulba Sutras" ("As 

regras dos acordes") em, cerca de 600 a.C., incluiu o que pode ter sido o primeiro "uso" de números 

irracionais. O conceito de irracionalidade foi implicitamente aceito pelos primeiros matemáticos 

indianos desde Manava (750 - 690 a.C.), que sabiam que certos números como  e  não 

podiam ser exatamente determinadas. Por volta de 500 a.C., os matemáticos gregos liderados por 

Pitágoras perceberam a necessidade de números irracionais, em particular a irracionalidade da  

(raiz quadrada de 2.) 
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A Idade Média trouxe a aceitação de números zero e dos números negativos, inteiros e fracionários, 

primeiro pelos matemáticos indianos e chineses e depois pelos matemáticos árabes, que também 

foram os primeiros a tratar números ir- racionais como objetos algébricos, o que foi possível graças ao 

desenvolvimento de álgebra. Os matemáticos árabes fundiram os conceitos de "número" e 

"magnitude" em uma ideia mais geral de números reais. O matemático egípcio Abu Kamil (850-930 

a.C.) foi o primeiro a aceitar números irracionais como soluções para equações quadráticas ou como 

coeficientes em uma equação, geralmente na forma de raízes quadradas, raízes cúbicas e raízes 

quartas. 

No século XV I, Simon Stevin criou a base da notação decimal moderna e insistiu que não havia 

diferença entre números racionais e irracionais a esse respeito. No século XV II, Descartes introduziu 

o termo "real" para descrever as raízes de um polinômio, distinguindo-as das "imaginárias". 

Nos séculos XV III e XIX, houve muito trabalho sobre números irracionais e transcendentes. Johann 

Heinrich Lambert (1761) deu a primeira prova falha de que _ não pode ser um número racional; 

Adrien-Marie Legendre (1794) completou a demonstração e mostrou que  não é a raiz quadrada de 

um número racional. Paolo Ru¢ ni (1799) e Niels Henrik Abel (1842) construíram provas do teorema 

de Abel-Ruffini: que afirma que as equações gerais de grau cinco ou superior não podem ser resolvidas 

por uma fórmula geral que envolve apenas operações aritméticas e raízes. Évariste Galois (1832) 

desenvolveu técnicas para determinar se uma determinada equação poderia ser resolvida por radicais, 

o que deu origem ao campo da teoria de Galois. Joseph Liouville (1840) mostrou que nem "e" nem 

"e2" podem ser a raiz de uma equação quadrática inteira e, então, estabeleceram a existência de 

números transcendentes; Georg Cantor (1873) estendeu e simplificou bastante. Charles Hermite 

(1873) provou que e é transcendente e Ferdinand von Lindemann (1882) mostrou que  é 

transcendente. A prova de Lindemann foi muito simpli.cada por Weierstrass (1885), sendo ainda mais 

por David Hilbert (1893) até que, finalmente, foi tornada elementar por Adolf Hurwitz e Paul Gordan. 

O desenvolvimento do cálculo no século XV III usou todo o conjunto de números reais sem defini-los 

de maneira clara. A primeira definição rigorosa foi publicada por Georg Cantor em 1871. Em 1874, ele 

mostrou que o conjunto de todos os números reais é não enumerável, mas o conjunto de todos os 

números algébricos é enumerável. Ao contrário das crenças amplamente difundidas, seu primeiro 

método não foi seu famoso argumento diagonal, publicado em 1891. 
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4 ESTRUTURA, ORDEM E COMPLETEZA DE  

Adição:   e                                                             Multiplicação:  

 

Axiomas 

 

4.1 ALGUMAS CONSEQÜÊNCIAS DO CORPO  

 

esta última com a tem solução única. 

Prova: 

4.2 AXIOMA DE ORDEM 

Existe em  um subconjunto  com as seguintes propriedades: 

 

(ii) Dado  Então, tem-se:  ( tricotomia) 

onde:  são respectivamente, os 

conjuntos dos números reais positivos e negativos. 
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Observação: 

 

4.3 ORDEM:  

Propriedades 

(i) Transitiva: 

 

(ii) Monotonicidade: 

 

Prova: 

Exercício: tem-se:  (prove!) : 

Observação: 

1.   é um corpo não ordenado. De fato,  

2.  é um corpo não ordenado, visto que:  

5 SUPREMO E ÍNFIMO 

5.1 SUPREMO 

1. Seja  Dizemos que X é "limitado superiormente", quando: 

Existe  tal que:  

Uma tal constante M é denominada "cota superior de X" e a menor delas é o "supremo de X", 

representado por: sup X. 

Seja  

 (  é uma cota superior de X )  
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 então, existe  

Observação: 

(A) A condição (ii) é equivalente a: 

 

(B) O máximo de um conjunto X é por definição, um elemento tal que: 

 

Para efeito de ilustação, vejamos um exemplo de supremo, considere: 

 

ii) Dado  o número 1  

5.2 ÍNFIMO 

2. Seja  Dizemos que X é "limitado inferiormente", quando: 

Existe  

Uma tal constante m é denominada "cota inferior de X" e a maior delas é o "ínfimo de X", denotado 

por: inf X 

Se  então, temos: 

 (  é uma cota inferior de X ) 

(ii) Se então, existe  

Observação: 

A condição (ii) é equivalente a dizer: 

 

3. X é limitado quando for inferiormente e superiormente, isto é, existem m;  , tal que: 
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Exercício 

X é limitado  

2Axioma da Completeza ( Postulado de Richard Dedekind ) 

Todo subconjunto limitado superiormente tem supremo.  

Teorema: 

não é limitado superiormente; 

 

(iii) Dados  existe  tal que:  

( A condição (iii) caracteriza R como um corpo arquimediano3 ). 

Prova: 

(i) Seja  Então, De sorte que:  

Contradição! Pois, é uma cota superior para N menor do que . 

(ii) É claro que:  e, portanto,  é uma cota inferior para  

disso, suponha que  isto é, donde, vem:  é cota superior para 

N, por conseguinte, temos: N é limitado superiormente. 

Logo, N tem supremo em R. Absurdo! e, portanto, ,Isto é,   

    

(iii) Como N não é limitado superiormente, existe tal que: 

 

4 Q é "denso" em R, isto é, dados x; y  com  existe , tal que;  

Prova: 
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Seja  tal que: 

 

Seja  tal que: 

 

Agora, decorre de (2) que  Além disso, de (1) e (2), temos: 

 

e, portanto, 

 

5.  é "denso" em R, ou seja, dados  com  existe z irracional, tal que: 

 

Prova:  

Basta usar o resultado do item anterior, destacando os números reais  e  obtendo um número 

racional  tal que: 

 

Então,  é irracional satisfazendo  

    

6 LÓGICA DA DEMONSTRAÇÃO POR REDUÇÃO A UM ABSURDO:  

( Esta abordagem se deve ao matemático Daniel Cordeiro de Morais Filho -UFCG, no texto Um 

Convite à Matemática SBM, 2012). 
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"...Como o valor lógico de uma sentença do tipo”  é fácil ver que:  

 

para uma sentença Q qualquer.  chama-se absurdo ou contradição] Antes de 

começarmos a demonstração de que é irracional, vamos discorrer um pouco sobre a importância 

histórica deste fato. É provável e indícios históricos de que  foi o primeiro número irracional 

descoberto. 

Mas acredita-se também que possa ter sido  ([Boyer, 1974] p. 54). Já na Antiga Grécia, a descoberta 

da irracionalidade de gerou a primeira grande crise da Matemática. Diante do que entendemos 

hoje por números, os pitagóricos, devotos de um misticismo numérico, acreditavam que todos eles 

eram racionais. 

Na Grécia daquele tempo, os números eram considerados como comprimentos de segmentos de reta; 

eles entendiam que dois segmentos quaisquer eram sempre mensuráveis, isto é, existia sempre um 

terceiro segmento, do qual esses dois eram múltiplos inteiros. Mas parece que a Matemática, pregou-

lhes uma peça: é um número que aparece naturalmente ao se usar o Teorema de Pitágoras, por 

ser a diagonal de um quadrado de lado medindo 1, e não é número racional! 

Diz a lenda que foi um pitagórico quem descobriu a irracionalidade de  (ou seja, que a diagonal e 

o lado de um quadrado nunca são mensuráveis) e que seus companheiros o afogaram para não 

divulgar esse fato que punha por terra toda crença pitagórica. Outra história, menos trágica, reza que 

foi o pitagórico Hipa sus de Metaponto quem descobriu a irracionalidade de e que os pitagóricos 

o teriam expulso da seita. Mas qualquer que tenha sido o fato real que ocorreu, os pitagóricos não 

conseguiram manter essa descoberta em segredo. 

Theorem 5  

Demonstração: Suponha por contradição que,  Logo, existem existem  tais que: 

 Podemos considerar, sem perda de generalidade, que p e q sejam primos entre 

si, ou seja, que não possuam divisores comuns além da unidade. Dá última igualdade, temos: 
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 e, daí, vem:  Como 2 divide o lado direito da última igualdade, ele divide  

garantindo que este último número é divisível por 2. Por conseguinte, vem:  p é divisível por 2 

(verifique este fato!). O absurdo tem seu valor! (As demonstrações por redução a um absurdo) 

portanto, da forma  para algum número k inteiro. Substituindo p por 2k e fazendo a devida 

simplificação, encontramos  . Aplicando o raciocínio anterior para essa nova igualdade, se 

conclui que q é divisível por 2: 

Mas isso contradiz o fato de p e q serem primos entre si. Portanto,  não pode ser escrito na forma 

com   Assim, nossa suposição inicial de que  é falsa, ou seja. ( Esta 

abordagem se deve ao matemático Daniel Cordeiro de Morais Filho -UFCG, no texto Um Convite à 

Matemática SBM, 2012) 

  

6.0.1 OUTRA DEMONSTRAÇÃO DA IRRACIONALIDADE DE √𝟐 

6.0.2 USANDO O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMÉTICA 

A seguir, daremos um roteiro de outra demonstração da irracionalidade de  bem mais curta 

(i) Do Teorema fundamental da Aritmética, deduza que, se n for um número inteiro, então os fatores 

de 2 que aparecem na decomposição de n2 é em número par de vezes. (Em verdade, o resultado e 

válido trocando-se 2 por um número primo qualquer!) 

(ii)) Do item anterior, prove que, para p e q inteiros, não pode ocorrer uma igualdade do tipo  

(ii) Agora dê uma nova demonstração da irracionalidade de √2. 

Nesta demonstração, não é preciso supor que "p e q sejam primos entre si. 

6.0.3 PAUSA PARA UMA PEQUENA ANÁLISE DO TEOREMA 1: 

Analisando atentamente, perceba que no teorema anterior apenas provamos que √2 não é um 

número racional. Nossa demonstração não garante que √2 existe, ou seja, que exista um número x tal 

que  Provamos apenas que, se  então x não é um número racional. Nada foi 

comentado sobre a existência de um número x que satisfizesse a equação  
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( A prova passa pelo o assim chamado corte de Dedekind : conjuntos limitados superiormente e 

inferiormente que não nem o supremo e nem o ínfimo que vive nos racionais)." 

  

(Doutor em Matemática na UNICAMP/Campinas-SP-Brasil, 1994;Pós-Doutor em Matemática na 

Rutgers University/New Jersey USA, 1998 Áreas de Interesse/Linhas de Pesquisa: Equações 

Diferenciais Parciais Elípticas) 

75: Seja  um polinômio com coeficientes inteiros. 

(i) Se um número racional  

( p e q primos entre si ) é tal que: , prove que: 

p divide a0 e q divide an). 

(ii) Conclua daí que , as raízes reais de f são inteiras ou irracionais. Em particular, examinando 

 conclua que, se um número inteiro  não possui n-ésima raiz inteira, então,  

é irracional. 

iii) Use o resultado geral para provar que  é irracional. 

Prova: 

(i) Com efeito, , então temos: 

 

ou ainda, 

 

 

Agora, observe que: 
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q divide o 2°membro de (1) : Logo, q divide an ou q divide p: Como  segue-se que: 

Analogamente, mostra-se que:  

( p divide a0 :    

76:  é racional ou irracional? justifique. 

Solução: 

 

Donde, vem: 

 

Daí, as possíveis raízes racionais, se existirem, são:  

Á luz do algoritmo de Briott-Ruffini, temos:  é raiz. Assim, a equação toma a forma: 

 

Portanto, é o único racional admissível. 

Ou ainda,  

 

77: Se um número real "a" é tal que: , para qualquer número positivo , então, 

então  

Prova: 

Cm efeito, para , tome  , logo teríamos  

Absurdo! Portanto,  
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Se , então,  

Suponha então, , Tomemos  Então, tem-se: 

 

Contradição!  

De sorte que:    

78: Seja   um número real dado. Construa uma família infinita  de intervalos abertos com 

as seguintes propriedades: 

(i) Cada intervalo  contém o natural n; 

(ii) A soma dos comprimentos de todos os intervalos da família é  

 

Seja o natural n do item (i) e seja . Construamos a seguinte família de intervalos , admitindo 

 

 cujo comprimento é  

 cujo comprimento é  

 cujo comprimento é  

 cujo comprimento é  

Agora, a soma dos comprimentos é descrito por : 
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Observação 6 Poderíamos ter tomado qualquer  

Vale ressaltar que: este tipo de argumento é fundamental para se provar o seguinte resultado Todo 

subconjunto enumerável  tem medida de Lebesgue zero. ( Veja questão 94) 

79: Determine para que valores de "a" a equação  

 

admite alguma solução não-nula. 

Solução 

Com efeito, então, temos :  

Afirmação: Não ocorre  

De fato, se ,  então, Absurdo! 

 

 ( pois, buscamos soluções não-nulas ). 

Consequentemente, obtemos: 

 

e, portanto, a é um número racional. 

Observação: No corpo ordenado completo  para todo temos:  

80:. Sejam  são números reais, então, prove que: 
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( Desigualdade de Cauchy-Schwarz ) 

 

Portanto, 

 

81: Um conjunto G de números reais é chama-se grupo aditivo quando e  um grupo 

aditivo de números reais .I indiquemos com o conjunto dos números reais positivos pertencentes 

a G. Excetuando o caso trivial   é não-vazio. Suponhamos pois  Prove que: 

(i) Se  então, G é denso em R 

(ii) Se então,  

Prova: 

(i) Suponhamos por absurdo que G não seja denso em R. Então, pois,  donde, existe 

 tal que:  Observamos que:  pois  é um grupo 

aditivo, então por conseguinte, vem: Contradição! Logo,  e como  

segue-se que G é denso em R. 
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(ii) Suponha por absurdo que pelo item anterior  então,  como  

segue-se que;  Daí, obtemos:  Donde, vem:  

 Contradição! e, portanto,  

Agora, note que: 

 

Daí, continuando com o processo, obtemos: 

 

82: Qualquer que seja a norma adotada em  mostre que: a circunferência  

 

é um conjunto infinito. Generalize para  

Prova: Façamos no caso geral: Qualquer que seja a norma em Rn a esfera unitária  

 

é um conjunto infinito.  

Existe  com , então,  

Seja  com , então,  

Daí, continuando com o processo, vem: 

 com ,então,  

Tome agora  com , então, 
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onde:  

Isso nos diz que  é um conjunto infinito e, portanto  também o é Devo ressaltar que: 

 se a esfera estiver em espaço de dimensão infinita não é compacta ( fechada e 

limitada). 

( Faça os casos particulares  

  

83: Prove que: 

 

Prova: 

Considere  uma função definida por:  então, temos: 

 

( ponto crítico ). 

Agora,  ( máximo absoluto) e  (mínimo absoluto ), por 

conseguinte, obtemos: 

 

Daí, integrando e aplicando o teorema fundamental do cálculo, vem: 
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84: Sejam , Prove ou dê um contra-exemplo: 

 

Prova: Basta notar que: 

 

e, analogamente, tem-se:  

 

Agora, de (1) e (2), segue-se que: 

 

85: Dados então, prove que: então, prove que: 

 

Prova: 

Com efeito, 

 

Por conseguinte, temos: 

 

Logo, 

 

86: (A) Use translação de eixos para esboçar o gráfico da função f, dada por: 
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(B) : Sejam números reais positivos prove que: 

 

Sugestão: Use o fato de que:  ( Prova trivial ) 

Prova: Basta observar que: 

 

Com  

Vejamos 

 

Logo, 

 

A primeira desigualdade é imediata, de fato: 

 

Logo, 

 

De sorte que: 
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87: Sejam  números reais positivos, então, prove que: 

 

Prova: À luz dadas desigualdades entre as médias geométricas e aritméticas, temos: 

 

e de forma análoga, vem: 

 

Agora, multiplicando membro a membro (1) e (2) e destacando que 

 

obtemos: 

 

88: Se , então, verifique se:  
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visto que:  

  

89: Se , então, mostre que:  

Prova: Análoga a questão anterior. ( Faça! ) 

90: Sejam são constantes dadas, 

 

E  são reais tais que:  Prove que para algum inteiro m: 

Prova: 

Com efeito, 

 

 

 Então, 

 

Agora, fazendo 
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segue-se que: 

 

Além disso, tomando-se: , obtemos: 

 

Daí, existe de modo que: 

 

visto que:  Assim, 

 

Dito de outro modo 

 

Consequentemente, vem: 

 

Com De sorte que: 

 

para algum m: 

   

91: ( Um exemplo de Corte de Dedekind ) 
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Mostre que não tem supremo em Q. 

Majorações: 

Considere  não haverá problemas, uma vez que: só queremos provar que A não tem 

supremo em Q. Escolha um racional  daí, vem: Além disso, observe que:  

 

Queremos mostrar que:  

De fato,  

Ou ainda,  

Portanto,  

Procedendo de forma análoga, se mostra que não tem ínfimo em 

 

92: Sejam a; b; c; d elementos de R, onde b e d são positivos. Prove que está compreendido entre 

o menor e o maior dos elementos  Generalize: 

Algumas sugestões e comentários saindo da forma sucinta da estética na escrita matemática: 

Não iremos provar, o caso particular n = 2, vamos admitir como trivial, antes porém, vejamos alguma 

notações que facilitará a escrita 

, de formas análogas, temos: 

 Agora, estamos munidos 

de ferramentas para iniciar nossa busca de solução. Vale ressaltar que: 
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Se houver dificuldades; não deixe em hipótese alguma, de particularizar, vejamos: 

Neste caso, queremos 

mostrar que: 

 

Onde m e M são respectivamente, o menor e o maior dos números que para facilitar a 

redação matemática, escolhemos escrever na forma 

 

desde que  sejam positivos. 

(Conseguimos enunciar de forma clara para n = 3 ), é assim que se dá o processo da descoberta, mesmo 

que modesta: conjecturar, particularizar, enfraquecer hipóteses e vê se satisfaz a conclusão). 

Deixemos de prosopopeia e passemos a ação 

Prova: 

Com efeito, 
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93: Mostre que 

 

Está compreendido entre o menor e o maior dos números , desde que:  

sejam todos positivos. 

Prova: 

A generalização, se processa de forma inteiramente análoga: 

Sejam , então temos: 

 

  

94: Todo subconjunto enumerável  tem medida de Lebesgue zero. 
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Com efeito e sem perda de generalidade seja enumerável e seja  

dado e  Então, tem-se: 

(i)  é enumerável; 

(ii)  

(iii)  

Assim, 

 

Portanto, med  à luz de Lebesgue. 

  

95: Sejam A, B conjuntos de números reais positivos. Definamos  

Prove que se A e B forem limitados então, 

(i) A:B é limitado, sendo 

(ii) supA:B =supA: supB 

(iii) inf A:B =inf A: inf B 

Prova: 

(i) Com efeito, existem , tais que: 

 

Logo, A:B é limitado. 

  

 

Isto é, supA: supB é uma cota superior para o conjunto A:B e, portanto, 
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Agora, dado  existem , tais que: 

 

Daí, obtemos: 

 

Dito de outro modo, supA: supB é a menor das cotas superiores para o conjunto A:B. Logo, 

 

96: ( Envolvendo a reta real, pensando como um .o inextensível, sobre o círculo trigonométrico S1 

imaginado como um carretel ) 

Mostre que: 

 

A priori, vamos apresentar algumas das notações: 

 Espaço quociente de R por Z  

(ii) Isomorfismo  

(iii) é isomorfo a  

Seja  onde:  

Afirmação 1:𝜑 está bem definida 

De fato,  
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Logo, 𝜑 está bem definida. 

Afirmação 2: 𝜑 é um homomorfismo Com efeito,  

 

e, portanto, 𝜑 é um homomorfismo  Afirmação 3:  

Por definição, temos:  

 

Note que: Assim, (1; 0) é o elemento neutro para 

.Por conseguinte, obtemos: 

 

Ou ainda,  

Afirmação 4: 𝜑 é sobrejetora  

Além disso,  

 

Então, existe  ( À luz do teorema do valor intermediário ), tal que: 

 

Assim, 

 

Ditode outro modo, vem: 𝜑 é sobrejetora. 

Agora, pelo teorema do homomorfismo, temos: 
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97: ( Elementos de Aritmética ) 

Prove que  tem-se: 

 

Prova: 

 

98: (ELEMENTOS DE ARITMÉTICA ) 

Ache x inteiro que satisfaz simultaneamente as congruências: 

 

Fatos que ajudam: 

Se existe solução inteira x para a congruência 

 

Mais ainda, se x0 é uma solução , o conjunto  de todas as soluções da congruência é dada por:  

  

(A) 1o Passo:  (mod 5) 

Uma solução particular é  Logo, a solução geral será dada por:  

2o Passo:  
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Cuja solução particular é ( Visto que:  

Daí, segue-se que  

Portanto, 

 

é a solução do sistema. 

  

 

é a solução do sistema.  

 

(B) Basta proceder de forma análoga! 

99: (i) Seja p um número primo e  n inteiro. Mostre que 

 

(ii) Prove que: se p é um número primo, então, 

 

Prova: 
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Como é inteiro, segue-se que n! não divide p, donde, vem:  

Logo, existe  tal que: de sorte que: 

 

 

Pelo item anterior  (mod p) : Portanto, 

 

100: Sejam K e L corpos. Uma função f : K ! L chama-se um homo-morfismo quando se tem 

 

quaisquer que sejam  

(i) Dado um homomorfismo  prove que: . 

(ii) Prove também que, ou  para todo , ou então, e f é injetora. 

Prova: 

(i) Com efeito, então,  

(ii) Note que:  

Assim, teremos dois casos a considerar. 
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1o Caso:  neste caso:  

Portanto, 

 

2o Caso:  e f é injetora. 

Afirmação: f é injetora:  Suponhamos  

então, existe  tal que: 

 

Agora,  

 

Por outro lado, temos: 

 

Consequentemente comparando (1) e (2), segue-se o absurdo! 

Visto que supomos  e, portanto,  

Isto é, f é injetora.  

 

101: Seja  um homomorfismo. Prove que, ou   para todo  

para todo  

Prova:  ( problema anterior ). 

Assim, teremos dois casos a analisar. 

1o Caso:  

2o Caso: , neste caso, teremos: 
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Logo, 

 

(iii) Observe que: 

 

Logo, 

 

De sorte que: 

 

Observação: Se  é uma função contínua, dado  existe uma sequência de racionais 

 da densidade de  em R, tal que:  

 

Agora, passando o limite e pela continuidade de f, temos: 
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102: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Seja G um grupo e seja  Mostre que: Ord  

Deduza daí que:   

Prova: 

Seja  então, vem: 

 

Por outro lado, temos: 

 

Logo, de (1) e (2) segue-se que:  ou seja,  

103: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

  

Seja  um isomorfismo de grupos. Então, prove que:  

 

Prova: 

Suponhamos que  Então, queremos mostrar que   

Se  então, tem-se: 

 

Decorre daí que: 
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Por outro lado, temos: 

 

Agora, de (1) e (2) segue-se que: n = k: 

Portanto, 

 

104: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Seja G um grupo e sejam  diferentes da identidade, tais que  

Prova: 

Com efeito, então, 

 

Analogamente, temos: 

 

Agora, 

 

Assim, 

 

Pocedendo como no caso anterior, tem-se: 
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Daí, procedendo como nos casos descrito anteriormente, vem: 

 

e finalmente, temos: 

 

Ou ainda, obtemos: 

 

Afirmação:  

De fato, se  então, 

 

Ou ainda, 

 

De sorte que:    

105: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Mostre que: 

 

Fatos que ajudam: 

 

Prova: 

Considere  
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1.1.  está bem definida De fato, 

 

De sorte que  descrita acima está bem definida.  

1.2. é um homomorfismo Com efeito,  

 

Portanto,  é um homomorfismo. 

  

1.3: Núcleo de   

 

Vejamos 

 

Dito de outro modo, temos: 

 

1.3:  é sobejetora De fato, mostremos que:   

 

A priori, 

 

Assim, basta tomar 
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Donde, obtemos: 

 

Ou ainda,  

Logo, 𝜑 é sobrejetora. 

Agora, pelo teorema do homomorfismo, vem: 

 

106: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

 

Prova: 

A priori, vamos apresentar algumas das notações: 

Espaço quociente de R por Z  

(ii)  Isomorfismo 

(iii) R_Z é 

isomorfo a  

Seja  

Afirmação 1: φ está bem definida 

De fato, 

 

Logo, 𝜑 está bem definida. 

Afirmação 2: 𝜑 um homomorfismo 

Com efeito,  tem-se: 
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e, portanto, 𝜑 é um homomorfismo. 

Afirmação 3:  

Por definição, temos:  

 

Note que:  

Assim, (1; 0) é o elemento neutro para  Por conseguinte, obtemos: 

 

Ou ainda,  

Afirmação 4: 𝜑 é sobrejetora  

Além disso, 

 

Então, existe ,( À luz do teorema do valor intermediário ), tal que: 

 

Assim, 

 

Dito de outro modo, vem: 𝜑 é sobrejetora. 

Agora, pelo teorema do homomorfismo, temos: 
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107: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

 

Prova: 

Seja  

Afirmação 1:𝜑 está bem definida 

De fato, 

 

Logo, 𝜑 está bem definida.  

Afirmação 2: é um homomorfismo Com efeito,  tem-se: 

 

e, portanto, 𝜑 é um homomorfismo. 

Afirmação 3: Por definição, temos: 

 

Vejamos 
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Logo,  

Fato: 

 

Portanto, 

 

Falta mostrar que: 

 

Seja  então, tem-se:  

Agora,  tais que: 

 

Daí, 

 

De sorte que: 

  

Isto é, 
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Ou ainda,  

Afirmação 4: 𝝋 é sobrejetora 

 

Logo, 𝜑 é sobrejetora.  

Agora, pelo teorema do homomorfismo, temos: 

 

  

Observação: 

 

108: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Seja  Considere 

 

Mostre que:  é um D.E. ( Domínio Euclidiano ) 

Prova: 

Com efeito,  existem tais que: 
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Sejam  então, temos: 

 

Façamos 

 

Daí, vem: 

 

Escolha e;  tais que: 

 

(1) Suponhamos que r ≠0, então, queremos mostrar que: 

 

Como 

 

segue-se que: 
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De sorte que: 

 

Logo, 

 

(2) Queremos mostrar que: 

 

Sejam  então, temos: 

 

Por conseguinte, vem: 

 

Logo, 
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Isto é, é um D.E. ( Domínio Euclidiano ) 

   

109: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Os números reais p; q e _ são, tais que:  Prove que: 

 

Prova: 

Basta notar que: 

 

110: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Descreva as classes de equivalência e o conjunto quociente em relação a ~ induzida pela seguinte 

função:   definida por: 

 

F1) É fácil ver que: uma função Fatos que ajudam:  satisfazendo a  

 

de.ne uma relação de equivalência no conjunto X ( Neste caso, dizemos que ~ é uma relação de 

equivalência induzida por f ). 

F2) Uma função  quando  é chamado fibra 

de f sobre y. 
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Solução:  

 

Fazendo um esboço do gráfico da função f descrita por:  claramente fazendo 

uma varredura dos pontos isolados formamos as classe de equivalências que são as fibras, desta forma 

vem: 

 

Onde: 

 ( A imagem inversa são fibras de f 

sobre a ). 

Observação: 

 

( As classes de equivalências são as fibras de f ) 

 

ou ainda, 

 

111: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Sejam a; b e c pertencentes ao corpo ordenado completo R: Prove que:  
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Prova: 

Com efeito, para todo , temos: 

 

Agora, somando membro a membro as desigualdades de (I) obtemos: 

 

De sorte que: 

 

112: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Mostre que:  Deduza daí que: 

 

Prova: 

A priori, considere  a função dada por  

(i) 𝜑 é contínua em , 

(ii) 𝜑 é derivável em ,tal que: 

 

Como  segue-se que: 

 

Agora, 
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Portanto, 

 

Daí, passando ao limite , à luz do teorema do confronto, obtemos:  

 

Observação: 

Se tivermos  então, tem-se: 

 

113: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Sejam  ( corpo ordenado completo ), tais que: 

 mostre que:  

 

Prova: 

Queremos mostrar que: 

 

onde:  sendo a; b; c no corpo ordenado R. 

De fato, pela comparação entre as médias geométrica e aritmética, temos: 
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e, portanto, 

 

114: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Dados no corpo ordenado R, prove que: 

 

Conclua que 

 

Prova: 

Basta notar que: 

 

além disso, vem: 

 

115: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Para determinar o valor de "a" de uma grandeza foram feitas, em laboratório, n medições. Os valores 

encontrados foram  Resolveu-se adotar como estimativa de "a" o valor para o qual 

a soma dos quadrados dos erros das medidas fosse mínimo. Que valor é esse? 

Solução: 
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Seja 

 

Então, fazendo as manipulações algébricas necessárias, obtemos: 

 

De sorte que, a abscissa do vértice produz 

 

116: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Sejam a; b; c > 0 no corpo ordenado completo R, então, prove que: 

 

Prova: 

Basta notar que: 

 

117: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Dados  não-vazios e limitados, seja 

limitado: Prove que: 

 

Prova: 

Para , temos:  sup B; donde obtemos: 

 

Logo, sup A + sup B é uma cota superior para o conjunto A + B por conseguinte, vem: 
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Agora, dado existem , tais que: 

 

Portanto, sup A + sup B é a menor das cotas superiores, ou ainda, 

 

  

118: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Seja  para todo n; então, verifique se:  

 

Prova: 

Basta observar que: 

 

Como lim   ( prove! ) segue-se do Teorema do Sanduíche que  

 

119: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Use a definição para provar que:  

Majorações: 
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Desta forma, basta tomar  

Prova: 

Dado  tal que: 

 

Portanto,  

   

120: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Prove que: Se  converge, então,  limitada. Em seguida, dê um contra-exemplo para 

recíproca. 

Prova: 

Suponha que  então, dado  existe ,tal que: 
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daí, segue-se que: 

 

Assim, tomando-se , obtemos: 

 

Portanto,  é limitada. Quanto a recíproca, escolha ; com 

 

é obviamente limitada. Mas, sabemos que a mesma não tem valor limite. 

   

121: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Prove que: 

 

Prova: 

A priori, temos: 

 

Como , segue-se à luz do Teorema 

do Sanduíche que: 

 

122: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 
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Use indução finita para provar que: 

 

Prova: 

(i) Para , temos:  

(ii) Suponhamos válido para então, falta mostrar para n+1: 

De fato, 

 

e, portanto, 

 

123: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Use a definição para provar que:  

Majorações: 

 Daí, 

basta tomar . 

Prova: 

Faça a prova com redação matemática! 

124: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Se  é não-decrescente, então,  onde   e 

 

Prova: 
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Dado  existe ,  tal que: 

 

Logo, , ou ainda,  

  

 

125: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Sejam  uma função, são equivalentes: 

(A) f é contínua em  

(B) Se  tal que: , então, 

 

Prova: 

  

Dado  existe  

, tal que: 

 

  

Se f não fosse contínua em  existiria  tal que:  existe  tal 

que:  ou seja,  

 

Absurdo! 
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126: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Verifique se: f é contínua no ponto , onde: 

 

Observe que:  em particular, tem-se:  

Queremos mostrar que: 

 

Afirmação 1:  

De fato, 

 

Daí, obtemos: 

 

Agora, sin  é limitada e  

Logo, 
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Majorações: 

 

e 

 

assim, basta tomar , onde  

Afirmação 2:  

Sejam , então, temos: 

 

Por conseguinte, tomando-se:  obtemos: 

 

Deixemos de tantos detalhes e passemos a ação. 

Prova: 

Dado  existe  tal que: 
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Portanto, 

 

Isto é, f é contínua em (0; 0) :  

   

127: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Uma função , derivável no intervalo , satisfazendo a condição de Lipschitz 

 para , quaisquer, se, e somente, se,  

para todo . 

Prova: 

 Com efeito, pela condição de Lipschitz, temos: 

 

Agora, passando ao limite quando  e sabendo-se que f é derivável em todo , vem: 

 

para todo  

 reciprocamente,  

 

Ou ainda, 
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Daí, obtemos: 

 

Agora, pondo  segue-se que: 

 

De sorte que: f é de Lipschitz. 

  

128: PROFMAT( Pensando um pouco mais )   

seja f uma função contínua, tal que:  Sabendo-se que:  

 

Solução: 

A priori, observe que: 

 

Assim, 

 

Cálculos auxiliares: 
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E, consequentemente, vem: 

 

129: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Sejam  funções contínuas, tais que:  . Prove 

que: existe  de modo que:  

 

( Ilustre graficamente f e g ) 

Prova: 

Consideremos H :   uma função, definida por: 

 

(i) H é contínua em : Pois, f e g o são; 

 assim  Por 

conseguinte, pelo teorema do anulamento, existe  tal que: 

 

130: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 
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(A) Seja  uma função convexa no intervalo  

Pertemcem a  pertencem a  prove que: 

 

Prova: 

Vejamos, basta usando indução .nita sobre n: 

(i) Para n = 2, temos: 

 

(ii) Suponha válido para n ( hipótese de indução) : 

 

Então, falta mostrar para n + 1: 

De fato, 
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Portanto, 

 

(B) Sejam  números não-negativos, com 

Prove que: 

 

onde o produtório e somatório são, descritos respectivamente por: 

 

e 

 

Prova: 

À luz do problema (A), tomando-se temos: 

 

Daí, fazendo obtemos: 
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De sorte que: 

 

131: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Verifique se: a equação da reta tangente à curva , no ponto  é dada por: 

 

Prova: 

Com efeito, dada a curva  e derivando implicitamente  , obtemos: 

 

Assim, a equação da reta que passa por  e é tangente a  é dada por: 

 

decorre daí com algumas manipulações elementares que:  

 

Agora, dividindo em (1) a igualdade por  segue-se que: 
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portanto, 

 

132: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Seja  então, use a definição para provar que f é contínua em 1: 

Majorações 

 

Observe que:  

Agora, 

 

segue-se daí que  Assim basta tomar . 

faça a redação matemática da prova! 

133: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Sejam f e g funções definidas e deriváveis em R: Suponhamos que  e que para 

todo x 

 

Mostre que, para todo x; 

 

Conclua daí que  
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Prova: 

Basta escolher  usar a regra da cadeia, vem: 

 

Mostrando que 

 

Agora, 

 

Logo, C = 0: 

Por conseguinte, vem: 

 

Daí, concluímos que: 

 

134: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Calcule ( sem usar L.Hôpital ): 

 

Solução: 

Seja  então, derivando obtemos: 
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em particular, temos:   

Por outro lado, usando a definição, tem-se: 

 

Comparando (1) com (2) obtemos: 

 

135: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Seja f uma função contínua e positiva no intervalo [a; b] e derivável em (a; b) 

Mostre que: existe  tal que: 

 

Prova: 

Escolha  definida por  e aplicando o Teorema do Valor Médio 

existe , tal que: 

 

dito de outro modo temos: 

 

Portanto, 
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136: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Mostre que existe  tal que:  

Prova: 

Basta considerar  definida por: 

 

( A função f foi construída fazendo esboços dos gráficos de  

(i) f é contínua em ; 

 daí, à luz do teorema do anulamento, vem : existe tal que: 

 

137: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Seja   uma função contínua. Prove que existe , tal que:  ( 

Teorema do ponto fixo de Brouwer em dimensão 1 ). Dê um exemplo de uma função contínua 

 sem ponto fixo. 

Prova: 

Com efeito,  ( caso trivial.) 

Consideremos  e seja  uma função, definida por: 

 

(i) g é contínua em [0; 1] : Pois, f e a identidade o são; 

(ii) Assim,  
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Daí, à luz do teorema do anulamento, existe  , tal que: 

 

Basta considerar as funções  definidas por: 

 

para todo ( Faça os esboços dos gráficos ) 

  

138: PROFMAT( Pensando um pouco mais  

Seja  derivável no ponto  Se  são sequências de pontos em X, 

tais que: para todo prove que: 

 

Prova: 

Basta notar que: 

 

Onde 

 

Observação: 

Para cada    seja  Se  

É fácil provar que: 
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Veja o texto Lima, Elon Lages, Curso de Análise, vol. 1- Projeto Euclides,SBM,21a, IMPA, 2019. 

139: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Seja  contínua no ponto  interior a  Suponha que existe   tal que: 

 

para todo par de sequências de pontos em  com  e  Prove 

que existe  e é igual a L: Mostre que: a hipótese de f ser contínua no ponto a é indispensável. 

Prova: 

A priori, temos: 

 

Basta notar que: 

 

onde: 

 

Agora, passando ao limite; à medida que  obtemos: 

 

Observação: 

Vale ressaltar que: se f é contínua em  então, temos: 
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e de forma inteiramente análoga, vem: 

 

Além disso, 

 

140: PROFMAT( Pensando um pouco mais ) 

Uma função  derivável no intervalo . Se existe tal que:   

para quaisquer então, f é contínua e possui derivada nula em todos os pontos de  

Consequentemente, f é constante. 

1a Parte: Majorações 

 

Desta forma basta tomar  

Prova: 

Dado  existe  tal que: 

 

segue-se que: 

 

Isto é, f é contínua em  

2a Parte: 

Basta observar que: 

 

Daí, passando ao limite à medida que  obtemos: 
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 Com efeito, pela condição de Lipschitz, temos: 

 

Agora, passando ao limite quando  e sabendo-se que f é derivável em todo , vem: 

 

De sorte que:  ( constante). 
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APÊNDICE A 

Teorema: 
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NOTAS 

Nota 1 

Pierre Simon Marquuis de Laplace (1749 � 1827) Um notório matemático, físico e astrônomo, Laplace 
foi chamado por alguns dos seus contemporâneos de " o Newton da França". Embora Laplace tenha 
usado a transformada integral (1) em seu trabalho sobre teoria da probabilidade, é mais provável que 
a integral tenha sido descoberta por Euler. Publicações importantes de Laplace foram os tratados 
Mècanique Cèlest e Thèorie Analytique des Probabilités. Nascido de uma família pobre, Laplace se 
tornou amigo de Napoleão, mas foi elevado à aristocracia por Luís XV III após a Restauração. 

Nota 2 

Este postulado pode ser apresentado como teorema, com o seguinte enunciado: Se  é 
limitado superiormente. Então, X tem supremo em R. 

Nota 3 

Na realidade, o item (iii) é devido ao matemático grego Eudoxo, que viveu alguns séculos antes de 
Arquimedes. 

Nota 4 

François Viète foi um matemático francês que nasceu em Fontenay no ano de 1540 e morreu em Paris 
no ano de 1603. Na sua juventude, estudou e exerceu Direito e tornou- se membro do Parlamento da 
Bretanha. Não era, portanto, um matemático por profissão; porém o seu lazer era dedicado à 
Matemática, dentro da qual desempenhou um papel central na transição da época Renascentista para 
a Moderna. Fez contribuições à Aritmética, Álgebra, Trigonometria e Geometria, mas sem dúvida foi 
na Álgebra que ocorreram suas mais importantes contribuições, pois aqui Viète chegou mais próximo 
das idéias modernas. 


