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Resumo: O objetivo do presente trabalho foi investigar a união de dois importantes equipamentos na 

área da engenharia, o termossifão bifásico e o coletor solar. Um ciclo para obter alto vácuo foi 

construído com a finalidade de fabricar o termossifão e em seguida o mesmo foi inserido em tubos de 

vidro evacuados para compor a estrutura de um protótipo de coletor solar. O protótipo foi colocado 

em operação num período de oito meses, sendo que dois outros coletores solares foram testados 

simultaneamente para efeito de comparação. Os outros dois foram adquiridos no mercado sendo que 

um deles já vinha com o termossifão enquanto o outro funcionava sem o mesmo. Leituras da 

temperatura foram realizadas na entrada e saída do cabeçote, água da rede e do reservatório térmico. 

Os dados da temperatura foram analisados e puderam ser condensados em apenas dois períodos de 

24h cada, por apresentarem uma reprodutibilidade no comportamento. Um calorímetro permitiu 

computar a quantidade de energia armazenada, que neste caso usou vinte períodos de 24h para 

análise e foi concluído que o coletor solar que usa o termossifão consegue atingir temperaturas mais 

altas na saída do cabeçote, mas o reservatório térmico pode atrapalhar fazendo que haja uma 

diminuição da temperatura da água que chega ao consumidor.  

Palavras chave: Coletor solar.Termossifão. Estudo experimental. 
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 1. INTRODUÇÃO  

O termossifão é um dispositivo que pode ser chamado de supercondutor de calor, apesar de sua 

construção ser relativamente simples. Desde o surgimento do nome termossifão por volta de 1928, 

relatado por Japkise (1973), este dispositivo vem sendo estudado e aperfeiçoado, por apresentar 

grandes potencialidades no transporte de calor. A literatura é ampla e contempla tanto a parte 

experimental quanto a teórica como pode ser observado nos trabalhos de Faghri (1995) e também de 

Peterson (1994).  

Já os coletores solares se apresentam em vários tipos dependendo da sua finalidade como mostra os 

trabalhos de Abdel-Dayem, et al., 1999, Azzolin, et al., 2018, Fan e Furbo (2007), Ismail. et al., 2016, 

Kalogirou (2003), Kalogirou (2004) e Vejen, et al., 2004. A literatura tem propagado os benefícios 

oferecidos pelas fontes renováveis bem como os problemas ambientais relacionados ao uso de fontes 

convencionais de energia e como parte da solução o uso dos vários tipos de coletores como o de placa 

plana, parabólico composto, tubo a vácuo, calha parabólica, lente de Fresnel, etc. Soluções de 

aquecimento solar de água, aquecimento e resfriamento ambiente, calor em processos industriais, 

sistemas de geração de vapor, dessalinização, aplicações químicas entre outras são exaustivamente 

estudadas. Como visto, os sistemas que fazem uso de energia solar podem ser aplicados para uma 

ampla gama de problemas e fornecem benefícios significativos, portanto, eles devem ser usados 

sempre que possível.  

Este trabalho visa comparar coletores solares que usam a tecnologia de termossifões bifásicos com 

coletores convencionais. Três modelos de coletores foram estudados, dois com a presença de 

termossifões bifásicos sendo que um  deles foi totalmente construído em laboratório, enquanto o 

outro foi adquirido no comércio e um não fez o uso do termossifão. Todos os coletores usados eram 

constituídos de tubo de vidro duplo e evacuados e com reservatórios térmicos idênticos.  

2. APARATO EXPERIMENTAL  

2.1. CONSTRUÇÃO DO CIRCUITO A VÁCUO  

O projeto de pesquisa teve início pela montagem de um sistema que fosse capaz de produzir alto 

vácuo, esse sistema foi montado usando duas bombas acopladas em série. A bomba mecânica de 

vácuo de palheta rotativa série Pascal-SD, modelo 2005 SD, marca ADIXEN, com duplo estágio e 
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velocidade de bombeamento de 5,4 m3/h, com vácuo final de 0,2 Pa foi ligada em série a uma bomba 

de vácuo turbomolecular Drag, modelo HiPace 80 DN 63 ISO-K, como mostra a Fig. 1.  

Esta configuração permitiu proteger a estrutura interna da bomba turbomolecular durante o processo 

inicial de produção de vácuo, até o limite de segurança de entrada de funcionamento da bomba 

turbomolecular. Após acionada a bomba turbomolecular, a bomba mecânica é desligada 

manualmente e em seguida é aguardado o tempo necessário para atingir o vácuo necessário dentro 

do termossifão. Durante esta etapa somente a válvula 5 encontra-se aberta. Assim que o vácuo de 

trabalho é atingido, desliga-se a bomba de vácuo turbomolecular via painel de controle e dá-se início 

ao processo de enchimento do termossifão com o fluido de trabalho. A válvula 5 é fechada e a válvula 

7 é aberta e a válvula 8 serve como válvula controladora de nível, para permitir o enchimento do 

termossifão com a quantidade de fluido de trabalho desejada. Em seguida ao enchimento, fecham-se 

as válvulas 7 e 8 e o tubo capilar é estrangulado por dois alicates de pressão com mordentes planos e 

a luva de ligação é rompida e o tubo capilar é lacrado com solda prata. O circuito foi bem otimizado, 

com soluções de engenharia bem interessantes como, por exemplo, a armadilha para umidade, que 

em sistemas mais sofisticados costuma-se implementar técnicas onerosas onde equipamentos e/ou 

substâncias abaixam a temperatura do fluido de trabalho na tentativa de congelá-lo e 

consequentemente não deixá-lo retornar a bomba. Neste trabalho foi usado um componente que 

causou uma perda de carga retendo toda a umidade, que atendeu muito bem as necessidades do 

projeto. Todo o circuito a vácuo foi criado com a finalidade de fabricar os termossifões bifásicos com 

um vácuo suficiente para o seu bom funcionamento, sendo que o vácuo mais baixo obtido foi de 0,08 

Pa e o mais alto foi de 0,1 Pa. 
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Figura 1. Circuito a vácuo 

2.2. CONSTRUÇÃO DO TERMOSSIFÃO BIFÁSICO  

Antes dos tubos de cobre serem conectados no circuito a vácuo, os mesmos passaram por um rigoroso 

processo manual de limpeza interna com acetona, para evitar contaminação do fluido de trabalho com 

resíduos sólidos. Em seguida, suas extremidades foram vedadas com tampas apropriadas, usando-se 

solda prata, onde um dos lados recebe um tubo capilar, como mostra a Fig. 2, que foi responsável pela 

conexão do termossifão com o sistema a vácuo. Ao término do processo de enchimento e vedação, os 

mesmos tiveram que passar por uma conferência em relação à quantidade de fluido de trabalho que 

cada um recebeu. A conferência foi feita pesando o tubo de cobre antes e depois do enchimento com 

o fluido de trabalho, usando uma balança de precisão 5.10-7 kg da marca KALA.  

Foram construídos dez termossifões bifásicos para compor o coletor solar que será testado, onde cada 

tubo foi preenchido com 30% do seu volume total com água destilada, a qual foi usada como fluido de 

trabalho. O menor erro no processo de enchimento foi de 2,2% e o maior de 17,2%. As características 

geométricas dos tubos foram: 1,8 m de comprimento; diâmetro externo de 1,21.10-2 m e volume 

interno de 2,1.10-4 m3. 
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Figura 2. Detalhe da tampa do termossifão – sem a limpeza externa. 

Para testar o funcionamento dos termossifões bifásicos construídos, dois procedimentos foram 

usados: primeiro os tubos tinham uma de suas pontas mergulhadas em um ebulidor com água 

aproximadamente a 100 ºC, enquanto na outra era feita uma inspeção manual observando o tempo 

de aquecimento da extremidade e o ruído causado no processo de troca térmica; no segundo 

procedimento os tubos eram agitados até produzirem um ruído semelhante a dois metais se colidindo. 

Esses métodos de inspeção simples mostraram-se bastante confiáveis, visto que quando esses 

fenômenos no funcionamento não eram observados os tubos apresentavam problemas relacionados 

a vazamento.  

2.3. CONSTRUÇÃO DO COLETOR SOLAR  

A construção do protótipo foi iniciada pela estrutura principal constituída em aço que teve a 

responsabilidade de acomodar e suportar o peso dos tubos duplos a vácuo com o termossifão bifásico. 

A parte interna do cabeçote que é a região por onde a água irá circular, mostrado na Fig. 3 foi 

construída com um sistema de roscas, o qual não apresentou grandes problemas de montagem e nem 

de vazamentos. Para que o termossifão fosse capaz de encaixar-se perfeitamente ao cabeçote, um 

anel com rosca foi soldado no mesmo como mostra a Fig. 4. Em seguida, deu-se a  montagem 

propriamente do coletor, iniciando-se pela colocação dos termossifões, verificação de vazamento do 

escoamento com água quente, montagem dos tubos duplos evacuados e por último o enchimento da 

caixa de isolamento do cabeçote com spray de poliestireno expandido. 

 

Figura 3. Detalhe do cabeçote 
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Figura 4. Sistema de engate com rosca 

O propósito foi construir um coletor solar com tubos duplos evacuados adquiridos no mercado, mas 

adaptando os termossifões bifásicos no seu interior. A Fig. 5(a) mostra uma visão geral do protótipo 

que foi fabricado, o qual teve modificações na sua estrutura quando comparado com os adquiridos no 

mercado. Aletas são usadas geralmente para melhorar o desempenho da troca de calor entre o 

termossifão e as paredes internas do tubo duplo, como pode ser observado na Fig. 5(b), que elucida o 

uso de uma aleta de alumínio ao redor de um tubo de calor no coletor solar vendido no comércio. No 

protótipo foi deixado somente efeitos radiativos conduzirem e dominarem o processo de troca de 

calor na região onde fica alocado o evaporador do termossifão bifásico, dispensando o uso de aleta 

que proporciona aumento de área e transporte de calor por condução térmica. 

 

Figura 5. Detalhes construtivos dos coletores solares 

Após o processo de montagem do protótipo, o mesmo foi levado para uma estação de testes 

apropriada e três modelos de coletores solares da ASUS foram cuidadosamente instalados seguindo 

uma mesma posição. Todos foram  montados orientados para o norte geográfico com um ângulo de 

inclinação de 28º. Os reservatórios de armazenamento utilizados tinham um volume de 200 litros e 

todos os dutos e conexões foram devidamente isolados e mantiveram uma semelhança no 

comprimento e curvatura. Após algumas horas de funcionamento, todos os modelos foram 
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monitorados com uma câmera termográfica para detectar pequenos vazamentos que pudessem 

prejudicar os testes.  

Fazendo uma pesquisa nos manuais que acompanham os coletores vendidos no comércio, observou-

se que alguns constam o termo tubos de calor. Para solucionar a dúvida um dos supostos tubos de 

calor – Fig. 5(b) – foi aberto e seu fluido de trabalho foi quantificado e analisado quimicamente pelo 

Departamento de Química e Ambiental da UERJFAT. Foi encontrado um fluido semelhante à água 

destilada, porém, misturado a um pó que foi identificado como uma mistura de cobre com óxido de 

cobre. A parte líquida ocupava aproximadamente 4,02% do volume total e a descoberta mais 

interessante é que o tubo não se tratava de um tubo de calor como anunciado no manual do 

fabricante, mais sim de um termossifão bifásico. Neste caso, não ficou claro se foi apenas uma 

confusão de quem redigiu os manuais ou se há algum erro de conceito intrínseco na definição entre 

tubo de calor e termossifão por parte dos fabricantes.  

2.4. SISTEMA DE COLETA DE DADOS  

Para fazer o rastreamento dos dados necessários para análise dos coletores, termopares foram 

fabricados com fio de compensação para baixar o custo do projeto. O fio usado era composto pela liga 

Cromel-Alumel, conhecida no mercado como fio condutor apresentando o código KX, de 1,8 mm de 

diâmetro, o qual é adequado para trabalhar com termopares do tipo K. Registros das temperaturas de 

entrada e saída da água no cabeçote foram realizados por um sistema automatizado de aquisição de 

dados de oito canais – Fieldlogger da Novus Produtos Eletrônicos Ltda.  

Todos os termopares foram calibrados baseando-se na temperatura de fusão do gelo, temperatura 

ambiente (esta comparada com um sensor Thermo Collector TM10 da marca YOKOGAWA) e 

temperatura de ebulição da água respeitando-se a altura da cidade de Resende - RJ. A partir da 

comparação dos resultados curvas de ajuste foram extraídas para cada termopar. Então, equações de 

correção de primeiro grau foram usadas para minimizar o erro dos termopares. A temperatura da água 

armazenada nos reservatórios térmicos também teve sua temperatura monitorada, usando um 

calorímetro, permitindo assim contabilizar a produção de energia na forma de calor. Amostras diárias 

de quantidades de água semelhantes foram extraídas dos coletores em horários pré-estabelecidos. 

Conhecendo-se as temperaturas envolvidas no processo, que foram lidas pelos termopares e obtidas 

pelo calorímetro, e usando-se a equação da conservação de energia para cálculo de calor sensível, foi 

possível obter o valor do ganho de energia na forma de calor ao longo do período analisado. É 
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importante relatar que antes de cada coleta, houve sempre um descarte de 3 litros de água, 

garantindo assim que a água analisada era sempre proveniente do interior do boiler e não da 

tubulação, apesar de ter sido usado um trecho muito curto de duto na posição de extração da água. 

As incertezas experimentais relativas aos resultados do ganho de energia na forma de calor foram 

calculadas, sendo que os valores encontrados foram inexpressivos.  

3. ANÁLISE DOS RESULTADOS  

O interesse foi mensurar os valores da temperatura da água na saída do cabeçote e também no ponto 

de saída para consumo, podendo assim quantificar a energia acumulada numa quantidade de massa 

definida de água. Três modelos de coletores solares foram testados simultaneamente: coletor 1 da 

marca ASUS que é constituído de tubos de vidro duplo evacuados e termossifões bifásicos com aleta; 

coletor 2 da marca ASUS constituído de tubos de vidro duplo evacuados e sem termossifões bifásicos 

e coletor 3 da marca ASUS constituído de tubos de vidro duplo evacuados e termossifões bifásicos 

construídos no Centro de Fontes Renováveis de Energia da UERJ – FAT. Todos os coletores possuíam 

10 tubos de vidro compondo a mesma área externa. Deve ser notado que no coletor de tubo duplo 

evacuado a água penetra no interior do tubo de vidro, enquanto que no coletor que usa o termossifão 

a região do interior não tem contato com a água. Deste modo, há diferenças construtivas no cabeçote 

nessas duas situações e também entre os coletores 1 e 3, embora menos acentuadas. Isso causará 

mudanças no padrão do escoamento da água no interior do cabeçote, impondo modificações na vazão 

e na perda de carga, não permitindo assim uma semelhança completa entre os modelos testados.  

Os testes foram conduzidos num período de oito meses e visto que houve uma reprodutibilidade 

qualitativa dos resultados, dois períodos específicos foram escolhidos para serem apresentados. Os 

gráficos que serão apresentados foram construídos usando um período de 24 h, com início às 12:00h 

de um dia e término às 12:00h do outro dia (registrado como 36h por conveniência). Na trigésima 

sexta hora as leituras das temperaturas na entrada e na saída do cabeçote dos coletores 1, 2, 3, da 

água proveniente da rede de alimentação e da água coletada na saída do reservatório térmico por um 

calorímetro eram registradas para efeito de análise.  

De posse dos valores experimentais o cálculo do calor armazenado em cada coleta do calorímetro num 

período de 24 horas pôde ser obtido, e serviu para efeito de comparação dos coletores. Com as devidas 

hipóteses e assumindo que não houve mudança de fase, a equação da conservação de energia pode 

ser escrita na forma: 
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Na Eq. (1), Q representa o calor armazenado no fluido contido dentro do calorímetro [kJ]; m a massa 

de água contida no calorímetro [kg]; cp o calor específico da água a pressão constante [kJ/kg.K] e ΔT a 

diferença de temperatura entre a água coletada pelo calorímetro e a água proveniente da rede de 

abastecimento [K]. Outra forma de avaliar o calor acumulado foi também usada, onde a mesma massa 

do calorímetro foi mantida, mas com uma diferença de temperatura entre a água na saída do cabeçote 

e a água proveniente da rede de abastecimento.  

3.1. ESTUDO DO COMPORTAMENTO DA TEMPERATURA  

A Fig. (6) apresenta o valor da temperatura em função do tempo na saída do cabeçote e também da 

rede de abastecimento que alimentava os coletores. O coletor 2 mostra temperaturas superiores aos 

outros no período da tarde – 12h às 18h - mas praticamente se iguala ao coletor 1 no período da 

manhã – 35h às 36h. O coletor 3 mostra um padrão de temperatura sempre inferior aos demais no 

período citado. O mesmo padrão foi encontrado na Fig. (10) que foi um dia nublado com temperaturas 

mais baixas da água de alimentação. A diferença é que neste caso o coletor 1 superou os demais e o 

coletor 3 continuou fornecendo as temperaturas mais baixas. O conjunto de gráficos mostrados na 

Fig. (7), Fig. (8) e Fig. (9) mostram a diferença de temperatura entre a região de entrada e saída dos 

cabeçotes para todos os modelos de coletores no período entre os dias 23/03 e 24/03. A maior 

diferença de temperatura considerando 12h como referência, foi encontrada no coletor 2, enquanto 

o coletor 1 e 3 com diferenças mais baixas praticamente obtiveram o mesmo valor. Maiores diferenças 

de temperatura no cabeçote certamente é um indício para obter um maior valor na força de empuxo, 

a qual é responsável pelo funcionamento adequado de sistemas passivos. Já para o dia nublado os 

valores da diferença de temperatura entre a região de entrada e saída dos cabeçotes foram mostrados 

no conjunto de gráficos representados pela Fig. (11), Fig. (12) e Fig. (13). Nota-se que os valores da 

diferença de temperatura dos coletores 1 e 2 são semelhantes e superiores ao coletor 3,tomando-se 

como referência o horário de 12h.  

Um fenômeno de inversão de temperatura entre a região de entrada e saída foi capturado nos 

coletores 1 e 3 que utilizam a tecnologia de termossifões bifásicos. Esta inversão que ocorre 

aproximadamente entre os horários das 18h e 34h deve ser causada pela queda da temperatura do ar 

ambiente. O termossifão bifásico não funcionará, mas a estrutura de cobre poderá agir como uma 
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aleta. Isso é mostrado na Fig. (7), Fig. (9), Fig. (11) e Fig. (13). Esse fenômeno de inversão de 

temperatura não acontece no coletor 2 como corroborado pela Fig. (8) e Fig. (12). 

 

Figura 6. Temperatura no intervalo de 12h de um dia às 12h (36h) do dia seguinte 

 

Figura 7. Temperatura no intervalo de 12h de um dia às 12h (36h) do dia seguinte 
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Figura 8. Temperatura no intervalo de 12h de um dia às 12h (36h) do dia seguinte 

 

Figura 9. Temperatura no intervalo de 12h de um dia às 12h (36h) do dia seguinte 
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Figura 10. Temperatura no intervalo de 12h de um dia às 12h (36h) do dia seguinte 

 

Figura 11. Temperatura no intervalo de 12h de um dia às 12h (36h) do dia seguinte 
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Figura 12. Temperatura no intervalo de 12h de um dia às 12h (36h) do dia seguinte 

 

Figura 13. Temperatura no intervalo de 12h de um dia às 12h (36h) do dia seguinte  
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3.2. ACÚMULO DE ENERGIA  

A energia acumulada na massa de água contida no calorímetro foi contabilizada num período de 20 

dias, abrangendo os meses de março, abril e maio. Esse período foi escolhido por apresentar variações 

climáticas mais acentuadas como variações da temperatura ambiente, dias nublados e dias chuvosos 

na região onde foi efetuado o teste, quando comparado dentro do período de oito meses. A Tab. (1) 

demonstra os resultados obtidos a partir do uso da Eq. (1) para encontrar a energia acumulada e seus 

respectivos desvios porcentuais entre cada coletor, nas situações onde a temperatura levada em 

consideração foi a do reservatório térmico e também a da saída do cabeçote. 

Tabela 1. Somatório da energia acumulada para cada coletor no período de vinte dias 

 

Os resultados da energia acumulada a partir da temperatura que representa o reservatório térmico 

mostram uma superioridade do coletor 2 que não usa a tecnologia de termossifões bifásicos , seguida 

do coletor 3 que foi o protótipo construído, e por último o coletor 1 que é vendido no mercado, ambos 

com o termossifão bifásico instalado. O maior desvio (D) porcentual encontrado foi entre os modelos 

1 e 2. Agora quando se leva em conta a temperatura na saída do cabeçote, o coletor 1 se destaca 

ocupando o primeiro lugar, seguido do coletor 2 e 3. Em termos de desvio porcentual todos os modelos 

passam a se distanciar, principalmente os modelos 1 e 3 com o valor de 89%.  

Em termos gerais, os resultados sugerem que a tecnologia de termossifões bifásicos quando 

empregada adequadamente consegue atingir as maiores temperaturas na saída do cabeçote, porém, 

isto não significa que o consumidor irá usufruir destes níveis de temperatura. Como neste trabalho 

todos os coletores usados eram de uma mesma marca, foram instalados rigorosamente de maneira 

idêntica e ocupavam uma mesma área externa para captura da energia solar, então, parece que os 

processos térmicos e fluidodinâmicos dentro do reservatório térmico são fortemente afetados pela 

forma de captura da energia solar. Também foi possível notar que em relação as temperaturas 

tomadas na saída do cabeçote, o protótipo foi prejudicado por não utilizar uma aleta como foi feito 

no coletor 1.  

19



 

 

Avaliação Experimental De Coletores Solares Com Termossifões Bifásicos 

                                                                                                   15 

4. COMENTÁRIOS FINAIS  

O presente estudo conclui que:  

• Coletores solares de tubo duplo evacuado com termossifão operando em um sistema passivo 

apresentam maiores níveis de temperatura da água na saída do cabeçote.  

• Os processos térmicos e fluidodinâmicos nos reservatórios térmicos podem ser influenciados pelo 

modelo de coletor usado na captura da energia solar, resultando em queda da temperatura da água 

que chega ao consumidor.  

• Sistemas ativos – uso de bombas - podem beneficiar coletores solares que usam a tecnologia de 

termossifões bifásicos por melhorar o coeficiente de película interno dentro do cabeçote e também 

talvez diminuir a estratificação que ocorre dentro dos reservatórios.  

• A retirada da aleta que recobre o termossifão bifásico só poderá ser executada se houver um projeto 

adequado do termossifão, para compensar a área de captura de energia solar perdida.  

• O coletor solar sem o termossifão bifásico é mais barato e parece atender bem consumidores 

domésticos, mas o coletor solar com a tecnologia de termossifões bifásicos tem grande potencial para 

uso industrial.  
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Resumo: Este artigo apresenta o desenvolvimento e a implementação computacional do método ERA 

(Eigensystem Realization Algorithm) na identificação de parâmetros modais usando a plataforma 

Python. O método ERA é baseado na teoria da realização de sistemas lineares com parâmetros 

invariantes no tempo, isto é, no ajuste de um modelo na forma de estado em tempo discreto para 

uma quantidade de dados experimentais obtidos da medição de funções de respostas impulsivas (FRI) 

de um sistema dinâmico. Os parâmetros modais são obtidos resolvendo um problema de autovalor da 

matriz de estado do sistema, onde os autovalores fornecem as frequências naturais e os fatores de 

amortecimento e os autovetores as formas modais associadas. A matriz de estado é determinada da 

solução de um problema de mínimos quadrados envolvendo de duas submatrizes obtidas da matriz 

de observabilidade do sistema através de uma propriedade de invariância ao deslocamento, sendo 

que a estimativa da matriz de observabilidade, por sua vez, vem da aplicação da decomposição em 

valores singulares (SVD, singular value decomposition) sobre uma matriz de estrutura Hankel que 

contem os dados das FRIs. A ordem mínima do sistema é identificada através da inspeção dos valores 

singulares mais significativos da matriz dos dados usando SVD. A efetividade do presente método é 

demonstrada usando dados das FRIs obtidos de simulação numérica. 

 

Palavras-chave: Análise Modal, Método ERA, Análise de Sinais, Python. 
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1 INTRODUÇÃO 

Este capítulo trata dos objetivos gerais e específicos do presente trabalho. 

A identificação de sistemas lineares com parâmetros invariantes no tempo é uma importante área na 

ciência e na engenharia (SODERSTROM E STOICA, 1989, LJUANG, 1999 e VAN DER VEEN ET AL., 1993). 

A análise modal 

experimental (AME) trata com o processo da estimativa de parâmetros modais de sistemas mecânicos 

(ou sistemas estruturais) – frequências naturais, fatores de amortecimento e formas modais - usando 

medições dos sinais de entrada e saída, ou dos sinais apenas de saída (MAIA ET AL., 1997, KORDKHEILI 

ET AL., 2018 E HU ET AL., 2014). 

1.1 OBJETIVOS GERAIS 

Os objetivos gerais deste trabalho consiste na aplicação do método ERA (Eingenvalue Realization 

Algorithm) em AME, implementado na linguagem Python (BORGES, 2014). 

O ERA foi desenvolvido por JUANG E PAPPA (1985) baseado em conceitos predominantemente 

originados da teoria de controle – mais especificamente da teoria da realização de sistemas lineares 

com parâmetros invariantes no tempo (VIBERG, 1995). Apesar do ERA ter sido desenvolvido na década 

de 80, ele conta com várias aplicações e pesquisas atuais graças a sua grande precisão e robustez como 

destacam, por exemplo, os trabalhos de KORDKHEILI ET AL., (2018) e HU ET AL., (2014). 

A AME envolve uma vasta quantidade de diferentes aplicações como: testes modais, ajuste de 

modelos matemáticos por elementos finitos, sub- estruturação modal, modificação modal, 

integridade estrutural, detecção de falhas e análise modal não linear, (MAIA ET AL., 1997). 

Os métodos de identificação usados em AME podem ser classificados como: 

1) Domínio do tempo ou da frequência: refere se ao domínio onde os dados experimentais são 

tratados numericamente. 

2) Paramétricos ou não paramétricos: os métodos paramétricos usam explicitamente parâmetros 

com significado físico como parte integrante do modelo matemático envolvendo algum critério 

de otimização como, por exemplo, mínimos quadrados, máxima verossimilhança, variáveis 

instrumentais, otimização não linear, etc. (SÖDERSTRÖM E STOICA, 1989, LJUNG, 1999). Na 

identificação não paramétrica os parâmetros são identificados sem o conhecimento prévio de 
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um modelo matemático como, por exemplo, usando técnicas de correlação ou análise 

espectral, (NEWLAND, 1993). 

3) Quanto ao tipo de dados experimentais: funções de respostas ao impulso (FRI), entrada-saída 

ou apenas saída. Os métodos mais tradicionais de AME usam FRIs ou dados de entrada-saída. 

Recentemente pode-se contar também com métodos que utilizam apenas dados da saída em 

AME (KORDKHEILI ET AL., 2018 E HU ET AL., 2014). 

4) Recursivos e não recursivos: os métodos recursivos caracterizam se por sua rapidez de 

processamento e é utilizado na identificação de sistemas que apresentam características não 

estacionárias ou em aplicações em tempo real. A identificação não recursiva ocorre quando 

uma quantidade de dados é coletada e em seguida é pós–processada. Normalmente, os 

algoritmos não recursivos possuem maior precisão. 

5) Quanto ao número de modos analisados: um único grau de liberdade quando pode identificar 

um único modo do sistema de cada vez e múltiplos graus de liberdade quando vários modos 

são identificados simultaneamente. Os métodos de identificação do domínio do tempo são na 

maioria do tipo múltiplos graus de liberdade.  

6) Quanto à quantidade de entradas e saídas: os testes modais podem ser de uma única entrada 

e uma única saída SISO (single input single output), uma única entrada e múltiplas saídas 

SIMO(single input single output), MISO (multiple input single output) ou MIMO (multilpe input 

multiple output). 

Com base na classificação acima, o ERA é um método do domínio do tempo (ou da frequência), 

paramétrico, usa dados do tipo FRIs, não recursivo, múltiplo graus de liberdade. Vale destacar que o 

uso de dados experimentais do tipo FRIs confere aos testes modais extrema versatilidade na excitação 

da estrutura devido ao uso do martelo de impacto ao invés de excitadores – pois estes últimos muitas 

vezes resultam em montagens complexas sobre a estrutura. 

1.2 OBJETIVOS ESPECÍFICOS 

O foco do trabalho está na descrição analítica e implementação computacional do ERA visando a 

efetividade do processo de identificação. Segue uma descrição mais detalhada sobre o conteúdo do 

presente estudo. 

25



 

 

Desenvolvimento E Implementação Do Método Era Na Identificação De Parâmetros Modais Usando A Plataforma Python 

                                                                                                   4 

Matematicamente, o ERA consiste no ajuste de um modelo linear na forma de estado em tempo 

discreto para uma quantidade de dados experimentais obtidas de medições de FRIs em alguns pontos 

do sistema estrutural, sendo que os autovalores da matriz de estado do sistema (ou polos do sistema) 

fornecem as frequências naturais e fatores de amortecimento e os autovetores as formas modais 

associadas. 

A matriz de estado é determinada através da solução de um problema de mínimos quadrados 

envolvendo duas submatrizes matrizes obtidas da matriz de observabilidade do sistema, usando uma 

importante propriedade de invariância ao deslocamento – teoria da realização (VIBERG, 1995). Na 

prática, a estimativa da matriz de observabilidade é obtida através de um procedimento de redução 

de posto de uma matriz de estrutura Hankel-bloco, formada por amostras das FRIs, usando 

decomposição em valores singulares (SVD, singular value decomposition), (VAN DER VEEN ET AL., 

1993). Além disso, a ordem mínima do modelo de identificação numérica é estimada via inspeção dos 

valores singulares mais significativos da matriz Hankel-bloco dos dados das FRIs. 

1.3 JUSTIFICATIVA 

Os algoritmos desenvolvidos neste trabalho são implementados no domínio do tempo e na linguagem 

Python graças a sua grande eficiência e sua atual relevância na área de computação numérica. Por ser 

uma linguagem de fácil entendimento e ter cada vez mais usuários, o código apresentado nesse 

trabalho poderá ser usado como material de estudo e incentivar novos estudantes da área sobre o 

assunto. 

1.4 ORGANIZAÇÂO DO TRABALHO 

O presente estudo é organizado da seguinte forma. O capítulo 2 apresenta a modelagem matemática 

de sistemas mecânicos lineares com parâmetros invariantes no tempo. O capítulo 3 apresenta noções 

básicas sobre a teoria de realização com ênfase na propriedade de invariância ao deslocamento das 

matrizes de observabilidade do sistema. O capítulo 4 trata da estimativa da matriz de observabilidade 

via procedimento de redução de posto da matriz dos dados das FRIs usando SVD e apresenta o 

algoritmo usado para implementação computacional do ERA. No capítulo 5 são apresentados 

exemplos de aplicação e o capítulo 6 trata da conclusão do presente estudo. Além disso, o Apêndice 

A apresenta conceitos básico sobre álgebra linear e SVD e o Apêndice B o código usado na identificação 

paramétrica usando o ERA. 
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 2 MODELAGEM MATEMÁTICA DE SISTEMAS MECÂNICOS 

Este capítulo apresenta conceitos básicos da modelagem matemática de sistemas mecânicos de 

dimensão finita, lineares e invariantes no tempo (LIT) que permite: i) incluir o amortecimento do tipo 

viscoso não proporcional na modelagem de sistemas mecânicos e, principalmente, ii) 

desenvolvimento analítico do ERA que requer esse tipo de modelagem no processo de identificação 

paramétrica. 

Este capítulo apresenta também as abordagens das modelagens na forma de estado para tempo 

contínuo (a forma que sistemas mecânicos aparecem na natureza), e para tempo discreto (a forma 

que se apresentam os dados experimentais). Além disso, é mostrada a relação entre os parâmetros 

modais calculados por estas modelagens. 

2.1 MODELAGEM DO SISTEMA NA FORMA DE ESTADO PARA TEMPO CONTÍNUO 

A equação de movimento de um sistema mecânico LIT de f graus de liberdade é representada pela 

seguinte equação diferencial de segunda ordem, em tempo contínuo, como, 

 

onde M̅ ,  C,̅  K̅   são,  respectivamente,  as  matrizes  de  massa,  amortecimento  e rigidez, todas de 

dimensão ƒ × ƒ. Os vetores q(t) e f(t), ambos de dimensão ƒ × 1, representam, respectivamente, as 

coordenadas generalizadas e as forças externas que atuam no sistema. 

A Equação (2.1) pode ser expressa de uma forma equivalente na forma de estado, para tempo 

contínuo (GOUNTIER ET AL., 1993), como, 

 

onde, 

 

é o vetor de estado, de dimensão 𝑛 × 1, sendo 𝑛 = 2 ƒ a ordem do modelo do sistema na forma de 

estado. As  matrizes A̅ e B̅  de dimensões, respectivamente, 𝑛 × 𝑛 e 𝑛 × 𝑚 são dadas por, 
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onde a matriz de estado do sistema A̅  conecta a variável de estado x(t) com sua derivada temporal 

ẋ(𝑡). O vetor u(t) de dimensão 𝑚 × 1 representa as m entradas não nulas do vetor f(t). Portanto, a 

matriz de seleção de entrada Uƒ, de dimensão ƒ × 𝑚, é dada por, 

 

onde, Iƒ é a matriz de identidade de dimensão ƒ × ƒ e 0 indica as matrizes nulas de dimensões 

apropriadas. 

A solução do vetor de estado x(t), da Equação (2.2), no instante t para uma entrada genérica u(t) e 

condições iniciais x(𝑡0) no instante 𝑡0 é dada por (LUENBERGER, 1979), 

 

Da análise da parte homogênea da Equação (2.7), isto é, fazendo u(𝑡) = 0, é sabido que os n autovalores 

(ou polos em tempo contínuo) e os n autovetores de A̅ dizem  respeito  ao  comportamento  próprio  

do  sistema  de  onde  derivam  as frequências naturais, fatores de amortecimento e as formas modais 

do sistema mecânico (MAIA ET AL., 1997). 

O problema de autovalor da matriz A̅ pode ser descrito como, 

 

onde Λ e Θ são, respectivamente, as matrizes dos autovalores (ou matriz espectral) e dos autovetores 

de A̅, ambas de dimensão 𝑛 × 𝑛. 

Os  n  autovalores  de  A̅,  denotados  por  𝜆𝑟,  fornecem  os  polos  do  sistema modelado em tempo 

contínuo. Para o caso de sistemas subamortecidos e com polos distintos, eles aparecem em pares 
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complexos conjugados e podem ser expressos em termos das frequências naturais 𝜔𝑟 e dos fatores de 

amortecimento £𝑟 do sistema como, 

 

Assim, as frequências naturais e fatores de amortecimento podem ser calculados como, 

 

onde 𝑅𝑒(𝜆𝑟) e 𝐼𝑚(𝜆𝑟) denotam partes real e imaginária de 𝜆𝑟. 

Os  n  autovetores  de  A̅,  denotados  por  𝜃𝑟,  de  dimensão  𝑛 × 1,  também aparecem em pares 

complexos conjugados e podem ser organizados como, 

 

onde, 

 

representa a r-ésima forma modal do sistema descrito pelas Equações (2.1) e (2.2). Além disso, as 

matrizes Λ e Θ podem ser organizadas como, 

 

onde o termo * denota conjugação complexa 

 

é a matriz diagonal de dimensão ƒ × ƒ que contém os f polos em tempo contínuo do sistema e, 
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é a matriz das formas modais de dimensão ƒ × ƒ do sistema. 

2.2 FUNÇÃO DE RESPOSTA AO IMPULSO 

Esta seção apresenta a formulação das FRIs no domínio do tempo. 

Seja y(t) um vetor de dimensão 𝑙 × 1 usado para descrever as l variáveis observadas do sistema definido 

descrito pele Equação (2.2), como, 

 

onde, C e D são matrizes de dimensão, respectivamente, 𝑙 × 𝑛 e 𝑙 × 𝑚 . 

Seja ℎij(𝑡) a FRI na saída i no instante t, devido a um pulso unitário 𝑢j(𝑡) aplicado na entrada j do 

sistema no instante t=0, sendo 𝑢j(𝑡) definido como, 

 

Sem perda da generalidade vai-se supor que D=0. Assim, com base nas Equações (2.16) e (2.17), a 

resposta ao impulso ℎij(𝑡) para instantes 𝑡 > 0 pode ser escrita como, 

 

Com base na Equação (2.7) e assumindo que a condição inicial x(𝑡0) = 0 para o instante 𝑡0 = 0, a Equação 

(2.18) pode ser escrita como, 

 

Da álgebra linear, sabe-se que o termo 𝑒A̅(𝑡−𝑐) = Θ𝑒Λ(𝑡−𝑐)Θ−1, assim a Equação (2.19) torna-se, 
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A matriz dos autovetores Θ cujas colunas são normalizadas pelos elementos do vetor 𝑀𝑑 definido 

como, 

 

possui as seguintes propriedades de ortogonalidade (Maia ET AL., 1997), 

 

E 

 

Isolando  o  termo   da  Equação  (2.22)  e  considerando  a Equação (2.5) obtém 

se o temo  parte integrante da Equação (2.20) como. 

 

Substituindo a Equação (2.24) em (2.20) resulta, 

 

Como a entrada 𝑢j(𝑡) = 𝛿(𝑡) só é não nula para t=0, então para instantes 𝑡 > 0 a Equação (2.25) pode 

ser reescrita como, 

 

Sem perda de generalidade, considerando apenas a parte das variáveis de estado x(t) relacionadas 

com as coordenadas generalizadas q(t) - isto é, considerando apenas os f primeiros elementos do vetor 
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de estado x(t) - os termos de Θ𝑒Λ𝑡ΘT da Equação (2.26) considerados aqui são apenas aqueles 

relacionados com a matriz das formas modais Φ. Então a Equação (2.26) pode ser reescrita como, 

 

A matriz Uƒ da Equação (2.27), de dimensão ƒ × 1, conecta a entrada impulsiva atuando na j-ésima 

entrada como, 

 

portanto, 

 

A matriz Uƒ da Equação (2.27), de dimensão ƒ × 1, conecta a entrada impulsiva atuando na j-ésima 

entrada como, 

 

portanto, 

 

Além disso, o produto de matrizes Φ𝑒Λ𝑡ΦTda Equação (2.26) pode ser escrito como, 
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Substituindo as Equações (2.29) – (2.32) na Equação (2.27) a expressão da FRI ℎij(𝑡) resulta no seguinte, 

 

onde que o termo, é chamado resíduo. 

 

2.3 MODELAGEM DO SISTEMA NA FORMA DE ESTADO PARA TEMPO DISCRETO 

A equação (2.2) constitui o modelo matemático na forma de estado em tempo contínuo para um 

sistema mecânico LIT de dimensão finita n. Entretanto, os dados experimentais de entrada e saída 

usados na AME são obtidos na forma discreta, em geral em intervalos de tempo constantes – intervalo 

de discretização. 

O modelo na forma de estado em tempo contínuo deve ser, portanto, reescrito em termos de uma 

representação para tempo discreto que será usada na formulação do ERA. 

Seja Δ𝑡 um intervalo de tempo constante usado na amostragem de um sinal contínuo. Substituindo os 

instantes 𝑡 = (𝑘 + 1)Δ𝑡 e 𝑡0 = 𝑘Δ𝑡 na Equação (2.7) resulta, 

 

Assumindo que o termo u(𝑟) da Equação (2.35) acima tenha o valor constante de u(𝑟) = u(𝑘Δ𝑡) ao 

longo do intervalo 𝑘Δ𝑡 ≤ 𝑟 ≤ (𝑘 + 1)Δ𝑡 e fazendo uma mudança de variável de 𝑟 para 𝑟̄ = (𝑘 + 1)Δ𝑡 − 𝑟, 

com 𝑑𝑟̅ = −𝑑𝑟, obtém se o seguinte, 

 

Definindo as quantidades discretas x[(𝑘 + 1)Δ𝑡] = x(𝑘 + 1), u(𝑘) = u(𝑘Δ𝑡) e as matrizes, 
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uma descrição do sistema mecânico na forma de estado para tempo discreto fica como, 

 

onde, x(𝑘) representa o vetor de estado do sistema, de dimensão 𝑛 × 1, u(k) representa o vetor de 

forçamento 𝑚 × 1. A matriz de estado A, de dimensão 𝑛 × 𝑛, relaciona os estados do sistema nos 

instantes k e k+1, a matriz B de dimensão 𝑛 × 𝑚 é a matriz de influência da entrada. 

Além disso, com base na Equação (2.16), as l variáveis observadas do sistema para tempo discreto são 

definidas como, 

 

onde, o termo 𝑦(𝑘) é o vetor de saída de dimensão 𝑙 × 1, a matriz C de dimensão 𝑙 × 𝑛 é a matriz de 

influência da saída e a matriz D de dimensão 𝑙 × 𝑚 relaciona diretamente a saída com a entrada. 

Analogamente ao modelo na forma de estado para tempo contínuo os autovalores e autovetores da 

matriz A descrevem o comportamento próprio do sistema em tempo discreto. O problema de 

autovalor da matriz A pode ser expresso como, 

 

onde, 

 

é a matriz dos autovalores de A ou dos polos do sistema em tempo discreto e T é a matriz dos 

autovetores de A, ambas de dimensão 𝑛 × 𝑛. 

Para sistemas subamortecidos as matrizes Z e T assumem formas análogas às descritas pela Equação 

(2.13) referente à modelagem em tempo contínuo, isto é, 
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A matriz das formas modais normalizadas Φ, dados pela Equação (2.15) obtida pela matriz dos 

autovetores de A̅, a menos de uma constante arbitrária, é igual à obtida pela matriz dos autovetores 

de A, pois se trata do mesmo sistema dinâmico. 

Finalmente, com base na Equação (2.37) a relação entre os polos do sistema modelado em tempo 

contínuo e tempo discreto é dado por, 

 

3 REALIZAÇÃO DE SISTEMA LINEAR 

A chamada realização de um sistema linear com parâmetros invariantes no tempo consiste no ajuste 

de um modelo matemático de ordem mínima na forma de estado e em tempo discreto a partir de um 

conjunto de dados experimentais obtidos das FRIs (VIBERG, 1995). Este capítulo apresenta uma 

importante propriedade de invariância ao deslocamento da matriz de observabilidade do sistema com 

relação matriz de estado A através da qual é permitido obter a identificação das matrizes A e C serão 

usadas na implementação computacional do método ERA para AME. 

3.1 REALIZAÇÃO DE SISTEMAS LINEARES NA FORMA DE ESTADO E ORDEM MÍNIMA 

A relação entrada-saída de um sistema linear com parâmetros invariantes no tempo, para tempo 

discreto, com m sinais de entrada u(k) e l sinais de saídas y(k) pode ser descrita pela seguinte soma de 

convolução (VIBERG, 1995), 

 

onde, o termo k é um índice que representa o instante 𝑡 = 𝑘∆𝑡 e ∆𝑡 o intervalo de tempo usado na 

discretização dos sinais. Os vetores u(k) e y(k) possuem dimensão, respectivamente, 𝑚 × 1 e 𝑙 × 1.O 

termo h(k) denota a matriz das FRIs, possui dimensão 𝑙 × 𝑚 e é expressão como, 
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A matriz de FRIs h(k) representa o núcleo da soma de convolução descrita pela Equação (3.1) e 

descreve toda a informação a respeito do comportamento dinâmico do sistema. 

Uma descrição alternativa da dinâmica deste sistema pode ser obtida através de um modelo de um 

sistema na forma de estado como, 

 

A ordem do modelo na forma de estado é igual à dimensão do vetor de estado. Um modelo na forma 

de estado é de ordem mínima igual a n se não existir nenhuma outra realização possível de ordem 

menor que n. 

Assim, a ordem mínima de um sistema resentado pelas equações (3.3a) e (3.3b) se refere com a 

quantidade mínima de variáveis de estado agrupadas no vetor x(k) necessárias para uma descrição 

completa e suficiente da dinâmica do sistema e implica que a matriz A possua posto completo igual a 

n. 

3.2 MATRIZES DE OBSERVABILIDADE E ESTRUTURA DE INVARIÂNCIA AO DESLOCAMENTO 

A teoria da realização clássica trata com o problema da determinação das matrizes [A   B   C   D] de um 

modelo na forma de estado de ordem mínima n, a partir de uma coleção de dados experimentais 

obtidos das FRIs do sistema dinâmico. 

Assim, para o caso SIMO, seja uma entrada impulsiva 𝑢i(𝑘) atuando sobre uma entrada i dada por, 

 

Para a condição inicial x(0)=0, usando 𝑢i(𝑘) = 𝛿(𝑘) acima como a entrada do sistema e manipulando 

algebricamente as Equações (3.3a) e (3.3b), a saída y(k) correspondente resultará em um conjunto de 

FRIs, denotado por hi(𝑘), que pode ser expresso como, 
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onde bi = B𝑢i(0) e di = D𝑢i(0), são vetores de dimensão, respectivamente, 𝑛 × 1 e 𝑙 × 1 e hi(𝑘) possui 

dimensão 𝑙 × 1. 

Definindo uma matriz denotada por H de estrutura Hankel-bloco com i blocos de linhas e j colunas, de 

dimensão i𝑙 × j formadas por hi(𝑘), pode se verificar que, 

 

onde, 

 

é a matriz de observabilidade do sistema de dimensão i𝑙 × 𝑛, e 

 

é a matriz de controlabilidade de dimensão 𝑛 × j. 

Da Equação (3.7), é fácil de obter uma importante estrutura de invariância ao deslocamento da matriz 

de observabilidade Гi como, 

 

onde as sub-matrizes  são definidas como, 
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i 

A matriz do sistema A pode ser obtida pré-multiplicando os dois lados da Equação (3.9) por (Г(1) )𝑇 que 

resulta, 

 

Assumindo a realização como sendo da mínima ordem n o que leva a matriz de observabilidade Гi 

possuir posto completo igual a n, a matriz A pode ser calculada como, 

 

Ou, 

 

onde o símbolo "+" denota a matriz pseudo-inversa de Moore-Penrose de isto é, 

 

A matriz C pode ser extraída do primeiro bloco de Гi como mostra a Equação (3.7). 

Observa se que a matriz de controlabilidade Ωj também possui esta estrutura de invariância ao 

deslocamento. 

Outra importante observação é que a Equação (3.6) também é válida para o 

caso multivariável onde podem ser considerados m casos SIMO resultando em um caso MIMO. Neste 

caso as FRIs assumem uma forma matricial como da Equação (3.2) onde as colunas de h(k) 

representam m testes SIMO independentes, isto é, obtidos devido entradas impulsivas atuando em m 

pontos do sistema não simultaneamente. 

3.3 IDENTIFICAÇÃO DE PARÂMETROS MODAIS 

Os polos discretos do sistema dinâmico 𝑧1 ⋯ 𝑧n podem ser obtidos através dos autovalores da matriz 

de estado A resolvendo a equação Equação(3.13). Os polos contínuos 𝜆1 ⋯ 𝜆𝑛 do sistema são obtidos 
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através da Equação (2.43) de onde são calculados as frequências naturais e fatores de amortecimento 

através da Equação (2.10). 

Os autovetores da matriz de estado A fornece as formas modais relacionadas com a parte observável 

do sistema Φ𝑜𝑏𝑠 através da matriz C como, 

 

onde T é a matriz dos autovetores de A. 

4 IDENTIFICAÇÃO DE PARÂMETROS MODAIS USANDO O MÉTODO ERA 

O capítulo anterior mostra o importante papel da matriz de observabilidade na realização de um 

sistema LIT através da propriedade de invariância ao deslocamento. Este capítulo apresenta uma 

maneira interessante de se obter uma estimativa da matriz de observabilidade através de uma técnica 

de redução de posto da matriz tipo Hankel H, usando SVD. Além disso, é mostrado que a identificação 

da ordem mínima n da do modelo de identificação do sistema LIT (ou da realização do sistema) pode 

ser obtida através da simples inspeção dos valores singulares mais significativos de H. 

4.1 A VERSÃO EXTENDIDA DA MATRIZ DE OBSERVABILIDADE 

Com base nas Equações (3.7) e (3.8), considerando que 𝑛 < i𝑙 e 𝑛 < j, o posto de ambas as matrizes Гi 

e Ωj, com respectivas dimensões iguais a i𝑙 × 𝑛 e 

𝑛 × j, é obviamente igual a n, que também é igual a ordem mínima n do sistema. Isso implica que o 

produto H = Гi Ωj, de dimensão i𝑙 × j, conforme a Equação (3.6), também possua posto deficiente igual 

a n. Além disso, as n colunas da matriz Гi geram o espaço coluna de H e as n linhas de Ωj geram o 

espaço linha de 

H. Portanto, a matriz que gera o espaço coluna de H, que pode ser obtida usando SVD, deve possuir a 

mesma propriedade de invariância ao deslocamento da matriz de observabilidade Гi. 

Para um caso ideal, considerando dados experimentais das FRIs hi(𝑘) 

complemente livres de ruído, a matriz H, de dimensão i𝑙 × j, terá posto deficiente igual n. Da álgebra 

linear, isso ocorre devido à redundância presente nas linhas e nas colunas de H. Fisicamente, isto 

significa que a matriz H contem n colunas que estão relacionadas com os modos que representam a 

39



 

 

Desenvolvimento E Implementação Do Método Era Na Identificação De Parâmetros Modais Usando A Plataforma Python 

                                                                                                   18 

dinâmica do sistema, enquanto que uma quantidade de (j − 𝑛) colunas de H se refere a modos espúrios 

ou modos computacionais que não representam a dinâmica do sistema. 

Para um caso mais realista onde os dados das FRIs estejam contaminados com ruído, a matriz H possui 

posto completo igual a min(il,j). Nestas condições, seja um sistema dinâmico de ordem mínima igual 

a n, sendo, a aplicação da SVD sobre matriz H resulta o seguinte, 

 

onde Q, S e V, são matrizes de dimensão, respectivamente, iguais a, e . A Figura (4.1) mostra um 

esquema com todas as matrizes da Equação (4.1), onde os subíndices s e r denotam, respectivamente, 

matrizes relacionadas com a dinâmica do sistema e com o ruído. 

FIGURA 4.1 – ESQUEMA ILUSTRATIVO DA SVD SOBRE A MATRIZ H. 

 

FONTE: O autor (2021) 

A matriz diagonal     possui dimensão e contem os valores singulares de H relacionados com a dinâmica 

do sistema. A matriz diagonal possui dimensão e contém os valores singulares de H relacionados com 

o ruído das medições das FRIs presente em H. 

Os valores singulares mais significativos de H são agrupados na matriz . Além disso, é importante notar 

que para um sistema dinâmico de ordem mínima n cujas medições estão completamente livres de 

ruído a matriz . Finalmente, as matrizes 0 são matrizes nulas e possuem dimensões apropriadas 

mostradas na Equação (4.1). 

A primeira providência que deve ser tomada na identificação de parâmetros modais usando o método 

ERA consiste na identificação da ordem mínima do sistema. Com base na discussão acima, a ordem 
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mínima do modelo de identificação do sistema n pode ser estimada a partir da inspeção da quantidade 

dos valores singulares mais significativos de H agrupados em . 

A primeira parcela da soma da equação (4.1) dada por tem a ver 

com o conteúdo de H relacionado com a dinâmica do sistema e a segunda parcela com o ruído das 

medições das FRIs presente em H. 

As  matrizes  Q e  da  Equação  (4.1)  são  ortogonais  com  dimensões, respectivamente, 

iguais a   i𝑙 × 𝑛 e j × 𝑛. Além disso, com base no Apêndice 1, as n  colunas  das  matrizes  e  V^𝑠   

geram,  respectivamente,  o  espaço  coluna  e  o espaço linha da matriz H. 

Portanto, a estimativa da matriz de observabilidade, denotada por , pode ser obtida como a matriz 

que gera o espaço coluna de H, ou seja, 

 

4.2 ALGORITMO PARA ESTIMATIVA DE PARÂMETROS MODAIS USANDO O MÉTODO ERA 

O algoritmo para a identificação de parâmetros modais baseado no presente método pode ser 

resumido como: 

i. partindo de valores sobredeterminados do posto de H com 𝑛� < j < i𝑙�, determine uma estimativa 
da ordem mínima n do modelo de identificação do sistema via inspeção do número dos valores 

singulares mais significativos de H agrupados em , 

ii. estimativa da matriz de observabilidade pela Equação (4.3) , 

iii. estimativa autovalores 𝑧�i e autovetores Ψi da matriz de estado A, para i = 1,2, … , 𝑛�, 

iv. cálculo dos n polos em tempo contínuo como  , das n frequências
 naturais e dos n fatores de amortecimento como 

 

v. determinação da matriz C obtida a partir da primeira linha bloco da matriz Г^𝑠�   para  o  cálculo  
das  formas  modais  ɸi  como  a  parte  observável  de  Ψi  sendo ɸi = CΨi. 

 

 

S 
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5 RESULTADOS 

Para demonstrar as capacidades do ERA na identificação de parâmetros modais, este capítulo 

apresenta vários testes usando dados de FRIs obtidos numericamente de um sistema massa-mola-

amortecedor de cinco graus de liberdade como a FIGURA 5.1. 

FIGURA 5.1 – SISTEMA MCK DE CINCO GRAUS DE LIBERDADE 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 

Para todos os testes a seguir, os valores das massas dos blocos e rigidezes das molas são os seguintes: 

  

São realizados seis testes cujos detalhes estão mostrados na TABELA 5.1. Os testes são conduzidos 

com dados das FRIs livres de ruído e com a adição de ruído Gaussiano branco. 

TABELA 5.1 – DESCRIÇÃO DOS TESTES 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 

De acordo com o capítulo 2, uma quantidade de 𝑁𝑝 amostras das FRIs para tempo discreto são 

calculadas como, 

 

onde ƒ = 5 graus de liberdade e o termo 𝑟ij(𝑙) = ɸi𝑙ɸj𝑙 é chamado resíduo. 

5.1 TESTE 1 – SISTEMA MCK SEM AMORTECIMENTO E SEM RUÍDO  

Neste teste as matrizes de massa e  de rigidez são as seguintes, 
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e a matriz de amortecimento é nula, isto é, C ̅= 0. 

Para uma quantidade de 𝑁𝑝 = 500   pontos e um intervalo de discretização Δ𝑡 = 1⁄40 𝑠 é simulada uma 

aquisição do tipo SIMO com as seguintes FRIs ℎ11(𝑘), ℎ21(𝑘), ℎ31(𝑘), ℎ41(𝑘) e ℎ51(𝑘). Isto é, a 

excitação impulsiva ocorrendo no bloco 1 e cinco medições simultâneas tomadas em todos os blocos 

do sistema. 

A matriz Hankel bloco H é formada com dados obtidos das FRIs de acordo com a Equação (3.6). Usando 

um valor inicial de j = 40 colunas para uma quantidade de i = 𝑁𝑝 − j + 1 = 461 blocos de linha, a matriz 

H possui dimensão igual a 2305 × 40. 

Os valores singulares de H são mostrados na Figura 5.3. Da inspeção da quantidade dos valores 

singulares mais significativos de H a ordem mínima do modelo de identificação é identificada como 𝑛 

= 10. 

Usando o valor da ordem mínima no algoritmo da seção 4.2, os parâmetros modais identificados 

pelo ERA são comparados com seus valores exatos e apresentados na Tabela 5.2. 

As formas modais do sistema são identificadas e comparadas com as formas modais exatas como 

mostra a Figura 5.4. 

Dessa forma, neste teste os erros obtidos tanto para os parâmetros modais identificados como para 

as formas modais identificadas são nulos. 
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FIGURA 5.2 – FUNÇÕES DE RESPOSTAS IMPULSIVAS IDENTIFICADAS NO TESTE 1 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 

FIGURA 5.3 – LOGARÍTIMO DOS VALORES SINGULARES DA MATRIZ H DO TESTE 1 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 
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TABELA 5.2 – COMPARAÇÃO DOS PARAMETROS IDENTIFICADOS COM OS EXATOS DO 

TESTE 1 (Np=500, Δt=1/40, j=40, i=Np-j+1=461, n=10 e H2305x40). 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 

FIGURA 5.4 – COMPARAÇÃO ENTRE AS FORMAS MODAIS IDENTIFICADAS E AS FORMAS MODAIS 

EXATAS PARA O TESTE 1 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 

5.2 TESTE 2 – SISTEMA MCK COM AMORTECIMENTO PROPORCIONAL E SEM RUÍDO 

Neste teste é considerada uma matriz de amortecimento proporcional definida como, 

 

Para obter uma variação dos fatores de amortecimento entre 0.4691 e 0.6928, optou se por usar 

valores α=20 e β=0,01. Assim, a matriz de é a seguinte, 
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Usando a mesma quantidade de 𝑁𝑝 = 500 pontos e o mesmo intervalo de discretização Δ𝑡 = 1⁄40 𝑠 do 

teste 1, são simuladas numericamente as seguintes FRIs: ℎ11(𝑘), ℎ21(𝑘), ℎ31(𝑘), ℎ41(𝑘) e ℎ51(𝑘). 

Usando os mesmos parâmetros de processamento de sinais do teste 1, a matriz H possui dimensão 

igual a 2305x40. 

Segundo o algoritmo descrito na seção 4.2, a ordem mínima do modelo de identificação do sistema é 

identificada pela inspeção dos valores singulares da matriz H mostrados na Figura 5.6 como 𝑛 = 10. 

Usando o valor da ordem mínima 𝑛 = 10 no algoritmo da seção 4.2, os parâmetros modais identificados 

pelo ERA são comparados com seus valores exatos e apresentados na Tabela 5.3. 

As formas modais do sistema são identificadas e comparadas com as formas modais exatas como 

mostra a Figura 5.7. O lado esquerdo da Figura 5.7 mostra a parte real das formas modais identificadas 

compradas com a parte imaginária das formas modais exatas. O lado direito da Figura 5.7 mostra a 

parte imaginária das formas modais identificadas comparadas com a parte real das formas modais 

exatas. 

Neste teste, assim como no teste 1 todos os parâmetros identificados do sistema bem como as formas 

modais possuem erros nulos. 

FIGURA 5.5 – FUNÇÕES DE RESPOSTAS IMPULSIVAS IDENTIFICADAS NO TESTE 2 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 
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FIGURA 5.6 – LOGARÍTIMO DOS VALORES SINGULARES DA MATRIZ H DO TESTE 2 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 

TABELA 5.3 – COMPARAÇÃO DOS PARAMETROS IDENTIFICADOS COM OS EXATOS DO 

TESTE 2 (Np=500, Δt=1/40, j=40, i=Np-j+1=461, n=10 e H2305x40). 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 

FIGURA 5.7 – COMPARAÇÃO ENTRE AS FORMAS MODAIS IDENTIFICADAS E AS FORMAS MODAIS 

EXATAS PARA O TESTE 2 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 
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5.3 TESTE 3 – SISTEMA MCK COM AMORTECIMENTO NÃO PROPORCIONAL E SEM RUÍDO 

Da mesma forma que o teste 2, para obter fatores de amortecimento da ordem de aproximadamente 

0.6, neste teste os dados das FRIs são obtidos usando os seguintes coeficientes de amortecimento. 

Assim a matriz de amortecimento não proporcional é dada por, 

 

Para os mesmos parâmetros de processamento de sinais usados nos dois testes anteriores, são 

simuladas numericamente as FRIs , e. 

Da inspeção dos valores singulares mais significativos de H se identifica a ordem mínima do modelo 

de identificação do sistema como, como mostra a figura 5.6. 

Usando o valor da ordem mínima no algoritmo da seção 4.2, os parâmetros modais identificados 

pelo ERA são comparados com seus valores exatos e apresentados na Tabela 5.4. 

As formas modais do sistema são identificadas e comparadas com as formas modais exatas como 

mostra as Figura 5.10. O lado esquerdo da Figura 5.10 mostra a parte real das formas modais 

identificadas comparadas com a parte imaginária das formas modais exatas. O lado direito da Figura 

5.10 mostra a parte imaginária das formas modais identificadas comparadas com a parte real das 

formas modais exatas. 

Nota se neste teste que a identificação das frequências naturais e fatores de amortecimento não 

apresenta erro. Entretanto, as formas modais identificadas apresentam um erro considerável quando 

comparadas com as formas modais exatas, especialmente para os modos de maiores frequências 

naturais. 
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FIGURA 5.8 – FUNÇÕES DE RESPOSTAS IMPULSIVAS IDENTIFICADAS NO TESTE 3 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 

FIGURA 5.9 – LOGARÍTIMO DOS VALORES SINGULARES DA MATRIZ H DO TESTE 3 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 
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TABELA 5.4 – COMPARAÇÃO DOS PARAMETROS IDENTIFICADOS COM OS EXATOS DO TESTE 3 

(Np=500, Δt=1/40, j=40, i=Np-j+1=461, n=10 e H2305x40). 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 

FIGURA 5.10 – COMPARAÇÃO ENTRE AS FORMAS MODAIS IDENTIFICADAS E AS FORMAS MODAIS 

EXATAS PARA O TESTE 3 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 

5.4 TESTE 4 – SISTEMA MCK SEM AMORTECIMENTO E COM RUÍDO 

Neste teste as FRIs , e foram obtidas numericamente a partir do sistema MCK usado no teste 1 sendo 

acrescentado a elas um ruído gaussiano branco de média zero de amplitude de 10-5 m. 

Da inspeção dos valores singulares mais significativos de H se identifica a ordem mínima do sistema 

do modelo de identificação como , como mostra a Figura 5.12. 

Usando o valor da ordem mínima no algoritmo da seção 4.2, os parâmetros modais identificados pelo 

ERA são comparados com seus valores exatos e apresentados na Tabela 5.5. O erro foi calculado como. 

As formas modais do sistema são identificadas e comparadas com as formas modais exatas como 

mostra as Figura 5.13. O lado esquerdo da Figura 5.13 mostra a comparação entre a parte real das 

formas modais identificadas com a parte imaginária das formas modais exatas. O lado direito da Figura 
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5.13 mostra a comparação entre a parte imaginária das formas modais identificadas com a parte real 

das formas modais exatas. 

Observa se neste teste a excelente qualidade da identificação das frequências naturais, fatores de 

amortecimento e das formas modais. 

FIGURA 5.11 – FUNÇÕES DE RESPOSTAS IMPULSIVAS IDENTIFICADAS NO TESTE 4 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 

FIGURA 5.12 – LOGARÍTIMO DOS VALORES SINGULARES DA MATRIZ H DO TESTE 4 

 

FONTE: O AUTOR (2021)  
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TABELA 5.5 – COMPARAÇÃO DOS PARAMETROS IDENTIFICADOS COM OS EXATOS DO TESTE 4 

(Np=500, Δt=1/40, j=40, i=Np-j+1=461, n=10 e H2305x40). 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 

FIGURA 5.13 – COMPARAÇÃO ENTRE AS FORMAS MODAIS IDENTIFICADAS E AS FORMAS MODAIS 

EXATAS PARA O TESTE 4. 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 

5.5 TESTE 5 – SISTEMA MCK COM AMORTECIMENTO PROPORCIONAL COM RUÍDO 

Neste teste as FRIs ℎ11(𝑘), ℎ21(𝑘), ℎ31(𝑘), ℎ41(𝑘) e ℎ51(𝑘) foram obtidas numericamente a partir do 

sistema MCK usado no teste 2 sendo acrescentado a elas um ruído gaussiano branco de média zero 

de amplitude de 10-8 m. 

Da inspeção dos valores singulares mais significativos de H se identifica a ordem mínima do sistema 

do modelo de identificação como 𝑛 = 10, como mostra a figura 5.15. 

Usando o valor da ordem mínima 𝑛 = 10 no algoritmo da seção 4.2, os parâmetros modais identificados 

pelo ERA são comparados com seus valores exatos e apresentados na Tabela 5.6. 

As formas modais do sistema são identificadas e comparadas com as formas modais exatas como 

mostra as Figura 5.16. O lado esquerdo da Figura 5.16 mostra a comparação entre a parte real das 

formas modais identificadas com a parte imaginária das formas modais exatas. O lado direito da Figura 
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5.16 mostra a comparação entre a parte imaginária das formas modais identificadas com a parte real 

das formas modais exatas. 

Observa se neste teste a que o procedimento de identificação usando o ERA identifica apenas quatro 

dos cinco modos do sistema mecânico. Entretanto, dos os erros da identificação são toleráveis. Esses 

desvios se devem, obviamente, a presença de ruído nas FRIs. 

FIGURA 5.14 – FUNÇÕES DE RESPOSTAS IMPULSIVAS IDENTIFICADAS NO TESTE 5 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 

FIGURA 5.15 – LOGARÍTIMO DOS VALORES SINGULARES DA MATRIZ H DO TESTE 5 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 
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TABELA 5.6 – COMPARAÇÃO DOS PARAMETROS IDENTIFICADOS COM OS EXATOS DO TESTE 5 

(Np=500, Δt=1/40, j=40, i=Np-j+1=461, n=10 e H2305x40). 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 

FIGURA 5.16 – COMPARAÇÃO ENTRE AS FORMAS MODAIS IDENTIFICADAS E AS FORMAS MODAIS 

EXATAS PARA O TESTE 5. 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 

5.6 TESTE 6 – SISTEMA MCK COM AMORTECIMENTO NÃO PROPORCIONAL E COM RUÍDO 

Neste teste as FRIs,e foram obtidas numericamente a partir do sistema MCK usado no teste 3 sendo 

acrescentado a elas um ruído gaussiano branco de média zero de amplitude de 10-8 m. 

Usando o mesmo procedimento adotado nos testes anteriores se identifica a ordem mínima do 

sistema do modelo de identificação como , como mostra a figura 5.18. 

Usando o valor da ordem mínima no algoritmo da seção 4.2, os parâmetros modais identificados 

pelo ERA são comparados com seus valores exatos e apresentados na Tabela 5.7. 

As formas modais do sistema são identificadas e comparadas com as formas modais exatas como 

mostra as Figura 5.19. O lado esquerdo da Figura 5.19 mostra a comparação entre a parte real das 

formas modais identificadas com a parte imaginária das formas modais exatas. O lado direito da Figura 
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5.19 mostra a comparação entre a parte imaginária das formas modais identificadas com a parte real 

das formas modais exatas. 

Assim como no teste 5, neste teste foram identificados apenas quatro modos com erro absolutamente 

aceitável. 

FIGURA 5.17 – FUNÇÕES DE RESPOSTAS IMPULSIVAS IDENTIFICADAS NO TESTE 5 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 

FIGURA 5.18 – LOGARÍTIMO DOS VALORES SINGULARES DA MATRIZ H DO teste 6 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 
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TABELA 5.7 – COMPARAÇÃO DOS PARAMETROS IDENTIFICADOS COM OS EXATOS DO TESTE 6 

(Np=500, Δt=1/40, j=40, i=Np-j+1=461, n=10 e H2305x40). 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 

FIGURA 5.19 – COMPARAÇÃO ENTRE AS FORMAS MODAIS IDENTIFICADAS E AS FORMAS MODAIS 

EXATAS PARA O TESTE 4. 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 

6 CONCLUSÃO 

Este trabalho apresenta a aplicação do ERA na identificação paramétrica em AME usando a plataforma 

Python para dados do tipo FRIs. Os dados das FRIs usados neste estudo são obtidos por simulação 

numérica de um sistema massa- mola-amortecedor de cinco graus de liberdade com amortecimento 

dos tipos proporcional e não proporcional. Os resultados comprovam a efetividade do código na 

identificação paramétrica. 

É importante observar que o código apresentado possui excelente precisão para identificação de 

frequências naturais e fatores de amortecimento para sistemas mecânicos com amortecimento 

proporcional e não proporcional, porém ele apresenta alguns problemas na estimativa das formas 

modais para sistemas com amortecimento não proporcional. Nesse caso, sugere se o uso da matriz de 

Vandermonde para o cálculo dos resíduos e a partir destes realizar o cálculo das formas modais como 

pode ser consultado, por exemplo, em VAN DER VEEN ET AL., (1993) e CAMBRAIA E KURKA, 2011. 
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Os testes modais usados neste trabalho são do tipo subamortecido. Para o caso de sistemas 

sobreamortecidos o método também pode ser usado na identificação da matriz de estado e na 

determinação dos seus autovalores e autovetores. Além disso, futuros trabalhos podem ser sugeridos 

envolvendo sistema sobreamortecidos e incluindo outros tipos de amortecimento como, por exemplo, 

o amortecimento estrutural e o viscoelástico. 

O ruído tende a diminuir a precisão dos resultados, especialmente para fatores de amortecimento e 

formas modais. Sugere se também, em próximos trabalhos, estudar a influência do ruído na qualidade 

da identificação dos parâmetros. 

O código desenvolvido neste trabalho é válido para teste SIMO, porém ele pode ser facilmente 

extendido para uma abordagem multi variável como, por exemplo, no trabalho de CAMBRAIA E 

KURKA, 2011. 

Finalmente, o trabalho traz a listagem do código usado nos exemplos aqui apresentados, que poderá 

ser usado como material de estudo e incentivar novos estudantes da área sobre o assunto. 
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FIGURA A.1 – SUBESPAÇOS VETORIAIS DE UMA TRANSFORMAÇÃO LINEAR 

 

FONTE: O AUTOR (2021) 
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APÊNDICE B – CÓDIGO COMPLETO PARA IDENTIFICAÇÃO MODAL 
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Resumo: O ruído fora de controle é um dos grandes agentes nocivos à saúde humana. Materiais 

sintéticos comumente utilizados no controle do ruído são altamente poluentes quando descartados à 

natureza. Surge, então, a necessidade de buscar alternativas de matérias primas sustentáveis, de 

maneira a reduzir os impactos ambientais ao serem descartados. Nesta pesquisa foram avaliadas as 

propriedades acústicas de três tipos de fibras naturais – coco, sisal e cana-de-açúcar. As propriedades 

avaliadas dizem respeito ao coeficiente de absorção sonoro, a impedância característica e ao número 

de onda complexo. O primeiro, foi avaliado pelo Método da Função de Transferência, segundo a norma 

ASTM E1050-10 (2010). A impedância característica e o número de onda complexo foram avaliadas a 

partir da resistividade ao fluxo pela norma ASTM C522-03 (2010). Os modelos empíricos de Delany e 

Bazley (1970) e Champoux e Allard (1992) apresentam resultados ora acima ora abaixo do esperado, 

comprovando deficiência principalmente para as baixas frequências. As análises obtidas 

demonstraram que o coeficiente de absorção tem o melhor desempenho para as amostras de cana-

de-açúcar, sendo o modelo experimental o mais confiável para análise neste trabalho.  

Palavras-chave: Coeficiente de absorção sonora, método experimental, resistividade ao fluxo, 

impedância característica, número complexo de onda. 
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1. INTRODUÇÃO  

O controle de ruído realizado com a utilização de espumas sintéticas ou espumas de poliuretano (PU) 

se destacam pela alta eficiência na absorção acústica. Entretanto, quando descartadas, o seu tempo 

de decomposição é indeterminado e, se incinerada, gera gases altamente tóxicos. Uma das 

alternativas para substituição desses materiais sintéticos é o uso de fibras naturais, pois, além de 

menores impactos ao meio ambiente quando descartadas, as fibras naturais são abundantemente 

encontradas em países tropicais como o Brasil. As fibras naturais são porosas e fibrosas, o que 

contribui para uma boa dissipação sonora.  

Atualmente, a fibra natural da casca do coco, da folha do sisal e do bagaço da cana-de-açúcar (Figura 

1) são muito utilizadas como adubo, feno, artesanato, combustível e na fabricação de cordas navais 

(LIMA, 2016). Análises da eficiência de tais fibras naturais através da caracterização acústica e não 

acústica aplicadas ao controle do ruído podem sugerir alternativas para equacionar o coeficiente de 

absorção sonoro, permitindo a substituição de materiais sintéticos por placas de fibras naturais.  

Com o objetivo de determinar as propriedades acústicas, foram empregados os métodos empíricos de 

Delany & Bazley (1970) e Allard & Champoux (1991) e métodos experimentais de resistividade ao fluxo 

e Método da Função de Transferência. E com isso, foi possível comprovar a eficiência das fibras 

naturais quando comparadas aos materiais sintéticos usualmente utilizados. 

 

FIGURA 1. Amostras de fibras naturais de coco, sisal e cana-de-açúcar. 
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2. MATERIAIS E MÉTODOS  

Este trabalho buscou avaliar amostras de fibra de coco, sisal e cana-de-açúcar através de análises 

experimentais de Resistividade ao fluxo e Tubo de impedância (Função de transferência) para obter o 

coeficiente de absorção. 

2.1. RESISTIVIDADE AO FLUXO  

O método do experimento foi realizado em conformidade com a norma ASTM C522-03 que designa a 

medição de valores específicos da resistividade ao fluxo, em que os valores em [Pa] variam entre 100 

à 10 000 Pa.s/m. A velocidade linear v permitida para que seja caracterizada a amostra foi modificada 

entre 5 a 50 mm/s, com incremento de 5 para assegurar um fluxo de ar linear. É orientado que a 

diferença de pressão que atravessa a amostra seja em um alcance de 0.1 a 210 Pa, para que não haja 

deformidade dos poros ou nas fibras no interior na amostra. 

 

FIGURA 2. Bancada de medição de Resistividade ao fluxo. Fonte: Pimentel (2015). 

As dimensões das amostras de fibras naturais foram determinadas nas espessuras de 5mm e com os 

diâmetros de 62,0, 71,5, 80,0 e 89,5 mm; com isso, a resistividade ao fluxo σ foi calculada conforme a 

Equação 1, normatizada pela ASTM C 522-03. Para eliminar falha nos resultados do experimento e 

garantir um escoamento de ar totalmente laminar, constante e desenvolvido no interior do tubo, foi 

necessário calcular o comprimento ideal para cada diâmetro com seu respectivo tubo em que passará 

o fluxo de ar, através da Equação 2, conforme Fox et al., (2006). 
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2.3. TUBO DE IMPEDÂNCIA _ FUNÇÃO DE TRANSFERÊNCIA  

Sendo ΔP é a diferença de pressão da amostra ou a perda de carga, v é a velocidade do fluxo de ar ao 

longo da amostra e l é a espessura da amostra. Le é o comprimento do tubo, d é o diâmetro no interior 

do tubo [mm] e Re é o número de Reynolds para a maior velocidade de escoamento. Foi utilizado um 

total de 120 amostras de fibras naturais, sendo, para cada tipo de fibra, 40 amostras nos diâmetros e 

espessuras citados. As amostras de 5 mm de espessura foram intercaladas formando uma espessura 

total de 35mm, pois o experimento com apenas amostra de 5 mm não gera resultados em conforme 

com a norma ASTM C 522.  

O método foi dirigido segundo a norma ASTM E 1050 -10, que orienta vários outros métodos de 

medições em tubo de impedância. Em que os microfones ficam posicionados ao longo do tubo, 

separados por uma distância entre si “s”= 100 mm, em uma posição x1 = 250 mme x2 = 150 mm da 

face frontal da amostra a ser medida, com uma pressão incidente Pi e pressão refletida Pr. O desenho 

esquemático, Figura 3, demonstra como é a configuração do tubo de impedância: 

 

FIGURA 3. Esquema ilustrativo do tubo de impedância para o método da função de transferência 

conforme a norma ASTM 1050-10. Fonte: Bittencourt (2018). 
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A frequência de corte para baixa frequência é calculada de acordo com a Equação 3, em que c é a 

velocidade do som, D é o diâmetro da amostra em mm, assim sendo: 

 

A onda que propaga no interior de um tubo é conhecida como onda plana, e, nesse caso, o campo de 

pressão sonoro é dado pela Equação 4. Considerando as pressões p1 e p2, no domínio do tempo, 

sendo medidas pelos microfones 1 e 2, tais como Equações 5 e 6: 

 

Em que A e B são as amplitudes das ondas que se propagam nas direções negativa e positiva, 

respectivamente, junto ao eixo x.  

Para equacionar a função de transferência H12 dos microfones 1 e 2, é necessário ter a razão entre a 

pressão p2, medida no microfone 2, em relação a pressão p1 medida no microfone 1. A função de 

transferência H12 pode ser calculada de acordo com a Equação 7: 

 

O coeficiente de reflexão sonora R(f), pode ser calculado entre a razão da amplitude da onda refletida 

com a amplitude da onda incidente, conforme Allard & Atalla (2009) e Munjal (2013), de forma que: 
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No caso da ocorrência da dissipação de energia sonora no interior da amostra, a amplitude da onda 

refletida é menor que a amplitude da onda incidente. Com a Equação 8 e a 9, pode-se obter o 

coeficiente de reflexão R(f) em função da função de transferência H12. A Figura 3, apresenta as 

distâncias dos microfones usadas para gerar os dados da função de transferências. De acordo com os 

dados da Figura 3, considerando x2=x1- s e substituindo o valor de x2 na Equação 9 tem-se a Equação 

10. 

 

Nesse caso, o coeficiente de absorção α, na função da frequência de excitação da onda sonora 

incidente, por Chung & Blaser (1980a), é dado pela Equação 11 e a impedância superficial Zs, Seybert 

& Ross (1977), da amostra é obtida através da Equação 12, em que a impedância característica do ar 

é Zar=ρarc. 

 

Com os dados gerados pelo tubo de impedância, através dos sinais gerados pelos microfones 1 e 2, a 

função de transferência também pode ser obtida, tal como: 

 

Considerando G11(f) como a densidade de auto espectral ou o espectro de potência do microfone 1. 

O G12(f) é a densidade espectral cruzada ou o espectro cruzado de potência do microfone 2 em relação 

ao microfone 1. As duas densidades G11 e G12 podem ser obtidas conforme as Equações 14 e 15, 

respectivamente. 
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Em que o sobrescrito ( ﮲ ) é denominado como um complexo conjugado. Para o caso em que o 

denominador da Equação 10 tende a zero, o coeficiente de reflexão torna-se indeterminado, conforme 

a Equação 16. Isso ocorre quando o produto entre o número de onda em propagação k no interior do 

tubo e o espaçamento entre os microfones s é um múltiplo interior de π, em que para m=1,2,3.., tal 

como Equação 17. Lembrando que k=ω/c, logo a Equação 17 pode ser reescrita em função da 

frequência de excitação f, Equação 18. 

 

Na Figura 4, são mostrados os equipamentos utilizados para a determinação do Coeficiente de 

absorção sonora, impedância característica e número de onda complexo das amostras de fibras 

naturais com os métodos da Função de Transferência, Seybert & Ross (1977); Chung & Blaser (1980a). 
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FIGURA 4. Bancada para o experimento da função de transferência em Tubo de impedância para 

aquisição das propriedades acústicas. 

2.4. MÉTODOS EMPÍRICOS _ DELANY & BAZLEY E ALLARD & CHAMPOUX 

Delany & Bazley (1970) obtiveram duas quantidades complexas para propagação sonora dos materiais 

porosos e fibrosos, conforme a equação de impedância característica Zc e o coeficiente de propagação 

ou o número de onda complexo kc, calculados respectivamente em: 

 

Sendo A a atenuação (parte real) e β a constante de fase (parte imaginária). Aplicados os resultados 

dos experimentos nas equações de impedância característica Zc e no número de onda complexo kc, 

tem-se a parte real e imaginária que podem ser expressas em função de . Em que 𝒂>0, sendo 

o expoente a uma constante diferente para as partes imaginária e real da Zc e kc, em que a impedância 

característica e o número de onda característico são dados pelas seguintes expressões, 

respectivamente: 
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Sendo ρ0 a densidade característica no ar igual a 1.21[kg/m³]; c0 é a velocidade do som igual a 343 

[m/s] (à 20[C°]). As frequências calculadas devem ficar nas faixas de  e, acima desse 

valor, não é recomendável a exposição humana. Os valores de Zc e kc serão empregados na equação 

de impedância Zc da Equação 23, em que Zs é a impedância de superfície, i o número imaginário 

, l a espessura da amostra. Em seguida, usam-se os valores de Zc e Kc no coeficiente de 

absorção da energia incidente normal 𝛼𝑛, que é dado pela Equação 24: 

 

Allard & Champoux (1991) usaram um modelo que não necessitaria de derivação, permitindo o uso 

de um modelo mais direto através de duas variáveis G1 e G2. Tais como: 

 

 

Considerando ρo a densidade do ar, NPr o número de Prandtl, f a frequência e σ a resistividade ao 

fluxo, a densidade dinâmica é calculada considerando a força de viscosidade inercial por unidade de 

volume de ar em um material, sendo dado por: 
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Em que a dependência do tempo é dada em eiωt, sendo, 𝑖=√−1, e ω a frequência angular (ω = 2πf). O 

módulo de bulk ou bulk modulus é dado por: 

 

Considerando γ como o calor específico, Po a pressão de equilíbrio no ar, f a frequência expressa em 

Hz e σ em [Pa.s/m²]. Usando a impedância característica e o número de onda 

característico , a impedância da superfície Zs pode ser calculada usando a variável l 

como espessura de uma amostra, podendo ser calculada pela Equação 29. O coeficiente de absorção 

de energia incidente-normal α é derivado da impedância de superfície, Equação 30. 

 

3. RESULTADOS E CONCLUSÕES 

3.1. EXPERIMENTAL – RESISTIVIDADE AO FLUXO 

Primeiramente foi determinada a densidade das amostras de fibras naturais para verificar a 

uniformidade com relação a sua massa. Aa amostras de espessura de aproximadamente 5 mm, 

fabricadas 50 amostras de cada material, sendo utilizadas 40 amostras de cada fibra para o 

experimento de resistividade e 10 amostras de cada fibra de diâmetro 100 mm para o experimento da 

função de transferência. A Tabela 1 mostra a densidade e a espessura das amostras fabricadas e a 
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Tabela 2 ilustra as combinações feitas nas amostras avaliar a resistividade ao fluxo, todas as amostras 

foram feitas na mesma ordem de combinação. 

TABELA 1. Densidade das amostras de fibras naturais. 

 

TABELA 2. Combinações das amostras de fibras de coco. 

 

A Figura 5 faz referência as medições das 28 amostras de coco de diâmetros iguais a 62,0, 71,5, 80,0 e 

89,5 mm, na bancada de resistividade ao fluxo. A resistividade para as amostras de diâmetro 89,5 mm 

e 80 mm apresentaram maiores valores, variando de 4533 Pa.s/m2 à 5121Pa.s/m2. As amostras de 

diâmetro 71,5 mm demonstraram menores valores, variando de 3874Pa.s/m2 à 4423Pa.s/m2. Os 

resultados apresentaram uma linearidade quase constante, semelhante aos resultados das amostras 

de sisal, Figura 6. Esta linearidade alcançada é preconizada pela norma ASTM C 522-3. Entretanto, as 

amostras de cana-de-açúcar, Figura 7, apesar de serem mais fáceis de serem manuseadas, 

apresentaram uma maior dispersão nos valores da resistividade. Isto pode ter ocorrido pela falta de 

uniformidade da distribuição das fibras no molde e por apresentar as fibras em corte pequeno. 
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FIGURA 5. Gráfico dos resultados da resistividade ao fluxo das amostras de fibra de coco. 

 

FIGURA 6. Gráfico dos resultados da resistividade ao fluxo das amostras de fibra de sisal. 
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FIGURA 7. Gráfico dos resultados da resistividade ao fluxo das amostras de fibra de cana-de-açúcar. 

A Tabela 3 exibe as médias para a resistividade de fluxo média obtida para todas as amostras avaliadas. 

Foram avaliadas 28 combinações de 7 amostras de cada material para os diâmetros de 62,0, 71,5, 80,0 

e 89,5 mm. Todos os resultados de resistividade ao fluxo  das amostras de fibras naturais ficaram 

dentro da faixas da Resistência ao Fluxo (R0), compreendida entre 100 a 10.000 Pa.s/m, conforme 

recomendado pela norma ASTM C522-03, ou seja, 159,6±13,5, 146,3±11,8 e 226,0±27,9 Pa.s/m, para 

o coco, sisal e cana-de-açúcar respectivamente. 

TABELA 3. Resultados das médias da resistividade ao fluxo de todas as amostras. 

 

3.2. EXPERIMENTAL – FUNÇÃO DE TRANSFERÊNCIA 

Nas medições, para cada tipo de amostra, seguiram uma sequência de combinações, tal como foi feito 

no experimento de resistividade ao fluxo, entretanto, com um número menor de amostras 

combinadas. Foram selecionadas 10 combinações para cada espessura. A Tabela 4 apresenta as 

combinações utilizadas para todos as amostras de 5 mm e a Tabela 5 as espessuras médias finais 

alcançadas com as combinações. As combinações foram realizadas com a intercalação entre as 

amostras de mesma fibra (coco, sisal e cana-de-açúcar) de 5 mm, em que: Intercalou-se três amostras 
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para alcançar a espessura 15 mm; intercalou-se quatro amostras para alcançar a espessura 20 mm; 

intercalou-se seis amostras para alcançar a espessura de 30 mm. 

TABELA 4. Combinações das amostras para alcançar as espessuras 15 mm, 20 mm e 30 mm. 

 

 

TABELA 5. Resultado das Médias das combinações das amostras de espessura de 5 mm. 

 

Com base nas dimensões do tubo de impedância (  100 mm) e com a distância entre microfones 

utilizada (s = 100mm), são esperados bons resultados na faixa de frequência compreendida entre fmin 

e fmax, equações (31) e (32). A frequência de corte do tubo, ou seja, a máxima frequência que é 

esperada na propagação de ondas planas no interior do tubo, é dada pela equação (33). Ressalta-se 

que todas as avalições foram realizadas com um ruído de banda larga e que as amostras foram 

colocadas dentro do tubo de impedância e ajustadas de maneira que fiquem as mais próximas 

possíveis da terminação rígida. A Figura 3 apresenta um esquema da montagem do tubo de 

impedância utilizado nas medições Chung & Blazer (1980) e Munjal (2013): 

85



 

 

Avaliação Do Coeficiente De Absorção Sonora De Materiais Absorventes Naturais Para Baixa Frequência Com Três Métodos 

                                                                                                   15 

 

3.1. MÉTODO EMPÍRICO – DELANY & BAZLEY (1970) E ALLARD & CHAMPOUX (1991) 

Com posse dos valores de resistividade ao fluxo  e da formulação empírica de Delany & Bazley 

(1970), Equação 21 e 22, pode-se determinar a impedância característica Zc, o número de onda 

complexo kc, das amostras em estudo. Sendo assim, obtêm-se os seguintes dados para as amostras 

de coco, sisal e cana-de-açúcar, respectivamente: 
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De acordo com a formulação de Delany & Bazley, a formulação apresenta boa aproximação para 

predição de Zc e kc para as faixas de frequência compreendidas entre , (ver seção 

4.2). Neste caso, são esperados bons resultados para as faixas de frequências compreendidas entre 

 Hz para as amostras de coco, sisal e cana-

de-açúcar. 

De acordo com as equações de Allard & Champoux, Equações 27 e 28, os valores das constantes 

aplicadas as suas equações são: ρo = 1,21kg/m³, Npr = 0.712, γ = 1.4 e Po = 101,3 kPa N/m². As 

Equações 27 e 28 podem ser reescritas como as Equações 40 e 41 e com isso, pode-se encontrar o 

número de onda complexo Kc e a impedância característica Zc através das Equações 42. 
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Com posse da resistividade de fluxo ( ) e das propriedades descritas pelas Equações 40 a 42, pode-se 

encontrar o coeficiente de absorção ( ) das amostras através das Equações 43, ou seja: 

 

As Figuras 8 e 9 dos Gráficos que demonstram o comportamento das partes real e imaginária da 

Impedância de superfície complexa (Zs) fornecida pelas duas metodologias. Para uma amostra de coco 

com  = 4559 Pa.s/m2 e espessura igual 15 mm, pode-se observar que as predições de Delany & 

Bazley podem conduzir a valores imprecisos para baixas frequências. Com outras palavras, não há 

significado físico para uma Zs negativa. Sendo assim, verifica-se que o modelo de Delany & Bazley 

somente fornecerá predições corretas para  ou, neste caso, . Este 

comportamento também foi discutido no trabalho de Allard & Champoux (1991) na apresentação do 

seu modelo para baixa frequência. Estendendo-se as conclusões deste parágrafo para os demais 

materiais, pode-se dizer que as avalições empíricas conduzem a resultados aceitáveis para os limites 

 apresentados na Tabela 6. 
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FIGURA 8. Gráfico de comparação entre a parte real (Zs) normalizado nos dois métodos empíricos. 

 

FIGURA 9. Gráfico de comparação da parte imaginária (Zs) normalizado nos dois métodos empíricos. 

 

TABELA 6. Limites inferiores das equações de Delany & Bazley (1970) 
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A Figura 10 do gráfico que apresenta a comparação de todos os resultados das medições das amostras 

de fibras naturais. Neste caso, as medições de cana-de-açúcar se destacaram em todas as espessuras, 

contudo, em relação as outras amostras. As amostras de 30 mm, de cana de açúcar, foram as que mais 

se aproximaram do coeficiente de absorção a igual a 1. As amostras de coco e sisal de 30 mm de 

espessura tiveram um comportamento crescente de acordo com aumento da frequência, em linha 

tracejada. As amostras de 20 mm de espessura obtiveram resultados mais relevantes para as amostras 

de cana-de-açúcar, enquanto que as amostras de coco e sisal tiveram um comportamento semelhante. 

Porém, os resultados da fibra de coco de espessura de 20 mm se destacaram em relação as amostras 

de 20 mm de espessura de fibra de sisal, em linha cheia. As amostras de espessura 5mm, de todas as 

fibras, apresentaram valores de coeficiente de absorção baixo, chegando até 0,4, no eixo y, em 

pontilhado. 

FIGURA 10. Gráfico comparativo das medições de todas as amostras de fibras naturais no método 

experimental. 

 

. . . . . . espessura de 15 mm ⎯ espessura de 20 mm - - - - espessura de 30 mm 

Nas Figuras 11, 12 e 13, pode-se afirmar que o modelo de Delany & Bazley (linhas tracejadas) 

produzem predições do  para as três espessuras, acima dos valores encontrados na avaliação 

experimental para as amostras de coco e sisal. Lembra-se aqui que são esperados resultado válidos 

para a faixa de frequências entre 171,5 < f < 1372 Hz. Para as espessuras de 15 e 20 mm, o modelo DB 

apresentou uma predição maior em todas as frequências válidas. Para a amostras de 30 mm, o modelo 

de DB apresentou predição maior até a frequência de 900 Hz. Neste caso, o modelo de DB não é 

recomendado para frequências baixas com materiais de Resistividade de Fluxo inferior a =4559 
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pa.s/m2. Nos resultados da cana-de-açúcar ( =6480 Pa.s/m2), para a amostras de 15 e 20 mm, pode-

se dizer que as predições de DB são aceitáveis para frequências acima de 900 e 750 Hz. Entretanto, 

para a amostra de 30 mm de espessura, (ver Gráfico 18), as predições de DB são aceitáveis para toda 

a faixa de frequência analisada. O modelo de Allard & Champoux - AC (linhas pontilhadas) apresentou 

predições mais conservadoras para todas espessuras e amostras avaliadas. Além disso, para a 

espessura de 30 mm, o modelo de AC reduziu o valor de  em aproximadamente 30%, conduzindo a 

valores muito abaixo do real. Com base nestes resultados, com relação a resistividade fluxo ( ), pode-

se afirmar que os valores utilizados por esta dissertação podem melhorar os resultados nos modelos 

apresentados conforme a espessura do material. Aqui seria recomendado, o estudo de um número 

maior de amostras e uma faixa maior de resistividades. 

FIGURA 11. Comparativo do Coeficiente de absorção sonora α do coco: DB x AC x Experimental. 
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FIGURA 12. Comparativo do Coeficiente de absorção sonora α para o sisal: DB x AC x Experimental. 

 

FIGURA 13. Gráfico comparativo do Coeficiente de absorção sonora (α) para a cana-de-açúcar: DB x 

AC x Experimental. 
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Resumo. Os programas computacionais são utilizados na engenharia para automatizar cálculos longos 

e repetitivos, com segurança e velocidade. As estruturas treliçadas são bastante comuns em projetos 

estruturais, e embora possuam uma formulação simples para obtenção de sua configuração 

deformada, este processo pode se tornar bastante exaustivo e suscetível a erros, dependendo do 

tamanho da estrutura. Os softwares de simulação numérica são excelentes ferramentas para este tipo 

de cálculo, porém, em geral são pesados e caros. Então, este trabalho tem como objetivo apresentar o 

programa MechCal - Truss Analysis, desenvolvido em matlab para análise estrutural de treliças 

bidimensionais utilizando o método dos elementos finitos. A modelagem geral de um problema de 

treliças será apresentada Três estruturas treliçadas, com diferentes carregamentos, serão testadas no 

programa, e os resultados serão comparados com os valores obtidos em simulações numéricas 

utilizando o software Ftool. Espera-se que o programa possa ser utilizado em pesquisas acadêmicas 

para facilitar o processo de cálculo de treliças e otimização estrutural, além de servir como modelo 

para comparação de resultados em outros estudos. 

  

Palavras chave: Mecânica dos Sólidos, Método dos Elementos Finitos, MATLAB, Treliças, Análise 

Estrutural. 
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1. INTRODUÇÃO 

O surgimento dos computadores foi um acontecimento revolucionário dentro da engenharia, pois a 

partir dele tornou-se possível realizar cálculos complexos e exaustivos de forma sistemática e 

eficiente. Na área de projetos estruturais tem-se como principal objetivo dimensionar estruturas para 

que estas possam suportar certos carregamentos. A utilização de métodos computacionais para 

avaliar o comportamento dessas estruturas propicia uma maior precisão nos resultados obtidos, além 

de tornar o processo bem mais rápido. 

A estrutura de treliças é utilizada em diversas aplicações que necessitam de boa sustentação, como 

pontes, coberturas de galpões, plataformas de petróleo, torres de comunicação, e até plataformas 

para lançamento de foguetes. Por isso, é de extrema importância que os elementos resistam aos 

esforços exigidos na situação em que foram empregados. Os principais requisitos utilizados para 

determinar se as características da estrutura estão adequadas, são as tensões e as deformações nas 

barras. Então, um procedimento automatizado para calcular estes valores seria bastante viável e 

prático. 

O método dos elementos finitos é uma ferramenta muito utilizada em diversas áreas da engenharia, 

pois consegue aproximar fenômenos reais de maneira simples. Além de ser utilizado nos softwares de 

simulação numérica, também é muito útil na modelagem de projetos estruturais (Alves Filho, 2012). 

O MATLAB é um dos softwares mais famosos dentro da engenharia, pois possui linguagem 

computacional própria e voltada principalmente para cálculos numéricos e matriciais, e que conta com 

diversas bibliotecas de funções matemáticas. Além disso, a linguagem matlab é muito semelhante a 

linguagens utilizadas por softwares gratuitos como o GNU - Octave, podendo então ser facilmente 

utilizada (Palm III, 2013). 

Este trabalho apresenta o programa MechCal - Truss Analysis, desenvolvido em MATLAB, que 

implementa o método dos elementos finitos para fazer a análise de tensões e deformações para 

estruturas treliçadas planas, submetidas a carregamentos lineares, simples ou combinados, aplicados 

em seus nós. Os resultados obtidos poderão ser utilizados em projetos estruturais, pesquisas 

acadêmicas e em algoritmos de otimização estrutural. 
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2. METODOLOGIA 

2.1. TRELIÇAS 

 Uma treliça é um conjunto de elementos estruturais reticulados, conectados uns aos outros nas suas 

extremidades (nós), e que possuem um comprimento significativamente maior que a área da sua 

seção transversal. São bastante utilizadas por sua alta capacidade de sustentação (Martins, 2011). 

Na grande maioria dos casos, os carregamentos externos atuantes na estrutura são aplicados nos nós, 

e as barras transmitem apenas forças axiais (tração e compressão) (Souza, 2009). A Figura 1 mostra 

uma das aplicações das treliças. 

 

Figura 1: Estrutura treliçada para cobertura de estacionamento (Autores, 2020). 

2.2. MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS (MEF) 

O método dos elementos finitos é uma técnica numérica que permite solucionar, de forma 

aproximada, diversos tipos de problemas de engenharia, como transferência de calor, escoamento de 

fluidos e análise de tensões. No MEF um meio contínuo é representado como um conjunto de 

subdivisões chamado de elementos finitos, onde estes elementos são interligados através dos nós. 

Assim, o modelo matemático contínuo se reduz a um modelo matemático discreto, facilitando a 

implementação computacional. Em geral o MEF é um método numérico utilizado para resolução de 
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equações diferenciais, contudo seus conceitos também podem ser aplicados em métodos diretos 

como em treliças (Souza, 2009; Alves Filho, 2012). 

A implementação deste método em estruturas treliçadas se torna ainda mais simples, pois dispensa o 

processo de discretização. Isto porque os nós da estrutura são equivalentes aos nós do MEF, e cada 

barra é atribuída como um elemento finito. A Figura 2 mostra um exemplo do uso do MEF em treliças. 

 

Figura 2: Simulação de estrutura treliçada por elementos finitos (KOT Engenharia, 2020). 

2.3. FORMULAÇÃO MATRICIAL 

Como os esforços internos em estruturas treliçadas ocorrem apenas nas barras, a utilização da 

elasticidade unidimensional (as tensões atuam em uma única direção) é mais viável, pois reduz-se a 

complexidade do problema de resistência dos materiais. (SOUZA, 2009)  

Seja uma barra de comprimento L e área da seção transversal constante A, engastada e submetida a 

um carregamento axial P, como mostrado na Fig. 3. 

 

Figura 3: Barra engastada submetida a um esforço de tração (Fonseca, 2002). 

Tomando o ponto do engaste como ponto 1, e o ponto de aplicação da força P como ponto 2. Das 

equações de equilíbrio tem-se: 

P2 = - P1 = P            (1) 
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Onde P1 e P2 representam as forças axiais atuando nos pontos 1 e 2, respectivamente. Por (Beer, 2011) 

a tensão normal σxx nesta barra é dada pela equação: 

σxx = 
𝑃

𝐴
            (2) 

A Equação (3) corresponde à lei de Hooke, onde E é o módulo de elasticidade do material constituinte 

da barra, e 𝜀xx é a deformação específica da barra, que pode ser calculada como na Eq. (4), em que ux1 

e ux2 representam as deformações sofridas pelos pontos 1 e 2, respectivamente. 

σxx = 𝐸 ∗ 𝜀xx           (3) 

𝜀xx =  
𝑢𝑥2−𝑢𝑥1

𝐿
           (4) 

Unindo as equações Eq. (1), Eq. (2), Eq. (3) e Eq. (4) obtém-se: 

P1 = - 
𝐸∗𝐴

𝐿
∗ (𝑢𝑥2 − 𝑢𝑥1)          (5) 

P2 =  
𝐸∗𝐴

𝐿
∗ (𝑢𝑥2 − 𝑢𝑥1)          (6) 

As equações Eq. (5) e Eq. (6) podem ser escritas matricialmente da seguinte forma: 

[
𝑃1
𝑃2

] =  [

𝐸∗𝐴

𝐿
−

(𝐸∗𝐴)

𝐿

−
𝐸∗𝐴

𝐿

𝐸∗𝐴

𝐿

] ∗ [ 
𝑢𝑥1
𝑢𝑥2

]         (7) 

A matriz apresentada acima é conhecida como matriz de rigidez ki do elemento de barra i. 

2.4. TRANSFORMAÇÃO DE COORDENADAS 

A matriz de rigidez e o vetor de carga podem ser escritos referenciados a um sistema de coordenadas 

global, não coincidente com o eixo centroidal do elemento de barra, como na Figura 4. 

 

Figura 4: Elemento de Barra inclinado em relação ao eixo x (Martins, 2011) 
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A coordenada ao longo do eixo centroidal do elemento de barra é s, e o deslocamento ao longo do 

elemento de barra é dado por us, sendo us1 e us2 os deslocamentos nodais. Então us pode ser escrito 

como na Eq. (8), onde θ é o ângulo entre o eixo s e o eixo x: 

us = ux*cosθ + uy*senθ          (8) 

Esta expressão pode ser escrita na forma matricial como: 

[
𝑢𝑠1
𝑢𝑠2

] =  𝑻 ∗ [

𝑢𝑥1
𝑢𝑦1
𝑢𝑥2
𝑢𝑦2

]           (9) 

Onde a matriz T é chamada de Matriz de Transformação, responsável por transformar uma grandeza 

do sistema global para o sistema local. 

T = [
cos θ senθ 0

0 0 cos θ
   

0
senθ

]         (10) 

As forças no sistema global Px e Py podem ser obtidas através da decomposição da força P: 

Px = P*cosθ            (11) 

Py = P*senθ             (12) 

Transformando-as para o sistema global, através da matriz T: 

[

𝑃1𝑥
𝑃1𝑦
𝑃2𝑥
𝑃2𝑦

] =  𝑻′ ∗ [
𝑃1
𝑃2

]                 (13) 

Reescrevendo a Equação (7), considerando os deslocamentos ao longo do eixo centroidal: 

[
𝑃1
𝑃2

] =
𝐸∗𝐴

𝐿
∗ [

 1 −1
−1  1

] ∗ [ 
𝑢𝑠1
𝑢𝑠2

]          (14) 

Aplicando na Eq. (14) as relações obtidas em Eq. (9) e Eq. (13): 

[

𝑃1𝑥
𝑃1𝑦
𝑃2𝑥
𝑃2𝑦

] =  𝑻′ ∗
𝐸∗𝐴

𝐿
∗ [

 1 −1
−1  1

] ∗ 𝑻 ∗ [

𝑢𝑥1
𝑢𝑦1
𝑢𝑥2
𝑢𝑦2

]        

                                                                                                                                                                (15) 

Simplificando a Eq. (15), temos: 
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[

𝑃1𝑥
𝑃1𝑦
𝑃2𝑥
𝑃2𝑦

] = 𝑲𝒊 [

𝑢𝑥1
𝑢𝑦1
𝑢𝑥2
𝑢𝑦2

]            (16) 

Onde Ki é a matriz de rigidez global do elemento, dada por: 

𝑲𝒊 =
𝐸𝐴

𝐿
[

cos2𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛𝜃
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛𝜃 𝑠𝑒𝑛2𝜃

−cos2𝜃 −𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛𝜃
−𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛𝜃 −𝑠𝑒𝑛2𝜃

−cos2𝜃 −𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛𝜃
−𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛𝜃 −𝑠𝑒𝑛2𝜃

cos2𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛𝜃
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛𝜃 𝑠𝑒𝑛2𝜃

]     

                                                                                                                                                            (17) 

A construção da matriz de rigidez da estrutura K é feita a partir das matrizes de rigidez de cada um dos 

seus elementos Ki. Deve-se identificar os graus de liberdade envolvidos em cada elemento, e adicionar 

os valores nas linhas e colunas correspondentes (Alves Filho, 2012).  

2.5. TENSÕES E DEFORMAÇÕES EM ESTRUTURAS TRELIÇADAS 

A matriz K é simétrica e singular, ou seja, não possui inversa, impossibilitando a resolução direta do 

problema. Então, são observados os pontos onde os valores dos deslocamentos são conhecidos, que 

em geral são os apoios, as linhas e colunas de K correspondentes a estes pontos são eliminadas, e o 

sistema é resolvido para encontrar o valor dos deslocamentos sofridos em cada nó. Em seguida, são 

calculados os valores das reações nos apoios (Alves Filho, 2012). 

Após encontrar o campo de deslocamentos para a estrutura completa, é possível identificar os 

componentes de deslocamentos nodais em cada um dos graus de liberdade. Assim, pode-se definir a 

configuração deformada de cada elemento. 

A partir das equações Eq. (1), Eq. (5) e Eq. (6) tem-se a seguinte relação para o cálculo da força interna 

nas barras: 

Fe = 
𝐸𝐴

𝐿
∗(u2e – u1e)            (18) 

Onde u1e e u2e são as deformações nas extremidades do elemento. 

Da Equação (8): 

u1e = ux1*cosθ + uy1*senθ           (19) 

u2e = ux2*cosθ + uy2*senθ           (20) 

Então, a diferença entre u2e e u1e, ou seja, a deformação na barra, pode ser expressa como na Eq. (21): 
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u2e – u1e = [cosθ senθ] ∗ [
𝑢𝑥2 − 𝑢𝑥1
𝑢𝑦2 − 𝑢𝑦1

]         (21) 

Assim, chega-se na expressão para a força interna (Fe) em cada elemento: 

Fe = (𝐸∗𝐴
𝐿

)e ∗ [cosθ senθ]e ∗ [
𝑢𝑥2 − 𝑢𝑥1
𝑢𝑦2 − 𝑢𝑦1

]         (22) 

2.6. IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL 

Para automatizar este processo de cálculo estrutural foi desenvolvido um programa computacional 

em matlab denominado MechCal - Truss Analysis. O programa tem como parâmetros de entrada as 

características de geometria e de carregamento para a estrutura a ser analisada. Estes parâmetros são 

introduzidos no arquivo ‘Dados de Entrada.txt’ e em seguida a função ‘readtruss.m’ faz a leitura dos 

valores e os transforma em variáveis internas do MATLAB. Desta forma, o usuário pode alterar 

facilmente os valores caso queira analisar outro tipo de estrutura ou carregamento. 

A função ‘truss_analysis.m’ implementa as equações obtidas nas seções 2.3, 2.4 e 2.5, enquanto o 

arquivo ‘trelicas.m’ executa essas funções e retorna os valores dos esforços internos nas barras, das 

deformações nos nós, das forças de reação nos apoios, além da matriz de rigidez global da estrutura. 

Para organizar os parâmetros de saída em formato ‘.txt’ foi utilizada a função ‘writetruss.m’ que 

escreve os valores calculados no arquivo ‘Resultados.txt’. Assim, o programa permite ao usuário uma 

visualização mais detalhada a respeito desses parâmetros. 

 

 

Figura 5: Fluxograma do MechCal - Truss Analysis 

Para verificar o funcionamento do programa foram testados os exemplos da Fig. 6. A comparação dos 

resultados foi feita utilizando o Ftool (2020). 
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(a)     (b)          (c) 

Figura 6: Exemplos utilizados para verificação do MechCal - Truss Analysis. (a) Treliça de 3 barras; (b) 

Treliça de 5 barras; (c) Treliça de 7 barras (Beer, 2011) 

Em problemas mais avançados a respeito de estruturas treliçadas, como a otimização estrutural de 

treliças, é necessário, além dos valores de tensões e deformações, o cálculo das derivadas dessas 

grandezas em relação as áreas das barras. O processo de obtenção dessas derivadas é denominado 

cálculo de sensibilidade, e também foi incorporado ao programa. 

3. RESULTADOS 

3.1. TRELIÇA DE 3 BARRAS 

A Figura 7 exibe os valores das deformações, forças internas e reações nos apoios para o caso da Fig. 

6a, calculados através do programa MechCal - Truss Analysis. Os nós A, B, e C correspondem aos nós 

1, 2, e 3, respectivamente. 

 

 

Figura 7: Resultados obtidos pelo MechCal - Truss Analysis para a treliça de 3 barras (Autores, 2020) 
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Já a Tabela 1 e a Tabela 2, respectivamente, mostram os valores de deformação e forças internas 

obtidos por simulação no Ftool (2020). Comparando os resultados, é possível perceber que não 

houveram diferenças significativas entre os dois métodos utilizados. 

Nó Deslocamento 

horizontal [mm] 

Deslocamento vertical 

[mm] 

1 0 0 

2 0 -1,312 

3 -0,112 -3,188 

 

Tabela 1: Deslocamentos nodais obtidos pela simulação feita no Ftool, para a treliça de 3 barras 

(Autores, 2020) 

Barra 1 2 3 

Carga Axial 

[kN] 

104,987 174,993 -174,978 

 

Tabela 2: Valores dos esforços internos nas barras obtidos no Ftool, para a treliça de 3 barras (Autores, 

2020) 

3.2. TRELIÇA DE 5 BARRAS 

A Figura 8 exibe os valores das deformações, forças internas e reações nos apoios para o caso da Fig. 

6b, calculados através do programa MechCal - Truss Analysis. 
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Figura 8: Resultados obtidos pelo MechCal - Truss Analysis para a treliça de 5 barras (Autores, 2020) 

Já a Tabela 3 e a Tabela 4, respectivamente, mostram os valores de deformação e forças internas 

obtidos por simulação no Ftool (2020). Comparando os resultados, é possível perceber que não 

houveram diferenças significativas entre os dois métodos utilizados. 

Nó Deslocamento 

horizontal [mm] 

Deslocamento vertical 

[mm] 

1 0,000 0,000 

2 -0,047 -0,146 

3 0,090 -0,360 

4 0,000 -0,025 

 

Tabela 3: Deslocamentos nodais obtidos pela simulação feita no Ftool, para a treliça de 5 barras 

(Autores, 2020) 

Barra 1 2 3 4 5 

Carga 

Axial [kN] 

6,2 1,1 6,0 -1,8 -3,6 

 

Tabela 4: Valores dos esforços internos nas barras obtidos no Ftool, para a treliça de 5 barras 

(Autores, 2020) 
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3.3. TRELIÇA DE 7 BARRAS 

A Figura 9 exibe os valores das deformações, forças internas e reações nos apoios para o caso da Fig. 

6c, calculados através do programa MechCal - Truss Analysis. 

 

 

Figura 9: Resultados obtidos pelo MechCal - Truss Analysis para a treliça de 7 barras (Autores, 2020) 

Já a Tabela 5 e a Tabela 6, respectivamente, mostram os valores de deformação e forças internas 

obtidos por simulação no Ftool (2020). Comparando os resultados, é possível perceber que não 

houveram diferenças significativas entre os dois métodos utilizados. 

 

Nó Deslocamento 

horizontal [mm] 

Deslocamento vertical 

[mm] 

1 0,000 0,000 

2 0,000 -0,002 

3 1,237 -2,355 

4 -0,862 -2,351 

5 4,310 -16,252 
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Tabela 5: Deslocamentos nodais obtidos no Ftool, para a treliça de 7 barras (Autores, 2020) 

Barra 1 2 3 4 5 6 7 

Carg

a Axial [kN] 

0,

1 

7

5 

49,

8 

-

104,9 

0,

1 

74,

9 

-

84,9 

 

Tabela 6: Valores dos esforços internos nas barras obtidos no Ftool, para a treliça de 7 barras 

(Autores, 2020) 

3.4. DISCUSSÕES 

As seções anteriores mostraram que em todos os casos verificados, os valores de deformações e 

esforços internos calculados pelo MechCal - Truss Analysis apresentaram uma boa aproximação em 

relação ao Ftool, confirmando a precisão do programa. Os valores de tensão nas barras, a matriz de 

rigidez de estrutura e o cálculo de sensibilidade, embora não tenham sido exibidos neste trabalho, 

também são realizados no programa. 
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